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Introduccidn

Muchas investigaciones en el campo de la sicologia y la educacion estadistica muestran que el ra-
zonamiento bayesiano es complejo para los alumnos, especialmente cuando se aborda desde el punto
de vista conceptual (Diaz & De la Fuente, 2005). Pero, se ha encontrado también que el razonamiento
bayesiano puede ser facilitado si se usan las estrategias adecuadas tales como representaciones
visuales. El presente trabajo presenta una experiencia diddctica en la ensefianza del teorema de
Bayes en un curso de estadistica introductoria para el programa de Educacion Bdsica con énfasis en
Matemdticas de la Universidad de Antioquia.

Esta propuesta de intervencion surge de la necesidad de explorar experiencias diddcticas que favor-
ezcan el razonamiento bayesiano de los estudiantes que toman el curso de estadistica introductoria.
Las autoras son miembros del Nicleo de Pensamiento Aleatorio, el cual es un equipo académico que
convoca todos los profesores de estadistica de la Facultad de Educacion y en el que se abordan aspec-
tos relacionados con la ensefianza, el curriculo y la evaluacion en estadistica desde una perspectiva
de investigacion accion como la descrita por Carr y Kemmis (1988). Como parte del trabajo de este
equipo, nos preguntamos acerca de formas eficientes de ensefiar la estadistica.

Decidimos entonces enfocarnos en el teorema de Bayes y explorar algunas formas de favorecer la
ensefianza que beneficien el desempefio de los estudiantes en el razonamiento bayesiano. Este teo-
rema ademds de ser uno de los temas mds complejos en los cursos de estadistica introductoria, su
comprension involucra el dominio de otros conceptos asociados como: probabilidad simple, probabili-
dad conjunta, probabilidad condicional, independencia, complementario, axioma del producto, error
tipo | y tipo Il, y probabilidad total. Esta lista de prerrequisitos podria ser la causa de la dificultad.

Planteamiento del problema
La resolucion de problemas bayesianos ha sido ampliamente estudiada por sicdlogos, estadisticos y

educadores estadisticos ( Diaz, C., Ortiz, J. & Serrano, L., 2008; Falk, 1986; Tversky & Kahneman,
1982) quienes han llegado a conclusiones similares: estos problemas son dificiles y contraintuitivos

para los estudiantes. Por otro lado, otros investigadores (Gigerenzer, & Hoffrage, 1995; SedImeier,
1999) han concluido que las dificultades en la solucién de problemas bayesianos pueden ser redu-
cidas si los problemas se presentan en términos de frecuencias absolutas en vez de en términos de
porcentajes o probabilidades. En nuestra propia experiencia como profesoras de estadistica hemos
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encontrado que la ensefanza del teorema de Bayes es compleja y que aun después de la instruccion,
los estudiantes contintdan teniendo dificultades en el razonamiento bayesiano. Hemos disefiado una
estrategia didactica para la ensefianza del teorema de Bayes y queremos en este trabajo dar re-
spuesta a la pregunta de investigacion ¢Cuadl es la efectividad de una experiencia didactica para la
ensefianza del teorema de Bayes cuando este se aborda desde la simulacién y las representaciones
graficas?

Marco Tedrico

Esta propuesta se fundamentd en varios intentos de establecer un marco conceptual para analizar la
ensefianza de la estadistica. Mas de una década atras Garfield (1995) hizo una detallada revision de

literatura relacionada con la ensefianza y el aprendizaje de la estadistica y propuso 10 principios para
el aprendizaje de la estadistica. Estos principios fueron utiles para orientar el desarrollo del curriculo
de estadistica en los ultimos niveles del bachillerato en los Estados Unidos (Advance Placement Sta-
tistics o AP Stat), pero fueron planteadas desde una concepcién muy general del aprendizaje. Mas
tarde Shaughnessy (2003) sugirié una lista de recomendaciones para la ensefianza de la probabilidad
la cual fue inspirada en los bajos resultados de los estudiantes en la Evaluacién Nacional de Progreso
Educativo 1996 (NAEP por sus siglas en inglés). Las recomendaciones de Shaughnessy enfatizaban
hacer explicitas las conexiones entre probabilidad y estadistica pero seguian siendo tan generales
como las propuestas por Garfield. Mas recientemente Franklin y Garfield (2006) con un multidisci-
plinario y extenso equipo de trabajo (profesionales en multiples areas: Estadistica, Matematicas,
Educacion Matematica, Educacién Estadistica, Cognicion y otras) disefiaron la Guia para Evaluacion
e Instruccion en Educacién Estadistica (GAISE por sus siglas en inglés) que incluye una lista de reco-
mendaciones y ejemplos para la ensefianza de la estadistica. La ventaja que tiene este marco tedrico
con respecto a los propuestos por Garfield y Shaughnessy es que es contextualizado para cada nivel
educativo desde pre-escolar hasta nivel universitario. Este permite evidenciar por ejemplo como
el estdndar de las medidas de tendencia central abordadas en el nivel de la bdsica primaria tienen
un enfoque y profundidad diferente cuando es abordado desde el nivel secundario o universitario.
Algunas de las recomendaciones del proyecto GAISE son: (1)

Enfatizar la cultura estadistica y desarrollar pensamiento estadistico, (2) Usar datos reales, (3) Hacer
hincapié en la comprension conceptual mas que en el mero aprendizaje de procedimientos, (4)
Promover el aprendizaje activo en el salén de clase, (5) Usar tecnologia para desarrollar conceptos
y analizar datos, (6) Usar la evaluacidon para mejorar y evaluar el aprendizaje de los estudiantes.
Nuestra experiencia didactica fue disefada y ejecutada teniendo en cuenta las recomendaciones de
la GAISE.

Metodologia

Esta propuesta se enmarcd en un estudio de tipo cuasi experimental con pre-prueba y post-prueba.
Los participantes fueron 12 estudiantes de sexto semestre de la licenciatura en Educacion Bésica con
énfasis en Matematicas de la Universidad de Antioquia que aceptaron la invitacion de participar en
este estudio. Se aplicé una prueba diagndstica antes de la intervencién y una prueba una semana
después para verificar el impacto de la intervencién. La intervencion fue llevada a cabo en una clase
de tres horas y video grabada para asegurar la precision de la descripcidon y del andlisis. Una de las
investigadoras era la profesora titular del grupo en el cual se hizo la intervencidn y la otra investiga-
dora la coordinadora del Nucleo de Pensamiento Aleatorio.

El equipo de investigacion disefié una intervencién tomando en cuenta las recomendaciones de la
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GAISE para abordar el teorema de Bayes. Esta intervencion fue revisada con detalle en dos reuniones
y se le hicieron los ajustes respectivos antes de ser ejecutada.

Analisis

Inicialmente se aplico una prueba diagndstica (pre-prueba) en la cual se explord la comprension de
la probabilidad condicional, mediante un escenario que ha sido ampliamente usado en investigacién
(Pollatsek, A., Well, A. D., Konold, C., Hardiman, P., & Cobb, G., 1987), y mediante el teorema de
Bayes desde tres diferentes perspectivas, a partir de: (1) una tabla de doble entrada, (2) frecuencias
absolutas y (3) probabilidades (ver Anexo 1).

La aplicacion de la prueba diagndstica reveld que los estudiantes presentaron dificultades para difer-
enciar eventos causales de los condicionales. La prueba también reveld, como lo sugieren algunos
autores en Psicologia y en Educacién Estadistica, que los problemas de probabilidades que se enun-
cian en términos de tablas de doble entrada o en términos de frecuencias son mucho mas sencillos
de resolver para los estudiantes que aquellos que se enuncian en términos de probabilidades (Gig-
erenzer, & Hoffrage, 1995; Sedimeier, 1999).

A continuacién presentamos en detalle el analisis de la prueba diagndstica. La primera pregunta bus-
caba determinar si los estudiantes cuando se enfrentan a eventos condicionales razonan en térmi-
nos de condiciones o en términos de causalidad. El escenario fue presentado en un contexto social
donde el estudiante debia determinar cual era el evento mas probable (a) Que una chica tenga ojos
azules si sumadre tiene ojos azules, (b) Que una madre tenga ojos azules si su hija tiene ojos azules,
o si (c) Los dos eventos son igualmente probables. La respuesta correcta para estapregunta es la op-
cién (c). Se esperaba que los estudiantes justificaran apropiadamente; hubo, sin embargo, variedad
de respuestas. El 50% de los estudiantes indicé que la opcidn (a) era la mas probable. No obstante,
sus justificaciones parecieron mostrar que no estaban razonando en términos de probabilidad. Por
ejemplo, uno de los estudiantes que eligid esta opcidn dio la siguiente explicacién: “porque los ojos
azules los pudo haber heredado del padre”. Esta razén no justifica el haber elegido la opcién (a).
Muy posiblemente este estudiante razond teniendo en cuenta informacién anecddtica. Llama la
atencion que ningun estudiante eligié la opcidn (b). Paracontrastar, el 40% de los estudiantes eligié
correctamente la opcidn (c), pero sus justificaciones parecen mostrar nuevamente que no estaban
razonando en términos de probabilidad (Tabla 1). Uno de los estudiantes, por ejemplo, justifico:
“porqgue este rasgo caracteristico también depende de los genes que tenga el padre, al igual si la hija
tiene ojos azules, la madre puede tenerlos también”.

Estudios que han explorado este tipo de preguntas han coincidido en que los estudiantes general-
mente se dejan llevar por un razonamiento causal (Pollatsek, Well, Konold, Hardiman, & Cobb, 1987;
Tversky & Kahneman, 1980). Cuando la probabilidad condicional es presentada en contextos so-
ciales, el conocimiento previo de los eventos puede interferir con el calculo de las probabilidades,
especialmente si no hay una clara comprension e interpretacién del lenguaje condicional.

Tabla 1: Porcentaje de respuestas correctas de la prueba inicial

Pregunta 1 Pregunta 2 Pregunta 3 Pregunta 4
(a) 100
40 (b) 100 80 0
No responde: 10 (c)91
(d)91
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La segunda pregunta pretendia verificar si los estudiantes podian encontrar probabilidades de even-
tos sencillos, probabilidades condicionales y la probabilidad total, si el problema era formulado en
términos de tablas de doble entrada. El problema estuvo enmarcado en el contexto de dos fabricas
Ay B en las que se contabilizd el nimero de televisores defectuosos del turno de dia y del turno
de la noche. La segunda columna de la Tabla 1 muestra que hubo un alto porcentaje de respuestas
correctas.

La tercera pregunta pretendia comprobar si los estudiantes podian encontrar probabilidades condi-
cionales y su inversa si el problema era presentado en términos de frecuencias absolutas. El prob-
lema estuvo enmarcado en el contexto de una fabrica de 1000 empleados en diferentes profesiones
(ingenieros, economistas y otros) y desempenando o no cargos administrativos. La tercera columna
de la Tabla 1 muestra, para sorpresa nuestra, que hubo un alto porcentaje de respuestas correctas
y los estudiantes fueron muy creativos en la busqueda de la solucién. Uno de los estudiantes por
ejemplo llegd a la probabilidad usando una regla de tres (Grafico 1).

Grafico 1: Cdlculo de la probabilidad condicional inversa de un estudiante usando regla de 3
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Si contrastamos los resultados favorables que se tuvieron en la pregunta 2 y 3 con la pregunta 4, la
dificultad para la solucién es evidente (Tabla 1). El problema 4 fue similar al descrito en el problema
3 pero se enuncid en términos de probabilidad y no en términos de frecuencia. Este problema es el
clasico problema de los taxis que ha aparecido en varias investigaciones que exploran el razonamien-
to condicional de los individuos (Diaz & De la Fuente, 2005; Watson & Kelly, 2007). El problema
plantea que en una ciudad hay taxis de dos colores; y un testigo, con ciertos problemas oculares,
tiene que identificar el color del taxi. El problema pregunta por una probabilidad condicional inversa
(que se puede solucionar aplicando el teorema de Bayes). Uno de los aspectos interesantes de este
problema es que la mayoria de los estudiantes no pasaron del planteamiento e incluso algunos di-
eron justificaciones no estadisticas sino anecddtico - sicoldgicas.

Un estudiante por ejemplo dio la siguiente justificacion: “Existe un 80% de posibilidades que sea azul
porque es mas facil equivocarse entre tanto taxi verde que en un azul pues el cambio cromdtico es
inmediato cuando se pasa de verde a azul”.

Podemos decir que los resultados obtenidos en esta prueba diagndstica son coherentes con los re-
sultados de previos estudios que establecen que el teorema de Bayes es mucho mejor comprendido
cuando las situaciones se presentan con tablas de doble entrada y con frecuencias absolutas, y no
en términos de probabilidades (Pollatsek, Well, Konold, Hardiman, & Cobb, 1987; Tversky & Kahne-
man, 1980).

Después de la aplicacién de la prueba diagndstica se inicié la intervencién didactica. Esta
intervencion fue disefiada de acuerdo a las recomendaciones del proyecto GAISE (Franklin &
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Garfield, 2006) y tuvo la siguiente secuencia: (1) componente exploratorio, (2) componente de con-
ceptualizacién basado en la simulacién y (3) evaluacién o aplicacion. A continuacion se describe cada
una de las fases de la secuencia.

Exploracion

Para el componente exploratorio se presentd el siguiente escenario que permitié a los estudiantes
inspeccionar y clarificar los conceptos de dependencia, probabilidad condicional y regla del producto.

Se tienen dos cajas con las siguientes letras ANA y ANA ANA. Se debe elegir una de las cajas y a con-
tinuacién extraer, al azar, tres letras, una a una sin reemplazamiento. Si el resultado es ANA entonces
se gana un premio. ¢Cudl caja elegirias? (Diaz-Godino, Batanero, & Cafiizares, 1991, p. 157).

Antes de sugerir cualquier solucién se explord las intuiciones de los estudiantes. Para esto se les
pidid que predijeran cudl de las cajas podria ganar y hubo preferencias encontradas. El 64% de los
estudiantes eligieron la caja que tenia las letras ANA (caja 1) y el 36% eligieron la caja con las letras
ANA ANA (caja 2). A continuacidn, los estudiantes trabajaron en parejas haciendo una simulacion
usando dos bolsas de papel, a cambio de cajas. En la bolsa 1 estaban las letras ANA y en la bolsa 2
las letras ANA ANA. Se les pidié hacer la simulacién 10 veces con cada bolsa para determinar cual de
ellas tenia la mayor probabilidad de ganar. Al finalizar las simulaciones por parejas se agruparon las
simulaciones del grupo hasta completar 60 intentos para cada bolsa y asi determinar la probabilidad
experimental de formar la palabra ANA. Se encontrd que la probabilidad experimental para la caja
1 fue 0.36 y para la caja 2 fue 0.22. Los estudiantes quehabian predicho mayor probabilidad para la
bolsa 2 quedaron sorprendidos pero ahora estabaninteresados en conocer las razones tedricas por
las cuales la bolsa 1 tenia una mayor probabilidad.

A continuaciodn, se orientd a los estudiantes en la construccion del diagrama de arbol para encontrar-
las probabilidades tedricas con la intencidn de compararlas con las probabilidades experimentales
previamente exploradas. Se e ncontré que la probabilidad tedrica de la caja 1 es 0.33 y de la caja 2

es 0.20.

Cuando las probabilidades tedricas fueron determinadas se orientd una simulacién usando calcu-
ladoras Tl Voyage 200. El correr simulaciones ayuda a los estudiantes a mejorar su intuicién en
términos de probabilidad y ademas atiende a dos de las recomendaciones de la GAISE (Franklin &
Garfield, 2006): (a) Usar datos reales y (b) Usar tecnologia para desarrollar conceptos. Se corrié una
simulacidn de 100 repeticiones para la primera caja y cien repeticiones para la segunda (un estudi-
ante obtuvo 0.35 para la primera caja y 0.21 para la segunda). Esta vez las probabilidades estuvieron
mucho mas cerca de lo tedrico que en la simulacién en fisico. Consideramos que la comparacién de
la probabilidad tedrica con la experimental es esencial para ayudar al alumno a hacer la conexion
gue lo que pasa en teoria puede ser simulado muy cercanamente con lo experimental si se hace un
numero de veces suficientemente grande.

Conceptualizacion
Para el componente de conceptualizacidén en el cual se introdujo a los estudiantes al tema central de
esta intervencidn, se usd otro escenario con la intencidn de ser simulado por los estudiantes.

Se sabe que el 10% de los empleados de una tienda estdn robando. Los administradores tienen un
detector de mentiras con precision del 80%. Quienes no pasen la prueba del detector de mentiras
seran despedidos. Determine la probabilidad que un empleado no pase la prueba. Determine la

1 Interesados en conocer la simulacién pueden contactar las autoras.
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probabilidad que un empleado sea ladrén dado que no pasé la prueba del detector de mentiras
(Gelman & Nolan, 2002, p. 113).

Antes de sugerir cualquier solucion estdbamos interesadas en conocer las intuiciones de los estu-
diantes. Se les pidié que predijeran en una tienda de 100 trabajadores cuantos en promedio esper-
arian que fueran despedidos. Los estudiantes sugirieron valores entre 7 y 10. Por lo visto estas pre-
dicciones no consideraron la probabilidad de ser ladrén y la probabilidad de acierto del detector de
mentiras. Parece ser que los estudiantes solo consideraron la probabilidad del evento mds simple:
probabilidad de ser ladron.

Dos estudiantes de la clase hicieron las veces de administradores y el resto (incluyendo las profeso-
ras) de empleados de una tienda. Para simular esta situacion cada empleado generd un nimero en-
tero aleatorio entre 0y 9 en la calculadora (Tl Voyage 200), si el nimero generado fue 0 el empleado
fue considerado ladrdn, si fue en el rango de 1 a 9 el participante fue considerado honesto. Los dos
estudiantes en el rol de administradores usaron una tabla de numeros aleatorios para determinar
si los empleados pasaban la prueba del detector de mentiras. Esta prueba se aplicé primero a los
empleados honestos. A cada empleado honesto se le asignd un digito aleatorio, si el digito salié en
el rango de 2 a 9 el empleado pasé la prueba, si el digito salié 0 6 1 el empleado no pasé la prueba
y en conclusién fue despedido. Luego se aplicd la prueba del detector de mentiras a los empleados
ladrones. A cada empleado ladrén se le asignd un digito aleatorio, si el digito fue 0 6 1 el empleado
paso la prueba, pero si el digito fue en el rango 2 a 9 el empleado no pasd la prueba y en consecuen-
cia fue despedido. Esta simulacidon generé muchas expectativas en los estudiantes, especialmente
cuando algunos que fueron considerados empleados honestos fueron despedidos.

Para ayudar a los estudiantes a organizar los datos de la simulacidn se les orientd en la elaboracion
de una tabla de doble entrada (Tabla 2).

Tabla 2: Tabla de frecuencias para la simulaciéon empleados

| Trabajador es ladrén

Si No Total
Trabajador Si 1 2 3
fue despedido No 0 8 8
Total 1 10 11

Esta tabla surgida de datos experimentales permitié explorar preguntas tales como ¢Cual es la
probabilidad de ser despedido? ¢Cudl es la probabilidad de ser despedido y ser ladrén? ¢Cual es la
probabilidad de ser despedido y no ser ladrén? ¢Cudl es la probabilidad de no ser despedido y ser
ladrén? ¢Cudl es la probabilidad de no ser despedido y no ser ladrén? Se exploré también el error
tipo | (despedir al trabajador que no es ladrén) y el error tipo Il (no despedir al trabajador que es
ladrén). Cuando estos aspectos fueron discutidos se orientd a los estudiantes a la elaboracién de un
esquema (Grafico 2) que permitié visualizar desde otro punto de vista lo que se tenia en la Tabla 1.

Grafico 2: Diagrama para ilustrar la ocurrencia de dos eventos
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Usando el Grafico 2 se abordé de nuevo las preguntas discutidas a partir de la Tabla 1. A continu-
acion se orientd a los estudiantes a la construccion del diagrama de arbol pero con las probabili-
dades tedricas para ser comparadas con las probabilidades experimentales (ver Grafico 3).

Grafico 3: Diagrama de arbol para la probabilidad tedrica
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Los estudiantes identificaron que la suma de la primera rama y la tercera rama del arbol (Grafico 3)
generaban la probabilidad total P(D). Como una estrategia para ayudar a la comprensidn, se discutié
cual seria la regidon correspondiente a las probabilidades en el Grafico 2. Asi se resolvid el primer
interrogante, pero los estudiantes estaban sorprendidos de descubrir que sus intuiciones los enga-
fiaron en la prediccion del nimero de despedidos en una tienda de 100 trabajadores; en promedio
serian 26 y no entre 7 y 10 como lo habian sugerido. El siguiente interrogante, determinar la proba-
bilidad que un empleado sea ladrén dado que no pasé el detector de mentiras P(L/D), nos llevaba a
pensar en el teorema de Bayes. Para hacerlo mas familiar para los estudiantes se partié de la defin-
icion de probabilidad condicional.

P{LND)

P (L/D) = D)

Los estudiantes identificaron la probabilidad de la interseccion P{LND) y la probabilidad total P(D)
usando el diagrama de arbol y procedieron a hacer el reemplazo y a encontrar el valor del cociente.

P({LND) 008
P (D) 0.26
Para complementar el andlisis se les presenté a los estudiantes una tabla de doble entrada similar

a la Tabla 2 pero con datos simulados de una tienda con 500 empleados (Tabla 3). La simulacién se
hizo usando una calculadora Tl Voyage 200.

= 0.37

P(L/D) =

Tabla 3: Tabla de frecuencias para la simulacién de 500 empleados

Trabajador es ladrén

Si No Total

Trabajador Si 37 98 135
fue despedido No 14 351 365
Total 51 449 500
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La Tabla 3 permitid volver sobre las probabilidades de eventos simples, eventos conjuntos y eventos
condicionales previamente discutidos, pero esta vez desde una perspectiva diferente, una perspec-
tiva experimental con un ndmero suficientemente grande de ensayos. De nuevo se orientd a los
estudiantes a comparar las probabilidades experimentales con las tedricas las cuales fueron muy
cercanas. Orientar a los estudiantes en la comparacién y en la reflexién en torno a los resultados es

una forma de (a) Enfatizar la cultura estadistica y desarrollar pensamiento estadistico, y (b) Hacer
hincapié en la comprensiéon conceptual mds que en el mero aprendizaje de procedimientos, los
cuales son recomendaciones de la GAISE.

Evaluacion- aplicacion

Para finalizar nuestra intervencién y como estrategia para (a) Promover el aprendizaje activo en el
salon de clase, y (b) Usar la evaluacién para mejorar y evaluar el aprendizaje de los estudiantes, prin-
cipios que también son recomendaciones de la GAISE (Franklin & Garfield, 2006), se hizo un taller
en grupos y una post prueba. El taller en grupos consté de dos problemas, uno de ellos preguntaba
por la independencia de dos eventos en un escenario de salarios clasificados por edades; y el otro
por la aplicacién del teorema de Bayes en un contexto de una prueba de sangre para detectar el
sindrome de Down en mujeres embarazadas (ver Anexo 2). El andlisis del trabajo en grupo permitié
detectar una mayor comprension del teorema de Bayes. Una de las estrategias mas usadas por los
estudiantes para solucionar los problemas fue la representacion graficas como el diagrama de arbol.
Esta fase de la intervencién también nos permitié identificar algunas dificultades. Aun después de la
intervencién hubo estudiantes a quienes se les dificulté determinar en términos estadisticos la de-
pendencia o independencia de eventos. Algunos expresaron la independencia en términos intuitivos
pero no en términos de probabilidades. Por ejemplo, cuando se les preguntod si tener sindrome de
Down y ser positivo en la prueba eran eventos independientes, un estudiante expresoé: “los eventos
son dependientes porque si se tiene sindrome de Down la prueba sale positiva y si sale positiva tiene
sindrome de Down”. Este estudiante dio una explicacién desde lo intuitivo y desconocid la presencia
de los errores tipo | y tipo Il. Uno de los aspectos para resaltar del trabajo en grupo es que fortalecié
el trabajo colaborativo y generd interesantes discusiones entre los estudiantes.

La post prueba fue exactamente la prueba diagndstica (ver Anexo 1) pero aplicada una semana
después de la intervencidn. Esta vez estdbamos interesadas en observar el desempefio de los estu-
diantes en el problema cuatro. Los resultados de la post prueba son resumidos en la Tabla 4.

Tabla 4: Porcentaje de respuestas de la prueba final

Pregunta 1 Pregunta 2 Pregunta 3 Pregunta 4
(a) 100
22 (b) 100 88 100
No responde: 11 (c) 100
(d) 100

Los porcentajes de respuesta correcta en la post prueba (Tabla 4) revelan que hubo sustancial me-
joria en las preguntas 2, 3 y 4. No obstante y para nuestra sorpresa, el porcentaje de respuestas cor-
rectas en la pregunta 1 empeord. Corrimos una prueba t para diferencia de medias con el software
SPSS 16.0 para verificar la magnitud de esta diferencia y encontramos que no era significativa con un
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p-valor de 0.169 (Tabla 5). A pesar de la no significancia en la pregunta 1, estos resultados sugieren
gue aun después de la intervencion se sigue observando la dificultad de los estudiantes de evaluar
eventos por su causalidad y no por su condicionalidad. Un estudiante, por ejemplo, dijo refiriéndose
a la pregunta 1, que la probabilidad que una chica tenga ojos azules si su madre tiene ojos azules
es mayor que la probabilidad que una madre tenga ojos azules si su hija tiene ojos azules y dio la
siguiente explicacién:

Es mayor la probabilidad de que la chica tenga ojos azules si su madre tiene ojos azules.

Pues afirmariamos que es una madre con un fenotipo mas fuerte y le transmitié el color de los ojos
a la nifia. Pero no es igual afirmar que si la nifa tiene ojos azules, su madre también, pues la nifa lo
pudo haber heredado del padre.

Esta justificacion es un buen ejemplo para ilustrar que la explicacién causal sigue predominando
sobre el razonamiento condicional. Aunque el 22% de los estudiantes dijo que los dos eventos en
consideracion tenian igual probabilidad, no todos ofrecieron una justificaciéon acorde. Sélo un estu-
diante justificé mediante un diagrama de arbol la igualdad de los eventos como es ilustrado en el
Grafico 4.

Grafico 4: Diagrama de arbol de un estudiante para resolver el problema de los ojos azules

Los resultados de las preguntas 2 y 3 muestran una leve mejoria en las respuestas de los estudi-
antes, sin embargo después de correr una prueba t para diferencia de medias con los resultados
de la preprueba y la post-prueba se encontrdé que esta diferencia no fue significativa para estas
dos preguntas (Tabla 5). Los resultados de la pregunta 4 son los mas impactantes ya que todos los
estudiantes resolvieron el problema satisfactoriamente. Quisimos correr también una prueba de
diferencia de medias para los resultados de la pregunta 4 en la pre-prueba y en la post-prueba pero
por ser la desviacidn estandar de ambas medias igual a cero no fue posible calcular el estadistico t.
Corrimosentonces una prueba t de diferencia de medias con el puntaje total de los estudiantes en la
prepruebay en la post-prueba para determinar la magnitud de esta diferencia. El p-valor fue 0.00, lo
cual revela que hubo diferencia significativa en los promedios de los estudiantes en la pre-pruebay
en la post- prueba y esta diferencia es atribuida a la mejoria en la pregunta 4. Concluimos entonces

gue la intervencién tuvo un efecto positivo en los resultados de los estudiantes.
Tabla 5: Prueba de diferencia de medias para muestras relacionadas

Par de Variables Valor del estadistico  t p-Valor
Pregunta 1 pre prueba con pregunta 1 post prueba 1.512 0.169
Pregunta 2 pre prueba con pregunta 2 post prueba -1.000 0.347
Pregunta 3 pre prueba con pregunta 3 post prueba -1.000 0.347
Pregunta 4 pre prueba con pregunta 4 post prueba No se pudo calcular No se pudo calcular
Resultados totales en la pre prueba - Resultados -8.000 0.000
totales en la post prueba




A S OC O L ME
ASOCIACION COLOMBIANA DE MATEMATICA EDUCATIVA

Conclusiones

Esta intervencion fue disefiada para facilitar la comprensidon del teorema de Bayes y se esperaba
gue los conceptos probabilisticos asociados tales como probabilidad simple, probabilidad conjunta,
condicional, probabilidad total y probabilidad inversa también fueran manejados exitosamente por
los estudiantes al final de la intervencién. Sin embargo, se encontré que el razonamiento intuitivo
de los estudiantes es persistente y parece ser dificil de modificar. El razonamiento causal sigue pre-
dominando sobre el razonamiento bayesiano aun después de la intervencién. Posiblemente estos
conceptos necesiten ser abordados mas profundamente y con otros escenarios. Esta conclusién deja
abierta una puerta para quienes estén interesados en investigar estrategias diddcticas que ayuden a
los estudiantes a reconocer eventos condicionales de eventos causales.

Los resultados de nuestro estudio coinciden con otros estudios anteriores, confirmando asi el
hechoque a los estudiantes se les facilita el cdlculo de la probabilidad total y probabilidad inversa
cuando los problemas son presentados en términos de frecuencias absolutas y no en términos de
probabilidades (Gigerenzer, & Hoffrage, 1995; Sedlmeier, 1999). Sin embargo, nuestros hallazgos
difieren de los resultados reportados por Totohashina (citado por Diaz, Ortiz y Serrano, 2008) quien

indicd que la representacion en tablas de doble entrada dificulta la comprension porque puede
llevar a los estudiantes a confundir la probabilidad condicional y la conjunta. Nosotros en cambio
encontramos que el trabajo con tablas de doble entrada es muy favorable para que los estudiantes
comprendan y solucionen exitosamente los problemas relacionados con los teoremas de probabili-
dad total y Bayes. Resaltamos que estudiantes que nunca habian sido expuestos a solucionar prob-
lemas de probabilidad inversa fueron creativos encontrando soluciones a partir de tablas de doble
entrada. Creemos que la tabla de doble entrada es un organizador que a la vez funciona como una
estrategia visual.

Una de las principales conclusiones de este trabajo es que la intervencion discutida en este manu-
scrito tuvo un impacto positivo en el razonamiento bayesiano de los estudiantes. Sin embargo, senti-
mos que es necesario verificar la retencidn a largo plazo la cual no fue considerada en este trabajo.

El desarrollo de una intervencion didactica en la que se presente a los estudiantes variedad de apli-
caciones en problemas reales con apoyo adicional de la tecnologia facilita la conceptualizacién de
ideas complejas como el teorema de Bayes. Las simulaciones que se corrieron en la clase apoyaron
desde un punto de vista concreto la conceptualizacion de los estudiantes. Parece ser que la simu-
lacién ayudé a interiorizar la complejidad de los problemas de probabilidad bayesiana.

Uno de los aspectos que se podria considerar como limitacion es el tamafio pequefio del grupo en
el que se hizo la intervencién. El tamafio del grupo podria considerarse como una fuente de invali-
dacidn del estudio pero también podria motivar a otros investigadores a replicar y a contrastar si los
resultados siguen siendo consistentes cuando la estrategia es extendida a grupos mas numerosos.
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Anexo 1

Prueba de entrada

1. Cudl de los eventos es mas probable
a. Que una chica tenga ojos azules si su madre tiene ojos azules
b. Que una madre tenga ojos azules si su hija tiene ojos azules
c. Los dos eventos son igualmente probables

Explique su respuesta

2. La tabla siguiente muestra el nimero de televisores defectuosos producidos cada semana en dos
fabricas en el turno del dia y en el turno de la noche.

Fabrica A Fabrica B
Turna dia 40 30
Turno Hoche 40 60

a. ¢Cudntos televisores defectuosos produce la fabrica B cada semana?
b. ¢ Cudntos televisores defectuosos son producidos por el turno de la noche cada semana?

c. Si a usted le dicen que un televisor defectuoso fue producido por el turno del dia éseria mas
probable que lo haya hecho la fabrica A o la Fabrica B?

d. Si a usted le dicen que un televisor defectuoso fue producido por la fabrica A, écual
es la probabilidad que haya sido producida por el turno del dia?

3. Una empresa tiene 1000 empleados. De ellos 200 son ingenieros y 200 son economistas. De
los ingenieros 150 ocupan puestos directivos y de los economistas 100 ocupan puestos directivos,
mientras que de los no ingenieros y los no economistas solamente 120 ocupan un puesto directivo.
¢Cuadl es la probabilidad de que un empleado directivo elegido al azar sea ingeniero? Explique su
razonamiento.

4. Un taxi estuvo involucrado en un accidente tarde en la noche. Dos compafiias de taxi operan en
la ciudad: la verde y la azul. ¢Qué tan probable es que el taxi del accidente sea verde o azul? 90% de
los taxis en la ciudad son verdes y el 10% son azules. Un testigo identificé el taxi involucrado en el
accidente como un taxi azul. En una noche diferente, pero en condiciones similares a la noche del
accidente, este testigo fue evaluado en la capacidad para identificar el color de los taxis cruzando
la calle. Para ambos taxis verdes y azules, el testigo identificé correctamente el color de los taxis el
80% de las veces e incorrectamente el 20%. ¢ Cudl es la probabilidad que el taxi involucrado en el ac-
cidente sea azul? (situaciones tomadas de (Watson y Kelly (2007). Explique su razonamiento.
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Anexo 2
Taller en grupo

1. Una muestra aleatoria simple de adultos de una gran ciudad seleccionada. Se les pregunté la edad
y el ingreso anual. Los resultados se resumen en la siguiente tabla.

Ingreso Anual
Categoria de edad 15a30 15a30 mas de 50 Total
millones millones millones
21-30 8 15 27 50
31-45 22 32 35 89
46-60 12 14 27 53
Mayor de 60 5 3 7 15
Total 47 64 96 207

(a) éCual es la probabilidad que una persona de la muestra elegida al azar tenga entre 31 y 45?

(b) ¢Cual es la probabilidad que una persona de la muestra elegida al azar su ingreso sea superior
a 50 millones de pesos anuales y que esté entre 31y 45 afnos?

(c) Basado en sus respuestas de las partes (a) y (b), ies el ingreso anual independiente de la edad
para los individuos de la muestra? Explique su razonamiento

2. Las mujeres embarazadas se hacen la prueba de sangre para determinar la presencia del sindrome
de Down. Esta prueba es muy precisa pero no siempre es correcta. La probabilidad de un resultado
positivo en la prueba sabiendo que hay presencia del sindrome de Down es P(Pos/D) = 0.035. La
probabilidad de la prueba ser negativa sabiendo que no hay sindrome de Down es P (Neg/D’) =
0.999. La probabilidad de tener sindrome de Down es P (D) = 0.257.

a. Haga un diagrama de arbol para facilitar la comprensidn de esta situacién
b. Determine la probabilidad de salir positivo en la prueba: P(Pos)

c. éSon los eventos tener sindrome de Down P(D) y salir positivo en la prueba P(pos) dependientes
o independientes? Explique su razonamiento.

d. Determine la probabilidad de la presencia de sindrome de Down en una mujer embarazada
dado que la prueba es positiva: P(D/Pos)



