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Y
RECURSOS

José de Francisco Estaire

Se presenta un médulo para
Derive que permite ir més
alla del simple dibujo de la
grdfica de una funcién. Tan
sélo basta cargarlo y definir
en él la funcién F(x) sobre la
que se quiere aplicar, para
que las funciones que lo
integran proporcionen sus
elementos caracteristicos:
asintotas, méximos y
minimos, inflexiones, ...

L ORIGEN de este articulo estd en no haber preparado
debidamente una clase.
La historia es la siguiente. Habia terminado, en 2.°de
Ciencias Sociales, el tema «Trazado de Funciones» y reali-
zado algin ejercicio de aplicacion, asi que decidi hacer un
ejercicio completo en el que se trataran todos los aparta-
dos estudiados. Del libro de texto, en la seccion de ejerci-
cios propuestos seleccione:
Representar la funcion
_ X +x%-2
x*-2x- 4
Calculamos las asintotas, la derivada primera y después de
simplificarla obtuvimos:
_ xtoexd - 15x% - 4x- 6
ye= 3
(xz - 3x- 4)

El paso siguiente fue solucionar y’ = 0. Al tratar de anular

el numerador dije: «Ahora buscaremos por Ruffini las rai-
ces del numerador y cruzaremos los dedos para que sean
divisores del termino independiente». Comenzamos a pro-
bar los divisores de 6 sin éxito. En ese momento soné el
timbre que indicaba el final de la clase y me despedi
diciendo: «No hay que preocuparse, pues si las raices son
irracionales mi amigo Derive nos las encontrara».
Cuando fui a casa abri el programa y le suministré la fun-
cion. Calculé la derivada primera, por si hubiera habido
algin error en la simplificacion, comprobé que no habia
ocurrido y mande que resolviera la ecuacién y’ = 0. Como
sospechaba las raices eran irracionales; obteniendo:

[x= 795956, x = -1'85656, x = -0'0514983 + 0'63512 i,

x =-0'0514983 - 0’63512 i]

Al tener el programa abierto represente la funcion, pero
eche en falta los elementos caracteristicos como asintotas,



Estudio de funciones

#1: “APLICACION”
2
2-x/(x - 1)
#2: F(xX):= x-&
#3: VERTICALES(x) := SOLVE(F(xX) = ®, x)
#4: “Resolver mediante aproximado”
#5: VERTICALES(X) := [x = 1, X = -1, x = ©, X = -®]
F(x)
#6: ASINTOTAS(x) := IF(lim(F(x) = ®, IF(lim( =w), “no tiene Asinto
X—® X—© X
F(x) F(x)
as”,”La Asintota oblicua es”:y= lim(—-—)+x + lim(F(x) - (lim )
x—® x x—® X—® X
*x)), “la asintota es”.y = lim F(x))
X—0
#7: ASINTOTAS(x) := “La Asintota oblicua es”:y = x + 2
#8: FUNCIONES (x) :=
2 2
2-x/(x - 1) 2:x-(x + 1)
#9: FUNCIONES(xX) := “F’(x)” = & (1 - —)
2 2
(x -1
2
2-X/(X - 1) 5 4 3 2
4.8 (X #3+x +2°x -2'x + x - 1)
Fro(x)" =
2 4
(x - 1)
#10: CORTES(x) := [SOLVE(F(x) = 0, x)]
#11: CORTES(x) := [[x =0, x =1, x = -1 , x = ®, x = -»]]
#12: MAXIMOS(x) := [SOLVE(F'(x) = 0, x)]
#13: MAXIMOS(x) :=[[x = 1, x = -1, x = 2.89005, x = 0.346014, x = ®,
x = -©, x = -0.618033 + 0.786151-1, x = -0.618033 - 0.786151-1]]
#14: INFLEXIONES(x) := [SOLVE(F’’(x) = 0, x)]
#15: INFLEXIONES(x) := [[x = 1, x = -1, x = 0.648865, x = ®, x= -®]]
LATERALES (p) := [lim F(x), lim F(x)]
#16: XEp- XEp+
0 -
#17: VECTOR(LATERALES(p), p, [-1,1]) =
[
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maximos, minimos, inflexiones... estas ausencias fueron
las que me llevaron al deseo de tener un programa tal que,
conocida la funcién permitiese el calculo de los elementos
necesarios para el estudio e interpretacion de dicha fun-
cion, de forma que el trabajo de calculo solo se hiciera
una vez. Para definir las funciones que calculan los apar-
tados deseados tuve que utilizar algunas de las funciones
predefinidas en Derive, las funciones utilizadas han sido:

SOLVE ; LIM ; IF ; VECTOR ; INSERT_ELEMENT

Recordemos su sintaxis:

SOLWVE([Fix, y) = a, Glx,y) =b] ,[x, y]): resuelve el sistema
Flx,y) = a, G(x, y) = b, en las variables x e y.

SOLVE(F(x), x): resuelve la ecuacion F(x)=0, en la variable x.
LIM(F(x), x, a): calcula el limite de la funciéon F(x) cuando la
variable x tiende hacia a. El valor a puede ser mas o
menos infinito.

Si queremos calcular los limites laterales
cuando x tiende hacia a la sintaxis es:

LIM(F(x), x, a, 1) y LIM(F(x), x, a, =1), que cal-
culan el limite de F(x) cuando x tiende
hacia a, siendo x >a (derecha) y siendo
x < a (izquierda).

IF(«Condicién C», realizar A si se cumple la
condicién C, realizar B si no se cumple la con-
dicién C). Abreviadamente IF(C, A, B).

La funcién VECTOR puede generar un
vector 0 un vector cuyas componentes
sean vectores (una matriz).

VECTOR(Funcién o funciones en la variable n,

variable n, Valores que toma n)

VECTOR ([x, F(x)], x, [1, 2,5, 9]) genera la
matriz cuyas filas son: [1 ,F(1)], [2 ,F(2)],
[5 F3) . [9 FO1

Si queremos que la primera fila de una
matriz A no sea numérica y que tenga
por valores el encabezamiento de una
tabla, debemos insertar una primera fila
con dichos encabezamientos mediante
INSERT_ELEMENT.

INSERT_ELEMENT([fila a insertar], A, K), siendo
A el vector o matriz en la que vamos a
insertar la fila y K'la posicion en la que se
realizara la insercion. Como en la prime-
ra fila queremos que figure un texto y no
un cilculo debemos colocar entre comi-
llas cada elemento de la fila insertada.

Una forma de realizar el estudio es

mediante los siguientes pasos:

1.° Definir la funcién a estudiar

F(x) := «funcién objetivox»

2.° Célculo de las asintotas verticales
VERTICALES(x) := SOLVE(F(x] = oo, x]

Resuelve la ecuacion para la variable x.
En algunas funciones (principalmente
en las definidas a trozos) no efectia el
calculo correctamente.

3.° Asintotas horizontales y oblicuas

ASINTOTAS() = IF [ UM(F[X), x, o) = o,
IF(LIM(F(x)/x = s, x, <), «No tiene Asintotas»,
«La Asintota oblicua es» y = LIM(F(x)/x, x, )
* x + LUM(F(x) = LIM(F(x)/x, x, =) * x, X, =) ,
«La Asintota horizontal es» y = LIM( F(x), x, =))



En nuestro caso si el limite de F(x) es
infinito calcula A = limite de F(x)/x. Si
no es infinito calcula B = « a Asintota
horizontal es» y = Valor del Limite.

Cuando se cumple la condicién nos
conduce a otro IF en el que la condicion
es: si el limite de F(x)/x es infinito,
entonces A = o tiene Asintotas», si el
cociente no es infinito se cumplird
B = da Asintota oblicua es» y = mx + b

4.° La funcién, su derivada primera
y su segunda derivada

Las agrupamos en una matriz de 3 x 1.
Cada fila de la matriz debe ir entre cor-
chetes y el texto que queremos que
aparezca tiene que ir entrecomillado.

FUNCIONES(x) := [[«F(x}»=F(x]], [<F'(x)» =
= F'(x)], [<F"(x)»=F"(x]]]

Esta matriz permite trabajar con cada fila
independientemente.

5.° Puntos de corte. Posibles méximos,
minimos y puntos de inflexién

Resolvemos las ecuaciones F(x) =0,
F(x) =0, F’(x) = 0 . Para ello utilizare-
mos la funcion SOLVE entre corchetes ya
que de esta forma obtenemos las solu-
ciones como componentes de un vector.

CORTES(x) := [SOLVE(F(x) = 0, x]]
MAXIMOS(x] := [SOLVE(F(x] = O, x)]
INFLEXIONES(x) := [SOLVE(F“(x] = O, x)]

6.° Limites laterales

Si queremos calcular los limites laterales
en algunos puntos p,, p,, ps, ... que con-
sideremos interesantes (puntos de dis-
continuidad, asintotas verticales, ...).
Les agruparemos en un vector p.

LATERALES(p) := [LIM(F(x), x, p, -1),
LIM(F(x), x, p, 1) ]

VECTOR(LATERALES(p), p, [pl, Py P3 ---]) =

La ultima instruccion calcula los limites
laterales en los puntos p,, p,, ps,
mediante la funcion LATERALES(p). La varia-
ble de la funcién es py no x. El resultado
es una matriz de dos columnas e i filas,
siendo la primera columna el limite por la
izquierda en cada punto p, y la segunda
columna es el limite por la derecha.
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#18:

#19:

#20:

#21:

#22:

TABLITA(x) :=

PUNTOS(x) := [-2, -1, -0.5, 0, 0.346014, 0.5, 0.648865, 1, 2,
2.89005, 3]
TABLA MINIMA(x) := INSERT_ELEMENT([“x”, "F(x)”, "Signo de F’(x)”,

“F'(x)"], VECTOR([x, F(x), SIGN(F’(x)), F'(x)], x, PUNTOS(x)),1)

By "F(x)” "Signo de F'(x)” "F'(x)"
-2 ~0.527194 1 0.849368
-1 ? ? ?
~0.5  -1.89683 1 12.224
0 0 1 1
0.346014 0.157642 +1 0
TABLA_MINIMA(X):=
0.5 0.131798 -1 ~0.322174
0.648864 0.0689785 -1 ~0.47852
1 ? ? ?
2, 7.58733, -1, -4.6367
2.89004  6.34347 +1 0
3 6.35099 1 0.132312
TABLITA(Xx) := VECTOR([xX, F(x)], x, PUNTOS(xX))
[ -2 -0.527194 |
-1 2
-0.5 ~1.89683
0 0

0.346014 0.157642

0.5 0.131798

0.648864 0.0689785

1 ?

2 7.58733
2.89004 6.34347

3 6.35099
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7.° Puntos de estudio y valoracién (méximos, inflexiones, ...)

Agrupamos todos los puntos en una funcién.

PUNTOS (x) := [puntos de estudio y valoracién separados por
comas)

8.° Tabla de valores de la funcién y su derivada

En cada punto de estudio podemos calcular F(x), el signo
de la primera derivada y el valor de F’(x). Una forma de
conseguirlo es mediante una matriz que llamaremos
TABLA_MINIMA. Esta matriz tendrd en la primera fila, como
encabezamiento: x, Fx), signo de F'(x) y F'(x) y en las
filas siguientes las tabulaciones de las funciones en los

puntos deseados.
TABLA_MINIMA (x) := INSERT_ELEMENT([«x», «F(x]», «Signo de

F'(x)», «F '(x)»], VECTOR([x, Fx), SIGN(F'(x)), F'(x)], x, PUN-
TOS(x)), 1)



TABLA_MINIMA, mediante el valor de F’'(x) y su signo a la
izquierda y derecha de un punto en el que se anula la deri-
vada, permite dilucidar si en ese punto existe maximo o
minimo. El estudio del signo a la izquierda y derecha de un
punto es fundamental, pues a veces al estudiar el signo en
las soluciones de F’(x) =0 no da signo cero, pues da un
valor pequeno a la derivada en el punto y por tanto tiene
signo positivo o negativo.

9.° Tabla de valores de la funcién

Si queremos representar un punto no es posible con
TABLA_MINIMA(x),
Necesitaremos una tabla en la que unicamente figuren la

pues tiene  cuatro  columnas.
variable x y el valor de F(x). Esto lo conseguimos median-

te la funcion TABLITA(x)
TABLITA (x) := VECTOR([x, F(x]], x, PUNTOS(x])

En nuestro caso la funcion es un vector de dos compo-
nentes [x, F(x)], la variable es x y los valores que tomara
serdan los puntos que hemos seleccionado para el estudio
y que figuran en PUNTOS(x).

10.°

Guardamos en la carpeta de Math de Derive el archivo
«Estudio de Funciones» (siendo su extension .mth). Cada
vez que queramos estudiar una funciéon llamaremos al
archivo, indicamos quien es F(x) , copiamos las funciones
de estudio y posteriormente bastara con llamarlas para
obtener los resultados.

Al aplicar el algoritmo anterior a diversas funciones he
notado que en las definidas a trozos al resolver la ecua-
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cion: derivada primera = 0 , a veces no
se obtienen todas las soluciones, la
forma mas eficaz es resolver la primera
derivada de cada trozo y seleccionar los
puntos que estan en el intervalo de defi-
nicion. En estas funciones el cilculo de
las asintotas verticales suele dar algin
problema.

Apliquemos todo lo anterior al estudio
de la funcién (ver figuras):

2 (xz- 1)

y = xe
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