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Resumen

Dado que muchos estudiantes de la inferfase bachillerato — universidad presentan dificultades en la
comprension de los conceptos relacionados con las secciones conicas, se pretende con este trabajo
de investigacion describir el nivel de razonamiento de los estudiantes cuando se enfrentan con la
construccion de las secciones conicas con la axiomdtica del doblado de papel. En ese proceso de
descripcion, se espera que el estudiante tenga la posibilidad de avanzar en la conceptualizacion de
dichos lugares geométricos. Para lograrlo, se va a disefiar un guion de entrevista semi estructurado
de cardcter socrdtico, que en primer lugar permita detectar el nivel de razonamiento de los estudi-
antes, y en segundo lugar, se constituya en una experiencia de aprendizaje para avanzar en su nivel
de razonamiento.

La definicion geométrica de cada seccion cénica (elipse, hipérbola y pardbola) se puede lograr con
base en el modelo educativo de van Hiele, no sdlo porque es un modelo disefiado inicialmente para
la geometria, sino por su cardcter visual geométrico, que facilita definiciones formales a partir del
reconocimiento visual, el andlisis y la clasificacion.

El doblado de papel es una herramienta util y funcional que le brinda la posibilidad al sujeto de inter-
actuar con una hoja de papel para visualizar conceptos y asi facilitar el aprendizaje de la geometria.
Se relaciona con el modelo porque es una estrategia de visualizacion geométrica que enriquece el
nivel I de razonamiento y al mismo tiempo le contribuye con una componente de tipo experimental.

Presentacidon del trabajo

En la tesis de pregrado “Uso del doblado de papel en la construccion de las secciones conicas e iden-
tificacion de sus caracteristicas” (Santa, Bedoya & Jiménez, 2007) se realizaron una serie de pruebas
y entrevistas a estudiantes y profesores de ciertas instituciones publicas de la ciudad de Medellin,
gue llevaron a afirmar que la geometria analitica se venia ensefiando de una forma tradicional y
bastante lineal en dichos contextos. Es decir, los profesores se limitaban a construir las secciones
conicas en papel milimetrado y después se interesaban por llevar a los estudiantes al conocimiento
de las ecuaciones generales y candnicas, para posteriormente, evaluarles la busqueda algoritmica de
los elementos de cada seccion cénica. De hecho, nuestra experiencia docente a nivel universitario
nos lleva a afirmar que los estudiantes llegan a los primeros semestres de universidad con habili-
dades para encontrar dichas ecuaciones, pero sin reconocer el concepto de lugar geométrico propio
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de cada una de las secciones cénicas. Al respecto, afirman Cruz y Marifio (1999) “dentro del estudio
de la geometria analitica, se han presentado dificultades en la comprension de los contenidos rela-
tivos a las secciones cénicas” (p. 15). Y argumentan que:

“en los trabajos sobre educacion matemdtica para los alumnos que ingresan a la educacion superior,
se ha constatado que los conocimientos de los estudiantes se limitan al aprendizaje de memoria de
las ecuaciones que caracterizan a cada una de las conicas, a la identificacion de sus elementos y a su
busqueda algoritmica empleando férmulas, sin demostrar haber interiorizado la relacion existente
entre los diferentes pardmetros que intervienen en las ecuaciones de las conicas y su representacion
grdfica ni el por qué de su definicion como lugar geométrico, lo cual limita la comprension del al-
cance de las posibilidades de que disponen” (p. 15).

Dada esa dificultad, con este trabajo de investigacién pretendemos, con base en el modelo de van
Hiele, describir el nivel de razonamiento en que se encuentra un estudiante al momento de enfren-
tarse con la construccién de las secciones cdnicas para diseiar asi una propuesta metodoldgica que
le permita avanzar en la comprension de la conceptualizacion de dichos lugares geométricos.

De acuerdo con el objetivo general, los objetivos especificos son:

e Disefiar un guidn de entrevista semi — estructurado de cardcter socratico, que permita detectar
el nivel de razonamiento en que se encuentra un estudiante al momento de enfrentarse con la
construccién de las secciones cénicas y a la vez constituya una experiencia de aprendizaje para
avanzar en su nivel de razonamiento.

* Determinar los descriptores para ubicar a un estudiante en uno de los niveles de razonamiento
de van Hiele, en relacién con los conceptos de cada seccidn cénica, utilizando la axiomatica del
doblado de papel.

» Consolidar la axiomatica del doblado de papel como una propuesta alternativa para mejorar el
razonamiento de los estudiantes en el drea de la geometria.

Marco tedrico
MODELO DE VAN HIELE

El Modelo de Van Hiele es un modelo de ensefianza de la geometria euclidiana. Fue creado en Ho-
landa por los esposos Van Hiele, profesores de matematica, quienes se encontraron con el problema
de que muchos estudiantes no compartian el mismo nivel de razonamiento a la hora de abordar un
tema de geometria.

El modelo no sélo brinda una descripcién del proceso de ensefianza y de aprendizaje de la Geometria,
sino que también muestra una relacion entre ambos procesos. Por eso, estd compuesto por tres
partes fundamentales: la percepcion o Insight, los niveles de razonamiento y las fases de apren-
dizaje.

En el articulo “El Modelo de van Hiele y el Doblado de Papel” de los profesores Carlos Mario Jara-
millo, Orlando Monsalve y Pedro Vicente Esteban (2005), se encuentra que:

“La percepcion se logra cuando una persona es capaz de actuar en una situacion no familiar; ejecuta
de forma competente (correcta y adecuadamente) las acciones requeridas por la situacion y emplea
intencional (deliberada y conscientemente) un método que resuelve la situacion. Se logra la percep-
cion cuando los estudiantes comprenden lo que hacen, por qué lo hacen y cudndo lo hacen; ademds,
pueden aplicar su conocimiento a la resolucion de nuevos problemas no rutinarios”. (p. 2)

La segunda parte del modelo, los niveles de razonamiento, es de tipo descriptivo, puesto que iden-
tifica una estratificacién del razonamiento humano en niveles jerarquizados, a través de los cuales
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“progresa la capacidad de razonamiento matemdtico de los individuos desde que inician su apren-
dizaje hasta que llegan a su mdximo grado de desarrollo intelectual en este campo” (Jaime & Gutiér-
rez, 1990, p. 305).

La tercera parte del modelo, las fases de aprendizaje, es de tipo prescriptivo, porque da una serie
de directrices a los profesores para que puedan ayudarle a sus estudiantes a pasar de un nivel de
razonamiento al inmediatamente siguiente.

Los niveles de razonamiento de van Hiele son:

Nivel I: De reconocimiento visual

El estudiante en este nivel reconoce las figuras como un todo, es decir, se le dificulta encontrar
partes constitutivas de los objetos; se limita a describirlos en su forma fisica: el color, la forma...
(Jaime & Gutiérrez, 1990).

Nivel Il: De analisis

El estudiante es capaz de determinar las partes constitutivas de los objetos; es capaz de encontrar
propiedades, pero todavia no cuenta con las capacidades para relacionar unas propiedades con
otras, o hacer clasificaciones correctas (Jaime & Gutiérrez, 1990).

Nivel Ill: De clasificacion

El estudiante es capaz de relacionar unas propiedades con otras; de hecho puede establecer que
unas propiedades se deducen de otras; es capaz de hacer clasificaciones ldgicas correctas. En este
nivel, el estudiante empieza a comprender la estructura axiomdtica de las matematicas, es capaz de
seguir demostraciones, pero todavia se le dificulta hacerlas sin ayuda (Jaime & Gutiérrez, 1990).

Nivel IV: De deducciéon formal

El estudiante en este nivel comprende la estructura axiomatica de las matematicas y es capaz de
realizar demostraciones de propiedades que antes habia mencionado de manera informal (Jaime &
Gutiérrez, 1990).

Principios basicos de los niveles

La parte descriptiva del modelo de van Hiele, los niveles de razonamiento, comparten ciertas car-
acteristicas comunes: la jerarquizacion y secuencialidad, relacién entre el lenguaje y los niveles y, la
continuidad del paso por los niveles.

Jerarquizacidn y secuencialidad: Como cada uno de los niveles representa un grado de sofisticacion
en el razonamiento matematico, entonces es vdlido afirmar que cada nivel se apoya en el inmediata-
mente anterior. Luego, “no es posible alcanzar un nivel de razonamiento sin antes haber superado el
nivel anterior” (Jaime & Gutiérrez, 1990, p. 312). Esto es importante en la medida en que se puede
recurrir a los conceptos y definiciones desarrollados en un nivel anterior.

Relacidn entre el lenguaje y los niveles: Las capacidades de razonamiento de cada uno de los niveles
no sélo tienen relacion con la resolucion de problemas sino también con la manera de expresarse y
con la forma de utilizar cierto vocabulario. Luego, “a cada nivel de razonamiento le corresponde un
tipo de lenguaje especifico... y dos personas que razonan (y que interpretan los argumentos del otro)
en diferentes niveles no podrdn comprenderse” (p. 315).
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Continuidad en el paso por los niveles: El paso de un nivel al siguiente se produce de forma continua.
Esto es, en palabras de Jaime y Gutiérrez (1990), “el paso de un nivel de razonamiento al siguiente
se produce de manera gradual y durante algun tiempo el estudiante se encontrard en un periodo de
transicion en el que combinard razonamientos de un nivel y del otro” (p. 319). Esto implica que los
estudiantes podran mostrar rasgos en sus procedimientos y razonamientos que corresponden a un
estado de transicién entre dos niveles.

Las fases de aprendizaje propuestas por van Hiele son cinco:

1. Informacidn: Es la fase en la que los estudiantes tienen la oportunidad de conocer el tipo de
trabajo que van a hacer y los profesores, de descubrir el nivel de razonamiento en el que estan
esos estudiantes en un tema particular.

2. Orientacion dirigida: Es la fase en la que los estudiantes construirdn los elementos fundamen-
tales de la red de relaciones del nuevo nivel, es decir, “descubren, comprenden y aprenden” (p.
334) los conceptos y propiedades principales de la tematica que estan estudiando.

3. Explicitacion: Es la fase en la que los estudiantes revisan, socializan y comparan el trabajo. Es
una puesta en escena de los conocimientos obtenidos hasta entonces para perfeccionar el len-
guaje y la forma de expresar las ideas.

4. Orientacion libre: En esta fase, los estudiantes tienen la oportunidad de aplicar los conocimien-
tos adquiridos en las fases anteriores en otras investigaciones, temas o areas.

5.Integracion: En esta fase, el estudiante debe condensar los conocimientos que ha construido
hasta entonces en un todo; es decir, acumula, integra y compara todos los conocimientos para
estructurar su red de relaciones final. (Jaime & Gutiérrez, 1990).

AXIOMAS DE HUZITA! (Huzita, 1989, p. 143)

1. Dados dos puntos p, y p,, se puede encontrar un doblez que pasa a través de ellos.

2. Dados dos puntos p, y p,, se puede encontrar un doblez que lleva a p, sobre p..

3. Dados dos dobleces |, y |,, se puede encontrar un doblez que pone a |, sobre L.

4.Dado un doblez |, y un punto p,, se puede encontrar un doblez que pone a |1 sobre si mismay
pasa por pl.

5.Dados un doblez I, y dos puntos p, y p2, se puede encontrar un doblez que lleva a p, sobre |, y
pasa por p2.

6. Dados dos dobleces |, y |, y dos puntos p, y p,, se puede encontrar un doblez que pone a p, sobre
I, yap2sobrel,.

CONSTRUCCION DE LAS SECCIONES CONICAS CON DOBLADO DE PAPEL

Elipse:

Para construir una elipse con la axiomatica del doblado de papel, es necesario partir de una hoja
de papel de forma cuadrada y dibujar en su interior una circunferencia?. Se ubican el centro O y un
punto P en el circulo. Ademas, se deben dibujar muchos puntos alrededor de la circunferencia.
Aplique sucesivamente el axioma 2 con los puntos de la circunferencia (P ) y el punto P: “dados dos
puntos existe un doblez unico que pone al punto P_sobre el punto P”.

1 La traduccion de estos axiomas se realizé en el Seminario de Investigacién Geometria y Doblado de papel, del grupo de Investigacion Educacion Matematica e Historia (UDEA —
EAFIT).

2 Con el doblado de papel también es posible definir el lugar geométrico circunferencia. Sin embargo, sélo es posible hablar de puntos discretos de la misma. Para el caso de la elipse
se va a asumir que la circunferencia ha sido definida previamente desde la axiomatica del doblado de papel.
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Al finalizar todos los dobleces, la seccidn conica se forma como la “envolvente de una familia de
rectas” (Ibanez, 2002, p. 22). Asi:
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La anterior construccidon permite llegar a la definicidn de la elipse como lugar geométrico, de la si-
guiente manera:

Suponga que O y P son los focos de la elipse. Sea M el punto donde se intersecan el radio NO y la

mediatriz del segmento NP (axioma de Huzita 2). Noétese que MP es congruente con NM, por el
segundo axioma de Huzita.

SRty
TR

T

Luego, OM + MP =, donde r es el radio de la circunferencia inicial de la que se partié para la con-
struccién.

Por lo tanto, se puede concluir que la ELIPSE es el lugar geométrico de los puntos tales que la suma
de sus distancias a dos puntos fijos, lamados FOCOS, es una constante.
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Metodologia del taller
El taller que se propone, estd organizado en los siguientes momentos:

Momento 1: Presentacién de la propuesta de investigacion “Construccién de las secciones coénicas
mediante el doblado de papel en el marco del modelo educativo de van Hiele”.

Momento 2: Axiomatica del doblado de papel (Axiomas de Huzita) y sus implicaciones geomé-
tricas.

Momento 3: Construccion de la elipse con doblado de papel y definicion como lugar geométrico.
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