Sumando cuadrados: un ejemplo de
visualizacién en matematicas

Vicente Meavilla Segui

A modo de introduccién

Un buen diagrama suele ser de gran ayuda a la
hora de intuir una determinada propiedad numérica,
descubrir algin teorema geomeétrico, comprender cierta
identidad algebraica o resolver un problema.

La historia de la Matemadtica nos proporciona

abundante material para apoyar esta tesis.
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" En este articulo presentamos un ejemplo conteni-
do en el libro La llave de las Matemdticas, escrito en el
siglo¢«XVII por el autor chino Du Zhigeng.

Jugando con torres de cubos -

La figura 1 representa tres torres iguales compues-
tas por cubos idénticos. :
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Figura 1
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Figura 2

¢Cuantos cubos hay en cada torre?

Fijémonos en la torre 1.

En la capa superior hay un cubo (12), en la capa
media cuatro (22) y en la inferior nueve (32).

Dicho en otras palabras:

Cada torre es un modelo tridimensional de la
suma de los tres primeros niimeros cuadrados.

Si desplazamos la torre 2 —segiin el sentido de la
flecha a— hasta que se acople con la torre 1y deja-
mos la pila 3 inmévil, obtendremos una distribucién
de cubos como la que se representa en la figura 2.

Notemos que el sélido de la izquierda estd com-
puesto por 2(1? + 2%+ 3?) cubos.

Si trasladamos la torre 3 —siguiendo la flecha b—
hasta que se acople con el s6lido que acabamos de
describir, habremos materializado un bloque como el
de la figura 3 compuesto por 3(1% + 2% + 3%) cubos.
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Resulta claro que, contando de abajo hacia arri-
ba, las tres primeras capas de este bloque son parale-
lepideos y la ultima no.

Si embargo, si dividimos la capa superior en dos
partes iguales (ver figura 4) y las acoplamos de modo
comveniente, podemos transformar el bloque de la
figura 3 en un paralelepideo de dimensiones 3,4 y
3+(1/2) (ver figura 5)
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Sumando cuadrados: un ejemplo de visualizacion en matemdticas

Con esto, resulta que:
3(12 + 22+ 3%) = 3.4.(3 + (1/2) ) [1]

Analicemos los tres factores que aparecen en el
segundo miembro de la igualdad que acabamos de
obtener.

—El primer factor (=3) coincide con el niimero
de sumandos de 1% + 2%+ 32,

—El segundo (=4) es igual al primero mas 1.

—El tercero [=3 + (1/2)] es igual al primero mas

1/2.
Torres de cuatro plantas
Habiéndo llegado a este punto, vamos a jugar con

tres torres de cuatro plantas como la que representa-
mos en la figura 6.
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Figura 6

Si repetimos los mismos pasos que hemos dado
en la seccidon anterior, obtendremos el resultado si-
guiente:

3(12 + 2% 3% + 42 = 4.5.[4 + (1/2)] [2]

Una somera inspeccién de los factores que inter-
vienen en el segundo miembro de la igualdad (2) nos
conduce a descubrir que su ley de formacién es
idéntica a la que observamos en la igualdad (1).

En efecto:

—El primer factor (=4) coincide con el niimero
de sumandos de 1% + 2% + 3% + 42 .

—El segundo (=5) es igual al primero mas 1.

—El tercero [=4 + (1/2)] es igual al primero mas

1/2.
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Una conjetura

12+ 22+ 3% +..+n%=(1/3) n (n+l) [n+(1/2)] =

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos no
parece descabellado establecer la “igualdad” siguien-

te:

cuadrados viene dada por:

3(12 + 22 + 32 +..+ n?) = n(n+l)[n + (1/2)]

Por tanto, la suma de nos n primeros niimeros
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