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Acerca de la ensefianza de inecuaciones
de una variable

P. Alson

Resumen

En el articulo se exponen dos mérodos de resolucién de
inecuaciones. Se comparan desde varios puntos de vista y
se comentan algunos aspectos del trabajo realizado a partir
de 1983 en la ensefianza de dicho tépico en la Facultad de
Ciencias de la Universidad Central de Venezuela.
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Introduccidon

El programa de Matemdticas del primer semestre de las
licenciaturas de Biologia o de Quimica de la Universidad
Central de Venezuela incluye el tépico de inecuaciones en
una variable. Se trata esencialmente de aprender a resolver
inecuaciones de la forma f(x) < g(x) [o formas andlogas
como f (x) — g(x) <0, f (x) > g(x)..., etc.] con fy g funcio-
nes racionales elementales, o polinomios de grado menor
o igual que dos, o valores absolutos de ambas. Algunos
cjemplos son: x? — 1 > 0, lx + 2/ + lx — 3> 1.

El porcentaje de alumnos que dominaban el tépico al
final del semestre rara vez sobrepasaba el 15 por 100. Esto
me llevé a considerar métodos alternativos para ensefiar-
les. En este articulo se muestran los resultados de ese
esfuerzo.

Mostraremos primeramente la manera usual de ensefiar
el tépico y las razones que a nuestro entender impedfan
el aprendizaje. Luego ‘describimos a grusso modo los prime-
ros intentos hechos para mejorar la ensefianza del tépico y
explicamos la solucién finalmente adoptada. La dltima
parte compara los dos métodos desde diversos dngulos, €
incluye comentarios acerca de la experiencia.
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Presentacién de los dos métodos

Nuestra manera usual de trabajar el tépico era resolver
con lujo de detalles varios ejercicios. Luego se le propot-
cionaba al estudiante una lista de inccuaciones como cicr-
cicios. A continuacién se presentaba un ejercicio tipica-
mente resuelto.

Ejercicio: Resuelva la inecuacién x — 3 < 3/(2x + 1).

Modo de resolucién: «El denominador (2x + 1), de
acuerdo al valor de la variable x, puede tomar tanto el
signo positivo como el signo negativo. Si 2x + 1 > 0,
entonces x — 3 < 3/(2x + 1) es equivalente a (x — 3) (2% +

+ 1) < 3. Esta desigualdad es equivalente a 2x* — 5x — 6 <
>0. Como 2x* — 5x — 6= 2[x — (5 + \/7_3)/4] [x—(—
- \/%)/4], x es un nimero del intervalo [5 — \/73)/4,
G+ \/73)/4] Como se asume que 2x + 1 > 0, es decir
x> —1/2, x debe estar en el intervalo [—1/2, (5 + \/7—3)/4].

Si se asume que 2x + 1 < 0, haciendo un razonamiento
similar se obtiene que x debe pertenecer al intervalo [—0,

G- \/%)/4] Se obtiene ahora la solucién de la inecua-
cién uniendo los conjuntos obtenidos al hacer las suposi-
ciones sobre los signos de 2x + 1; es decir, la solucién es:
(=0, (5 — \/73)/4] U [—1/2, (5 + \/73)/4]. (Para ver
un ejemplo similar al que se acaba de desarrollar, véase
Protter y Morrey, pig. 5.)

A través de las dificultades que percibimos en los estu-
diantes y del tipo de errores que cometfan, llegamos a la
conclusién de que no eran capaces de dar un significado
correcto a las expresiones algebraicas que se utilizaban. La
equivalencia entendida como la relacién entre dos partes
que tienen diferente forma, pero igual significado, no
tenfa sentido para ellos. No entendfan las reglas que per-
miten transformar expresiones algebraicas en sus equiva-
lentes. Con este bajo nivel, eran incapaces de captar el
sentido general de la explicacién dada por el profesor.
Eran incapaces de hacer analogfas entre los diferentes
ejemplos dados por el docente y a partir de esto inferir
cudles son los pasos «dgicos» a seguir para resolver una
inecuacién. Se vefan obligados a gastar una gran cantidad
de energfa tratando de memorizar y clasificar «los diferen-
tes tipos de inecuaciones y sus métodos de resoluciény.

La primera solucién a este problema fue aumentar el
nimero de ejemplos y los detalles de su resolucién expli-
cando y tratando de justificar cada equivalencia. Cada uno
de los pasos de resolucién se hicieron mis explicitos y al
mismo tiempo se trat6 de uniformarlos con el fin de que
el estudiante estableciera analogfas y que con ello com-
prendiera los mecanismos subyacentes a la resolucién. Los
resultados fueron escasos. Esto, y la escasez de tiempo, nos
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llevé a desarrollar, y finalmente, adoptar la estrategia que
a continuacién se explica.

La estrategia radica en dos puntos: primero, dar al estu-
diante un método general y tnico para resolver inecuacio-
nes. Segundo, interpretar la desigualdad en un contexto
familiar donde la solucién de la inecuacién tuviese un sig-
nificado evidente. Esas ptemisas condujeron al siguiente
método para resolver las inecuaciones:

Resolver una inecuacién de la forma f(x) < g(x) es
llenar .

de acuerdo a las siguientes reglas:

Cuadrado 1: escribir la desigualdad £ (x) < g(x).

Cuadrado 2: dibujar aproximadamente los grificos de f
y & Rayar la parte del eje x donde la altura de f es menor
que la de g. A

Cuadrado 3: resolver la ecuacién f(x) = g(x).

Cuadrado 4: escribir el conjunto definido por el rayado
del eje x (en 2) y las soluciones de la ecuacién (de 3). El
conjunto asf obtenido recibe el nombre de conjunto solu-
cién de la inecuacién.

En la seccién que sigue hacemos algunos comentarios
acerca de las reacciones que se observaton en los estu-
diantes.




Reacciones de los estudiantes

Presentar ¢l método con una forma cuadrada no es
esencial, pero tiene indudablemente ciertas ventajas: defi-
nir un espacio fisico para cada uno de los subprocesos de
la resolucién ayuda a los estudiantes de muy bajo nivel a
fijar y entender el método. También recalca el hecho de
que el método es Gnico.

El hecho de que el método sea esencialmente la combi-
nacién de dos tipos de resultados, uno geométrico, visual
o cualitativo y otro algebraico o cuantitativo, tiene al
menos tres ventajas:

7) Ayuda a disminuir los errores.

#) Permite el mejor uso de las posibilidades de los
estudiantes.

##) Ayuda a profundizar en ciertos conceptos.

A continuacién se ilustran estos puntos con algunos
ejemplos. ‘ '

Cuando x? < 2 es resuelta por los estudiantes utilizando
el método puramente algebraico, una respuesta frecuente

es x < \/2. Si se utilizan los grificos esa respuesta es des-
cartada autométicamente. Otro ejemplo es, cuando se sim-
plifica la incégnita x sin tener en cuenta que no se puede
hacer cuando x = 0. Por ejemplo al resolver 2x = 3x, el
estudiante obtiene 2 = 3, y no sabe cémo interpretar esta
contradiccién; si dicha ecuacién es resuelta como parte de
la resolucién (con el método propuesto) de 2x < 3x, los
grificos de 2x y 3x lo orientarin a corregir su error.

El método usual de resolucién de inecuaciones es esen-
cialmente un ejercicio de simplificacién de predicados. La
habilidad exigida al estudiante es principalmente el manejo
fluido de los axiomas de los nimeros reales y algunas
reglas del cilculo de predicados. Al introducir el subpro-
ceso geométrico, las exigencias algebraicas disminuyen con-
siderablemente: el manejo explicito del simbolo < es sos-
layado. Esto es particularmente ttil, porque es mds ficil

ensefiar la representacién grifica de funciones elemantales
que tratar de reparar vicios de formacion arraigados a tra-
vés de varios afios.

Al comienzo, el estudiante percibe dos subprocesos:
uno algebraico y el otro grifico. Répidamente comienza a
descubrir relaciones entre ambos. La interpretacién grifica
de las soluciones de la ecuacién f (x) = g(x) resulta parti-
cularmente 4til. Algunos ejemplos de ello son: interpretar
qué significa que una ecuacién no tiene solucién (x — 1 =
= x%); resolver ecuaciones en las que la inc6gnita no se
puede despejar y que, por lo tanto, las soluciones deben
ser aproximadas [x* = exp(x)].

Existen también aspectos sicolégicos que deberfan ser
sefialados. Se noté que el hecho de tener que resolver una
ecuacién para hallar extremos del conjunto solucién de la
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inecuacién (es decir, con una finalidad clara) era un ali-
ciente para hacer el trabajo. Algunos estudiantes se sienten
mds motivados a hacerlo que cuando se trate de un ejerci-
cio aislado.

Otro aspecto sicolégico es la relacién que establecen
con el tépico de inecuaciones. Ellos se sienten muy segu-
£os, aunque a veces cometan errores o no puedan resolver
una ecuacién o dibujar la gréfica de una funcién. Se noté,
cuando las manipulaciones algebraicas para resolver una
ecuacién son muy complicadas o desconocidas (polinomios
de grado tres por ejemplo), que algunos estudiantes tratan
de hacer las grificas de manera mds precisa para tener aun-
que s6lo sea una idea aproximada de la solucién. La idea
de lo que es el conjunto solucién y la totalidad de la
estfuctura algebra-grifico es profundamente interiorizada
por la mayoria de ellos. '

En cuanto a una cuantificacién de los tesultados no se
han llevado estadisticas rigurosas, pero es opinién de los
profesores que han trabajado con esta estrategia (unos
diez en total a partir de 1983) que mds del 90 por 100 de
los estudiantes logra al final del cutso resolver inecuacio-
nes con soltura.

Comparaciéon de ambos métodos

En los anteriores pirrafos ya se han hecho algunas com-
paraciones desde el punto de vista del estudiante. En esta
secci6n los vamos a comparar desde otros dngulos.

La primera observacion es que el método grifico es mds
general. Con ello queremos decir que cuando el estudiante
aprendia con el método puramente algebraico era incapaz
de resolver inecuaciones que no fuesen del tipo tratado en
el curso, como por ¢jemplo x* < exp(x). Por otro lado los
cjercicios tratado con los métodos puramente algebraicos
son ficilmente resolubles con método grifico.

El método grifico mejora la capacidad de representar
funciones del estudiante. Ademds puede ser ensefiado en
cuanto adquieren unos rudimentos de funciones (rectas,
pardbolas, hipérbolas...), mientras que el método pura-
mente algebraico requiere un buen conocimiento de mani-
pulaciones algebraicas.

Este tltimo punto nos lleva a considerar la relacién del
tépico de inecuaciones con el resto del programa. En
nuestros programas las inecuaciones aparecen justo des-
pués del tema de las propiedades de los nimeros reales.
Esto, aunque no explicitamente, es una indicacién al pro-
fesor para trabajar la resolucién de las inecuaciones en el *
contexto de una aplicacién de las propiedades de los ni-
meros reales y no como una aplicacién de la teorfa de"fun-
ciones. ¢Por qué existe esta tendencia que favorece el uso
de métodos no gréficos?
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Una respuesta parcial es que el método puramente alge-
braico para resolver una inecuacién es no sélo un método
sino también la prueba de que la solucién obtenida es
efectivamente la solucién (entendida como el conjunto de
nimeros que satisfacen la inecuacién). En cambio el mé-
todo grifico es s6lo un método y de hecho en algunos
casos si los grificos son demasiado imprecisos la solucién
obtenida puede ser errénea. Paradéjicamente el método
algebraico es percibido por los estudiantes como un mé-
todo y no como una prueba, mientras que el método gri-
fico es percibido como un método y una prueba. Esto se
debe principalmente al hecho de que para ellos lo que se
ve no requiere prueba. Serfa interesante profundizar en
cémo sensibilizar al estudiante a la idea contraria, es decir:
es necesario probar lo que se «ve». Apenas se comienza a
tratar de probar lo que se «ve», comienzan a aparecer ideas
como las de continuidad de funciones crecientes..., etc.,
dando pie para motivar nuevos conceptos.

Otro punto relacionado con los programas es el siguien-
te: la dificultad para ensefar las inecuaciones hacia que el
tépico fuese considerado como un fin en si. Al ensefar
con el método grifico, el tiempo de explicacién disminuye
considerablemente y permite al profesor tratar problemas
que normalmente son tratados muy de prisa o dejados de
lado. Estamos pensando en ejercicios del tipo: «halle 4 de
manera que la solucién de ax* + 2 < x sea (—00, —2) U
U (1, ©)». En este sentido el tema de inecuaciones, al ser
trabajado con el método presentado, tiende a convertirse
en un medio para madurar en otras direcciones.
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Recientemente he sabido de la existencia de libros y tra-
bajos relacionados con lo cxpuesto Encontré un libro de
bachillerato inglés (Clarke, pdg. 145). Por otro lado el
profesor C. Gaulin me envié el articulo de Dreyfus y
Eisenberg (1985). Dichos autores, en una comunicacién
petsonal, me hicieron saber que sus alumnos preferfan los
métodos puramente algebraicos. No estel caso de nuestros
alumnos. Creo que el hecho de tener una muy mala for-
maci6én en dlgebra, determina en gran parte la preferencia
de nuestros estudiantes. ' ,

En cuanto a los profesotes, la mayorfa de los que hemos
trabajado con el método grifico, lo preferimos. Sin em-
bargo, hemos recibido ctiticas de colegas que dicen que
ademds del método grifico se deberfan de ensefiar los
algebraicos y en los eximenes exigirlos. Consideran que el
método grifico es demasiado ficil y que la matemdtica
debe ser dificil. Puede ser que esto sea otra razén por la
cual el método grifico, a pesar de todas las ventajas sefiala-
das sea tan poco utilizado.
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