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1 .1 Introduccion

Este trabajo representa un esfuerzo conjunto llevado a cabo con la principal finalidad, de exponer for-
malmente algunas de las aplicaciones de la teoria de los valores y vectores propios.

La importancia creciente del dlgebra lineal como instrumento para poder abordar el estudio de otras
disciplinas, es un hecho irrefutable en la actualidad. Propiamente, el uso de la teoria de los valores y
vectores propios conduce a resolver importantes problemas en varias ciencias.

El rol que desempefia esta teorfa transciende su uso fundamental para diagonalizar una matriz a in-
terpretaciones concretas, como ejemplo, el signo de un valor propio nos concede una informacién
relevante en diversos contextos, tales como en teoria de sistemas dindmicos lineales

invariantes en el tiempo.

Esta articulo aborda la aplicacién, de los valores y vectores propios para resolver una sucesién definida
por una relacién de recurrencia homogénea lineal con coeficientes constantes.

1.1.1 Descripcion del Tema

En este articulo establecemos mediante el uso de los valores propios, un algoritmo que permite obtener
el criterio de asociacién explicito, para cierto tipo de sucesiones definidas por una relaciéon de recur-
rencia homogénea lineal con coeficientes constantes.
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Una sucesion de nimeros reales es una aplicacion S: INU {0} — IR, S(n) se llama el término n-ésimo
de la sucesion y se le suele denotar por S,. Ademads, denotamos la sucesion por (Sn),e Nufo}-

A menudo es posible desarrollar relaciones entre el término n-ésimo de una sucesioén y algunos de los
términos anteriores; tales relaciones se llaman relaciones de recurrencia. Una relacién de recurrencia
para una sucesion (S,),eny {0} €s una ecuacién que relaciona Sy, con alguno de sus antecesores S, 51,
Sy, ..., 5,-1; es decir, define indirectamente el término n-ésimo de la sucesién, que puede evaluarse si
antes conocemos los términos Sy, S1, Sy, ..., S;_1.

Las relaciones de recurrencia, por su misma naturaleza, ponen de manifiesto la necesidad de determi-
nar mediante algtn criterio el término n-ésimo de la sucesioén; ya que para valores de n muy grandes,
este término puede depender de un gran nimero de términos anteriores, lo cual hace a dicho criterio,
un descriptor invaluable del n-ésimo término de la sucesién, a partir de un n especifico.

Bajo esta perspectiva, los métodos para poder resolver una relacién de recurrencia; es decir, encontrar
un criterio de asociacién explicito que permita definir el término general S, son indispensables.

Este articulo tiene por objetivo, resolver este problema para un tipo especial de relacién de recurrencia,
llamada recurrencia homogénea lineal de orden k.

Una relacién de recurrencia homogénea lineal de orden k con coeficientes constantes para una sucesién
(Sn)nemuqo}- es aquella de la forma:

Snk = Pr—15n+(k—1) + Pe—25n+(k—2) + - + P1Sn+1 + PoSn

siendo los B; (B;j # 0) ntmeros reales fijos Vj, j € INU {0}, 0 < j <k — 1, que junto con las k condiciones
iniciales:
S]'ZCj, CjER,Vj,jGH\]U{O},OSjSk—l
determinan de manera tinica los elementos de la sucesion.
El método que aqui desarrollamos, se fundamenta en el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

Sntk = Pe—1Sn+ (k1) T Pe—25Sn+ (k—2) T -+ + B1Sn41 + PoSn
Snt(k-1) = Snt(k-1)
Snt(k—2) = Sut(k-2)

Su+1 = Snt1

Este sistema, escrito en forma matricial, puede expresarse como:

Xyt1 = AX, (1)
siendo,
Pr1 Pr— Bo

1 0 0
A= 0 r -0 una matriz k X k con entradas reales y

0 1 0

Sn+(k71)

Syt (k—
Xy = n+(_ 2 un vector en IRF.
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Sk-1 Cr—1
) . . Sk—2 Ck—2 o
De aqui, se puede determinar X, en términos de Xy = = . , de la manera siguiente:
Sp Co

X1 =AXppor (1) conn=0

X, =AX; =A(AXp) = A%X,
X3 =AXp =A- (A%X)) = A%X,
X, = A" X

Se infiere, entonces que:

X, =A"Xy,Vne IN 2)
Lo afirmado anteriormente es una consecuencia del principio de induccién, veamos:

Proof: Paran=1

X;=AXy por (1), paran=0
=AlX,

Supongamos que para algtin k € IN, X = A¥Xy y probemos que:

Xpy1 = A1 X
Prueba.
Xi1 = AXj por (1)
=A (AkX()) por la hipétesis de induccion
= (AAk> Xy por asociatividad de matrices

= AF1X, por definicién de potencias de matrices
En consecuencia, por el primer principio de induccién: X,, = A" Xy Vn,n € IN

Como:

St tet) :Bkl—l ﬁko—z [?)o -
Sn+(k72) o 0 1 0 Ck—2
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>
El producto A" X, es un vector F € IR¥, que denotamos por:

fi(n)
2 fa(n)

fké”)

donde f; (n) (1 <i<k) es una funcién que depende tnicamente de 7.
Con esta notacién se tiene que:

Sit(k—1) f1(n)
Sut(k-2) f2(n)
: - : y
Sn fk (7’1)
Sn= fk (1’1)
%/_/

Por igualdad de matrices

Quedando claro que si se conociera la potencia A", el problema de hallar explicitamente el término
n-ésimo de la sucesién (Sy),e Nujo}, quedaria resuelto.

Si A es una matriz diagonalizable, sabemos que existe una matriz invertible P y una matriz diagonal
D, tal que: A = PDP~!. Esto nos permite hallar A" Vn, n € IN y expresarla en la forma:

A" =pp"p~! (3)

1.1.2 Tratamiento del Problema

Para este tratamiento, consideremos los valores propios de la matriz A con multiplicidad uno; es decir,
asumimos en principio que A es una matriz diagonalizable.

Por el isomorfismo existente entre el espacio vectorial L (le ) ( espacio de transformaciones lineales
sobre IRF) y My (IR) ( espacio de matrices cuadradas de orden k con entradas en IR ), sabemos que
para la matriz A existe un endomorfimo T : IRF — IR¥ tal que: A =[T], con B la base canénica de IR¥.
Podemos afirmar por la definicién de los valores propios de un endomorfismo, que los valores propios
de A son también los valores propios de T. Si tomamos una base Y = {y1,y2,...,yx} formada de
vectores propios asociados a cada uno de los correspondientes k valores propios distintos Ay,A,, ..., Ak
de A, la matriz representativa de T en la base Y, la podemos obtener considerando:

T(y1) =My =My1 +0y2 + -+ + Oy
T (y2) = A2y2 = 0y1+Aoyn + -+ + Oy Pues los valores propios de A son
: también los valores propios de T

T (yx) = MYk = 0y14:0y2 + - - + Ay

En consecuencia:

A0 - 0

0 Ay -~ 0
[Ty = : .. =D
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Lo que nos permite concluir que D ~ A por ser matrices representativas de un mismo endomorfismo.
Ademas por el teorema del cambio de base de matrices representativas se tiene que:

D=P'AP
siendo P la matriz de pasaje de la base B a la base Y, es decir:
-1
P = [IIR"](B,Y) = [Iﬂzk](y,g)

donde I es el endomorfismo identidad sobre IRK.
Como B es la base canénica, P es de la forma:

P=(y1 v2 - W)

donde y; es wun vector (columna) propio correspondiente al valor propio A; Vi,
1 <i<ky lamatriz A puede ser expresada por A = PDP~1,
De (2) y (3) podemos concluir que :

X, = PD"P~'X, (4)
Ck—1
Ck—2
donde Xy = . y D es una matriz diagonal formada en su diagonal principal por los valores
€0
propios de A, es decir:
A 0 - 0
0 A 0
D= )
0 0 Ak

De tal forma que si conociéramos estas dos matrices (P y D), quedaria determinado X;,. Es destacable
que para hallar la matriz D, tenemos que encontrar primero los valores propios de A o, equivalente-
mente, su polinomio caractaristico. El polinomio caracteristico de la matriz A, viene dado por:

P(A) = AF = B AT — B pAF"2 — L — A — By
lo cual demostraremos a continuacién, haciendo uso del primer principio de induccién.

Proof: Probemos por induccién sobre k que si A es de la forma:

Br-1 Br—2 -+ Po
1 0 o0
A= . . . . , su polinomio caracteristico corresponde a:
0 0 - 0
P(A) = AR — lgk—l)\k_1 - ,kaz/\k_z —.—BiA—PBopconk>1
En efecto:
Parak=1

det(AL — A) =|A —Bo| = A — Bo = At — Bo
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Supongamos para algtn k € N que:

A=Pr-1 —Pr—2 —Bo
-1 A 0
det (AL, — A) = . L T U Yy .y
0 0 A
Probemos que:
det(Alq — A) = AT — BAk — B AT — L — B1A — By
Prueba.
A=PBr =Pk —Bo
-1 A 0
det(Alg1 —A) = )
0 0 A
A0 - 0 —Br-1 —Pr—2 —Bo
, | -1 A - 0 ; -1 A 0
—A-p)- (12| T ey ,
0 0 --- A 0 0 A
Por un desarrollo por cofactores, tomando la primera columna de la matriz.
A=Pr1 —Pr—2 —Bo A0 - 0 —Br-1 —Pr—2 —Bo
-1 A 0 -1 A -~ 0 -1 A 0
= . . ) o= . s
0 0 e A 0o 0 -+ A 0 0 e A
Por la linealidad de un determinante.
—Br—1 —Pr—2 —Po A=PBr-1 —Pr—2 —Bo A0 - 0
-1 A 0 -1 A 0 -1 A -~ 0
= _
0 0 A 0 0 A 0o 0 -+ A
—Br-1 —Pr—2 —Po
-1 A 0 DL T Ll Sy L O A L
=
: : : Por la hipétesis inductiva
0 0 e A
= B 1A = Br oA — = B — Bo
= det (Al — A) = (A = B A+ (=g 1A = B oAR 2 — . — BiA — fo)
codet(Algpy — A) = AR — Ak — g g AR — g pAR2— L — BiA = By

Como se queria probar.

Podemos resumir nuestros resultados anteriores, diciendo que dada una sucesién definida por una
relacién de recurrencia homogénea lineal de orden k, de la forma:

Sntk = Bk—15n+(k-1) T Bk—25n+(k-2) + -+ + B1Snt1 + PoSn,
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Ck—1
Ck—2

sujeta a las condiciones iniciales Xy = . , el término n-ésimo de la sucesién viene dado por:
Co

X, = (P—1D”P) X,

siendo D la matriz diagonal cuyas entradas son las raices del polinomio caracteristico de la matriz

Bk-1 PBk—2 -+ Po
A= 0 T 0 |;que corresponde a:
0 1 0
PA) = AR — B AT — B oAF2 L BiA — By

y P es la matriz constituida en sus columnas por vectores propios asociados a los valores propios de A
o raices del polinomio P (A).

Es destacable ademas, que:

A 0 - 0 A0 0
0 A, -~ 0 0 )\g .0
D=| . . . . | =D"'= . )
0 0 - A o 0 .- )\;z

1.1.3 Matriz de Pasaje P en Términos de los Valores Propios de la

Matriz A
Consideremos todos los valores propios de la matriz A que estdn dados por los elementos del conjunto
{M,A2,...,Ak}. Ca denota el subespacio propio asociado al valor propio o, & € {A1,Ay,...,A¢}.

Pi1 P2 - Po
1 0 -~ 0
Dado que la matriz A tiene la forma A = i ) ) consideremos un vector propio
0 1 0
X1
X2
v= i asociado al valor propio a. Es decir, Av = v, lo que implica:
Xk

X1Br—1+ X2fk—2 + - + Xk—1B1 + Xk Po = axq
X1 = &Xp
Xy = KXX3

Xg—1 = Xk
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de donde se concluye que:

x1 =k 1y
X2 ack_zxk
Xg—1 = &Xg

lo que nos permite obtener la forma del vector propio v:

ok Ly,
k2,
=
XX
Xk
o bien:
k=
k=
v = Xj : = (= Gen{(akil,akd,...,tx,l)}
%
1

En particular se concluye que dim¢, = 1. Este resultado, constituye un punto medular frente a la
pregunta: jpodria ocurrir que no todos los valores propios de la matriz A sean simples y A sea una
matriz diagonalizable?, o bien, si no todos los valores propios de la matriz A son simples, ;este método
que proponemos es aplicable?, claramente la respuesta es no para ambas, pues por la forma en que
estd definida la matriz A, ésta es diagonalizable si y solo si todos sus valores propios son simples.
También el resultado nos conduce a escribir explicitamente la matriz P de la siguiente forma:

k-1 k-1 k-1
/\1 /\2 N Ak
P =
1 1 1
AMAL AL
11 1

y la expresion (4) podemos reescribirla nuevamente como:

St (k-1) Af 0 - 0 Ck—1
S (k- 0 Al - 0 e

o I S 2 B B ©)
S, 0 0 - A o

En esta ecuacién serfa deseable conocer explicitamente la forma de la matriz P~! para resolver nuestro
problema inicial. La siguiente seccién se ocupa de esta propuesta, utilizando el método de induccién
finita.

1.1.4 Matriz Inversa de la Matriz de Pasaje P en Términos de los Valores Propios de la Matriz A

En la relacién (5) es conveniente determinar la matriz P~!. Es posible obtener para el caso 2 x 2 que

la matriz P! est4 dada por:
1 —Ay
-1 _ A —Ay /\] 7/\2
LA A=A
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De igual forma para el caso 3 x 3 se tiene que:

1 —(A2+A3) AAs
(M—=A3)(AM—A2)  (M—A3)(M1—A2)  (A1—A3)(A1—A2)

Pfl _ 1 —(A14+A3) AMAg
(A2=A)(A2—=A3)  (Ma—A)(Aa—A3)  (A2—Ap)(A2—A3)

1 —(AM+A2 AMAy

(A3=A1)(A3—A2)  (As—A1)(A3—A2)  (A3—A1)(Az—Az)

Finalmente, por induccién finita se deduce que para el caso k x k se tiene:

-1°mMy (=)' ML (D) M
i (—1)°hmaM3 (1) hM2 - (=) M2
(1) mME (1) Ml (D) Mk

donde M{) =1ly:

i ViteIN,1<r<t<k-—1
] _ vk k k k t . 7 A>T P>
M= Lji=1 Ljp=jy +1 Ljs=jpr1 - Lj=ji 41 ( rj;]-)”’) VjjeIN1<j<k
-1
hg =TI (Aq— 7)) Vgqe N,1<g< k
74

La expresion (5) en este punto de nuestra exposicion, puede ser obtenida explicitamente.

1.1.5 Término 7-énesimo de la Sucesion Definida por Recurrencia en
Términos de los Valores Propios de la Matriz A

Se tiene entonces que:

Snt(k-1) M On - 0 Ck-1
Sy 0 0 - Al co

De la igualdad anterior es destacable nuestro interés, unicamente por la dltima fila de la matriz resul-
tante del producto, en cuyo caso multiplicaremos Gnicamente la Gltima fila de la matriz PD" por P~!,
obteniéndose:

Sn+(k—1) Ck—1
Snt(k-2) , Ck—2
) 0. ‘ ) )

. T A (=1 My T My (1) :

n Zlethi,l/\?(*l)kil o

Realizando la multiplicacién indicada se tiene:

G Sfog IiA] (—1)° Mo+ cpa T lMIAT (< 1) -
cee 4 Co Z;‘czl h]M{(_l)\]n (—1)k71
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Reescribiendo la ultima fila de la matriz derecha, obtenemos:

Snt(k-1)
Snt(k-2) | . .
| £ fengt o]
Sn m=1 j=1

Por igualdad de matrices se concluye que:

k

k .
=Y [ckm Zihf)‘;lMin—l (_1)m—1]
]:

m=1

Finalmente, por la distributividad del producto respecto a la suma y por asociatividad y conmutativi-
dad de la suma, se tiene que:

k k ,
Sn=1Y [hj)\;l Y cm (1) Mﬁnl} (6)
j=1 m=1
donde Mé =1ly:
i VrteIN,1<r<t<k-1
j _ vk k k k t , , A<r<t<
My =Y =1 Y= 1 Lp=jp+1 " Lji=ji 41 r],y:;f]r Vije N1<j<k
-1
hg =TT (Mg —Aj) " Vgq€IN1<gq< k
i#q

1.2 Ejemplos de Aplicacion

1.2.1 Sucesiones Definidas por una Relacion de Recurrencia Homogénea Lineal con
Coeficientes Constantes Sujeta a Dos Condiciones

Iniciales
Dada la sucesion:

Sn+2=PB1Sn+1 + BoSn
sujeta a las condiciones iniciales Sy = cp, y S1 = ¢1 el polinomio caracteristico definido viene dado por:
p(A)=A* = B1A" = Bo

siendo Aq,A; sus raices distintas dos a dos.
Recurriendo a la expresion (2):

2 2 .
= Su=Y AT Y o ()" M),
j=1 m=1
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7 -
donde M =1Yy:

Vr,teIN,1<r<t<1

i w2 2 t .
M =L Limjn (T b | g 2525

ir#i
-1
hg =171 (A= Aj)" Vgq9€N1<q<2
i#a

Lo que nos perminte obtener el término n-ésimo de dicha sucesién recursiva que viene dado por:

(c1—co- M)
(A2 — M)

(c1 —co-A2)

=) 1)

=5, =A!

+ A5

Ejemplo 1.1

Definimos la sucesién recursiva(Sucesién de Fibonacci) S,42 = S;,41 + Su sujeta a las condi-
ciones Sg = ¢y =1, S; = ¢ = 1, El polinomio caracteritico viene dado por

P(A)= A2—-A—1

(@}
£
Q
05)
—
QO
=N
0
(9]
»n
»n
©]
=]
—
>
=
I
=
S
+
N —
——
—
>
N
I
Nl—=
|
N —

\/5} Por (3) se tiene que S, corresponde a:

O (i8) e (ot ()

((2-2v5) - (3v5+1))

De esta forma:

1 1 1 n+1 1 1 1 n+1
= (vB4+:) ——(:-= N
S, \@(2\/54—2) \@(2 2\[5) Yn,n €

nos dé el criterio de asociacién explicito de la sucesién definida por recurrencia.

1.2.2 Sucesiones Definidas por una Relacion de Recurrencia Homogénea Lineal con
Coeficientes Constantes de Orden Tres
Dada la sucesion:
Sn+3 = B2Sn+2 + B1Sn+1 + BoSn
sujeta a las condiciones iniciales So = ¢p, S1 =c1 y Sz = ¢z el polinomio caracteristico definido para la
matriz A estd dado por:
P(A) = A = aA? = B1A — By
siendo Aq,A;, A3 sus raices distintas dos a dos.
Recurriendo a la expresion (6):

3 3 ,
= Su=Y |WA? Y s w (1) M,
j=1 m=1
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donde Mé =1ly:

VrteIN,1<r<t<2
t i 4 = ==
Zh . Z]t =j-1+1 rjr:;]% Vji,jeIN,1<j<3
hy =TTy (A= A) ™! VgqeN,1<q<3

J#4

=5, = A" (szfl/{(fz)jf\s/\)tc?\'/\z'/\a) + AL (c2—cy- (/\1/\+/\3)z+05>\ A1-A3)
™ Ai)((czlfcrz()/\lJr?\z)JrCo A1 7\2)( i) @)
+ (A3—A1)(A3—A2)

Ejemplo 1.2

Definimos la sucesién recursiva Sy43 = Sy42 4+ Sy4+1 + 2S5, sujeta a las condiciones So =1, 51 =1,
S, =1.
El polinomio caracteristico de la matriz A es:

PA)=A3-A2-r-2
cuyas raices son 2, — % + %l\[ ,f% = %zf Por (7) se tiene que S, corresponde a:

(- f3ivE) (413

Sy = (2)"

A O LT
— 31 4 2¥8in (Zl’lﬂ) + 2 cos (Znn)
=7 7 3 7 3

De esta forma:

2 4 2
Sn:§2n+ \[sm(3n7‘f) +7cos (snn) Vn,n € IN U {0}

nos dd el criterio de asociacién explicito de la sucesiéon definida por recurrencia.

1.2.3 Sucesiones Definidas por una Relacion de Recurrencia Homogénea Lineal con

Coeficientes Constantes de Orden Cuatro
Dada la sucesion:

Sn+a = B3Sn+3 + B2Sut2 + P1Su+ + BoSn

sujeta a las condiciones iniciales Sy = cp, S1 =c¢1, S» =2 y S3 = ¢3, el polinomio caracteristico definido
para la matriz A estd dado por:

P(A) =A% — B3A® — BoA? — B1A — By

siendo Aq,A, A3, A4 sus raices distintas dos a dos.
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Recurriendo a la expresion (6):

4 4
= Su=Y [lAT Y cam (1) M
j=1 m=1
dondeMézly:
VriteIN,1<r<t<3
Z“]1 1’ Z]t =jr-1+1 i 14 . <i<ca
r <1<
]’#1] Vj,jeIN,1<j<4

hg=TT (A —A5) " VgqeIN,1<qg<4

J#4q

= S, = Al (C3*C2'()‘2+)\3+)\4)+51()‘2)\3+)\2)\4+)\3/\4)*C0')\2')\3'/\4)+
n (A —=A2)(A1—A3) (A1 —Ay)
Al (c3—ca- (?\1+/\3+(/\4)+Cl)(g\1/\3+/\)1(?\4+/\3?)\4) co-AAz-Ag) +
A1) (A2—7A3) (g
A (ea=ea- (Aot A +Ag) o1 (Ao +AsAg M Ag) —co-Aa-Ay- )\4)+
3 (A3=A1)(A3—A2) (A3 —Ag)
A (ea=ea- (Aot HAs) o1 (Ao +A2A5 1M A5) —co-Aa-Aa-As)
4 (Ag—=A1)(Ag—A2) (A4 —A3)

®)

Ejemplo 1.3

Definimos la sucesién recursiva S, 14 = %Sn+3 = %S,Hz + Sp+1 — Su sujeta a las condiciones
S0=2,5=-3,5=4,5=7.
El polinomio caracteristico de la matriz A es:

P(A) = /\4—;A3+12—1A2—4A+1

cuyas raices son 1,1, (1 —1i),(1+1). Por (8) se tiene que S, corresponde a:

Sn=(1 n (724 (3 0=)+(14)=3(3 (1) +3-(1+)+(1-1)-(140) ~2-3-(1=i)-(140))
n 1-1)(1-(-0)(1-(1+)
4 (1

)+1 (1) + (1=0)-(14)) =21 (1-0)-(144)) |

(l)"(7—4~(1+(1—i) (1+4))-3(1-(1
: (-1

7—4-(3+1+(1+i)) -3
)

(1—id

+
(1-1)) (1+1))

2

T

2

T_ T

%%~1+% 142-1)-‘1-1 (144))—2-31-(1+i)) n
(=) -1)((1-)—3) (A—i)—(1+i))

(141)" n (7—4-(3+1+(1-1)) =3( 5145 (1—i)+1-(1—i) ) —2-3-1-(1-1))
(1+)—1) ((1+)— 3 ) (A1+i)—(1-1))

i)~
= —34+ 18821 — Aoin cos (fnrr) + $24"sin (ynrr)

De esta forma:

Sy=—34+ 181 _ %ﬁ”cos (%nn) + %ﬁ”sin (%nn)

Vn,n € INU {0}

nos da el criterio de asociacion explicito de la sucesién definida por recurrencia.nos d4 el criterio
de asociacion explicito de la sucesién definida por recurrencia.
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1.2.4 Sucesiones Definidas por una Relacion de Recurrencia Homogénea Lineal con

Coeficientes Constantes de Orden Cinco
Dada la sucesiéon

Sn+5 = BaSnya + B3Sni3 + P2Sni2 + P1Sut1 + PoSn

sujeta a las condiciones iniciales So = cp, S =c¢1, S2 = ¢, S3 = c3 ¥ S4 = ¢4, el polinomio caracteristico
definido para la matriz A est4 dado por:

P(A) = A% — ByA* — B3A3 — BaA? — BiA — Bo

siendo Aq1,A5, A3, A4 sus raices distintas dos a dos.
Recurriendo a la expresion (6):

5 5 .
=5,= Z h//\7 Z Ca—m (_1>m+l anfl
j=1 m=1

donde Mé =1ly:

] VriteIN,1<r<t<4
j _ 5 5 5 £y , A<r<t<
M; = Zh:l Z:]'2:]'1“ T =g+l r=17j; Vj,jeIN,1<j<5

jr 7&] 7
-1
hg =TT (Aq—A;) " Vg9€eIN1<q<5
i#a
tenemos que el término n-ésimo de la sucesién S;, corresponde a: 9)

/\;i, cg—c3(Ax+As3 +/\4+/\5)+C2 ()\2/\3+/\2)\4 +AA5+A3 4+ A3A5 +)L4/\5) —C1 (/\2)\3)\4+)\2/\3/\5 +A3A4A 5+ A0 A4 5) 4o Ap- Az Ay

As n
(A1=A2) (A1 =A3) (A1 —A4) (A1 —As5)

Al c4—c3(M+A3+Ag+As5) +eo (MA3+AI A+ M As+A3A +A3A5 +A4A5) —c1 (M AsAL+A A3 A5+ A3 A4 A5+ A1 AgAs) +ep- Ay Ag-Ag-

As +
(A2=A1)(A2=A3)(A2—A4) (A2 —As)

)L5+

An =3 (M Aa HAsA5) Fea (M Ao+ A1 Ag M A5+ A9 g +AoA5 +A4A5) —¢1 (MApAa A1 AaAs+ApAgAs + M AgAs) 0 A1 Ap- Ay
3 (A3=A1)(A3—A2) (A3 —Ag) (A3—As)

Al cg—c3(M A2 +A3+A5) Fea (M A2 +A A3 +A1 A5+ Ao A3+ A2 A5 +A3A5) —¢1 (A1 Ao A3+ A1 Ap A5 +A2A3A5+A 1 AgAs) +eg Ay -Aa-Ag

As "
(Ag=A1)(Ag=A2)(Ag=A3) (A4 —As)

A a=c3 (M Ao HA3+Ag) Fea (M Ao+ A1 A3 M A+ Ao s +AAg F A3 M) —€1 (MApAs + A1 Ao da Ao A3 A+ A5As) 0 A1 -Ap-As- Ay
5 (A5—A1)(A5—A2)(A5—A3) (A5 —A4)

Ejemplo 1.4

Definimos la sucesién recursiva Sy 45 = —2S,, 14 + 95,43 — 185,42 4+ 525,11 — 405, sujeta a las
condiciones Sg =2, S =—-1,5 =-1,53=1y S4=1.
El polinomio caracteristico de la matriz A es:

P(A) = A +2A% —9A3 4+ 18A% — 521 4 40
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cuyas raices son 1,2, —5,2i,—2i. Por (9) se tiene que S, corresponde a:

S — (1>n 1-1-(2—5+2i—2i)—1-(2-(=5)+2-(2i)+2-(—2i)+(—5)-(2i)+(—5) - (—2i)+(2i)-(—2i) )+
%= (1-2)(1+5) (1—2i)(1+2i)
Jr(2-(75)-(21‘)+2-(75)-(721‘)+(75)<2i-(721')+(2)-2i-(721‘))+2~2-(75)-(21‘)-(721‘)+
(1-2)(1+5) (1—2i)(1+2i)
2\ 1-1-(1-5+2i—2i)—1-(1-(=5)+1-(2i)+1-(—=2i)+(=5)-(2i)+(=5)- (—2i)+(2i)- (—2i) )+
( ) (271)82+5)(272i§(2+2
2i

~(2i)~?72i))+2-1-(75)~2i-(72i)

+(1-(=5)-(20) +1-(=5)-(—2)+(—5)-(2i)-(—21)+ (1 n
(2-1)(245)(2—2i) (2+2i)

+(1:(=5)- ) +1:(=5)-(=20) +(=5)-(20)- (=20) +(1)-(20): (=20)) +2-1:(=5) 2i:(=2i) |
2—1)(2+5)(2—20)(2+2i)

(—5)" 1—1‘(1+2+2i—2i)—(1-(1'2—&-1-(2i)+1-(—2i)+2'(2i)+2~(—2i)+(2i)-(—2i))+~~~
(—5—1)(—5-2)(—5—20)(—5+2i)
T (12:(20) 112 (20) 42 (20)-(Z20) (1) (20)- (Z20)) 4212 (20)-(=2)
(—5-1)(—5-2)(—5—2i)(—5+2i)
(24) Lo (0+25-21)~(2-5-2042:(-5)2:(~2) +(=5)-(=2i))+-~
! (2i—1)-(2i—2)-(2i+5)-(2i+20)
+1-2‘(—5)+1-2‘(—2i)+2~(—5)-8—2i)+81)~(—5)~(—2i)+2~1-2'(—5)‘(—21')
1) (2=2)-(2i45) (24 5) +
oyt 1=(142-5+21)— (2=5-+2i+2: (=5)+2-(21)+(=5)-(2i) 1+
(=2i) (—2i—1)-(—2i—2)-(—2i+5)-(—2i—2i)
+(1-2~(—5)+1-2«(2i)+2-(—5)'(2i)+81)‘(—5)~(21’))-«—2«1-2-(—5)'(21‘)
(—2i—1)-(—21—2)-(—2i+5)-(—2i—21)
= % = %—22 " % (—1)"5" + %2” cos%mr — %2” sin%nn

De esta forma:

Sn = % — %2 "t % (—=1)"5" + %Z”COS%nn - %Z"Sin%nn
Vn,n € INU {0}

nos dé el criterio de asociacién explicito de

Para terminar, la resolucién de problemas estd intimamente relacionada con la capacidad del individuo
para crear algoritmos. La légica algoritmica es en esencia una légica matematica. Desde este punto
de vista, como docentes, nuestra responsabilidad en la ensefianza de la matemética debe estar orien-
tada por este sentido pedagégico. El algoritmo desarrollado en este trabajo, es una aplicacién que
representa nuestra responsabilidad de ensefiar a los estudiantes, a utilizar el conocimiento matematico
de una manera sistematica. De tal modo, que éstos tengan la capacidad de conciliar la academia con
sus necesidades reflejadas en problemas que de una u otra forma, impliquen su inventiva estructurada.
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