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Resumen

El presente trabajo introduce el Principio de Cavalieri en el tratamiento de un tema de
matematicas a nivel bachillerato. Aunque el trabajo de Cavalieri se publicé en 1635, el
conocimiento de su principio, €s un buen pretexto para introducir el tema que aqui se aborda,
tratando de servir como una estrategia de aprendizaje novedosa, en el salon de clases. Lejos
de querernos rebelar contra la apreciacion tradicional sobre el trabajo de Cavalieri, hacemos
la presente propuesta didactica que pretende simplificar el tratamiento del tema Ecuacion
cartesiana de la recta, que de otra manera parece tedioso o més complicado en su tratamiento
tradicional en el salon de clase, con alumnos del nivel medio superior. La forma tradicional
de abordar el tema de Ecuacion cartesiana de la recta, en el nivel medio superior, es a
través del tratamiento del concepto de pendiente de una recta. No obstante, en el presente
trabajo se enfrenta su abordaje con el Ginico auxilio de la formula para calcular el area de
un tridngulo cuando se conocen de €l las coordenadas de sus tres vértices y la aplicacion
del Principio de Cavalieri, visualizando este Gltimo, a través de la movilidad que nos
proporciona el software GEOMETER.

Introduccion

La investigacion sobre los procesos cognitivos a partir de los afios setentas, indujo, de
manera significativa, a forjar el marco conceptual. El cual est4 sustentado en las teorias de
la informacidn, la inteligencia artificial, la psicolingliistica, etc. Este soporte ha inferido
nuevas conceptualizaciones acerca de la representacion y naturaleza del conocimiento y la
.adquisicion de habilidades por los estudiantes, asi como de otros fendmenos como la memoria
el aprendizaje significativo, la resolucién de problemas, el significado y la comprensién y
produccién del lenguaje matematico (Aguilar, 1982; Hernandez, 1991).

Una de estas lineas de investigacion, dentro de la corriente cognitiva, ha sido la del aprendizaje
del discurso escrito, que al mismo tiempo ha derivado en el disefio de procedimientos
tendientes a modificar el aprendizaje significativo de los contenidos conceptuales, asi como
mejorar su comprension y recuerdo. Se pueden identificar, facilmente, dos lineas fundamentales
de trabajo, a partir de la década de los setentas:

La aproximacion impuesta, consiste en realizar modificaciones o arreglos en el contenido
o estructura del material de aprendizaje, y

La aproximacion inducida, que se aboca a entrenar a los alumnos en el manejo directo y
por si mismos de aquellos procedimientos que le permitan aprender con éxito de manera
auténoma (Levin, 1971; Shuell, 1988).

En el caso de la aproximacién impuesta, las “ayudas” que se proporcionan a los alumnos
pretenden facilitar intencionalmente un procesamiento mas profundo de la nueva informacion,
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y son planeadas por el docente, el planificador, el disefiador de materiales o incluso el
programador de software educativo o por aquellos grupos de profesores que construyen
estrategias de ensefianza.. De esta manera, se podria definir estrategia de ensefianza como
los procedimientos o recursos utilizados por el agente de ensefianza o mediador para
promover aprendizajes significativos (Mayer, 1984; Shuell, 1988; West, Farmer y Wolf
1991).

Por otra parte la aproximacién inducida, comprenden una serie de “ayudas™ internalizadas
en el lector, éste decide cuando y por qué aplicarlas, y constituyen estrategias de aprendizaje
que el individuo posee y emplea para aprender, recordar y usar la informacidn.

Estos dos tipos de estrategias de enseflanza y aprendizaje, se encargan de promover
aprendizajes significativos a partir de los contenidos escolares. En el primer caso el énfasis
se pone en el disefio, programacion, elaboracion y adecuacion de los contenidos a aprender
por via oral o escrita, la cual es tarea del disefiador o del docente; y en el segundo caso la
responsabilidad recae en el aprendiz.

Estrategias de aprendizaje

En alguna de las clasificaciones existen las estrategias para activar (o generar) conocimientos
previos y para establecer expectativas adecuadas en los alumnos. Son aquellas estrategias
dirigidas a activar los conocimientos previos de los alumnos o incluso a generarlos cuando
no existan. En este grupo podemos incluir también a aquellas otras que se concentran en
el esclarecimiento de las intenciones educativas que el profesor pretende lograr al término
del ciclo o situacion educativa. La activacion del conocimiento puede servir al profesor en
un doble sentido: para conocer lo que saben los alumnos y para utilizar tal conocimiento
como base para promover nuevos aprendizajes.

También existen las estrategias para promover el enlace entre los conocimientos previos
y la nueva informacion que se ha de aprender. Son aquellas estrategias cuyo proposito
fundamental es crear o potenciar enlaces adecuados entre los conocimientos previos y la
informacién nueva que ha de aprenderse, asegurando con ello el logro de un aprendizaje
significativo. De acuerdo con Mayer (op. cit.) a este proceso de integracion entre lo “previo”
y lo “nuevo” se lo denomina: construccién de “conexiones externas”.

El desarrollo del pensamiento en la clase

Otra forma de promover o fomentar el pensamiento de nuestros estudiantes es alentar el
anélisis, la resolucion de problemas y el razonamiento en los cursos regulares del curriculo.
David Perkins y otros (Perkins et. al. , 1993) afirman que es posible hacerlo si los maestros
crean en sus aulas una cultura del pensamiento. Esto significa que haya un espiritu de
curiosidad y pensamiento critico un respeto por el razonamiento y la creatividad y la
expectativa de que los estudiantes aprenderan y comprenderan. En un aula asi, la educacién
se ve como aculturacion, un proceso amplio y complejo de adquisicién y comprension de
los conocimientos. Todos aprendimos el lenguaje por ser miembros de un grupo cultural;
también aprendimos formas de relacionarnos, normas de conducta y muchas otras reglas
y procedimientos complicados por vivir en una cultura que favorece ciertos conocimientos
y valores. Asi como nuestra cultura familiar nos ensefia lecciones sobre el uso del lenguaje;
la del aula puede enseifiar lecciones sobre el pensamiento al proporcionar modelos del bien

hacer, ofrecer instruccion directa en procesos de pensamiento y animar su prdctica mediante
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las interacciones con los demas.

Veamos de que manera ocurriria en un aula:

ACTIVIDAD 1

Considérese el siguiente tridngulo AABC que se muestra
en la figura.

Sin modificar la base AC =b.

(Cémo podrias incrementar el area del tridangulo? A b C

Después de cierto tiempo, debemos esperar que el alumno
ofrezca la respuesta que: incrementando los lados AB y BC

Y la justificacion es que el area de un triangulo depende de la base y la altura, si la base no se
modifica, entonces para incrementar el 4rea (dejando fija la base), bastara con aumentar la altura.
Y esto ultimo se logra incrementando la longitud de los otros dos lados (AB y BC)...?
Entonces...

(Podriamos afirmar que:

Si en un triangulo cualquiera, no se modifica la longitud del lado que
se considera como base, al incrementar la longitud de los otros dos
lados, se verd incrementada el drea del triangulo original. ?7 Y esto
debido, tal vez, al hecho que el perimetro si se ve aumentado, al aumentar
la longitud de dos de sus lados, manteniendo el tercer lado constante.

Para aclarar esta cuestion, considérese la siguiente figura:

B

A b C

Se observa claramente que existen dos tridngulos: AAABCy AAB'C
e Ambos con la misma base: b= AC k
e Los dos lados que no son la base fija, fueron incrementados: AB' > AB y B'C > B(j
e El perimetro del AABC es mayor que el perimetro del AAB'C
Sin embargo...
e Los dos triangulos tienen la misma area.

Entonces ;qué pas6?
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En el siglo XVII Bonaventura Cavalieri enuncio su...
Principio:
"Si dos figuras planas estan contenidas entre dos rectas paralelas y poseen la propiedad

que las secciones de ellas, cortadas por cualquier recta paralela a las anteriores, siempre
son de la misma longitud, entonces las dreas son iguales”

La siguiente figura ilustra lo anterior

B B’

Areas iguales

Longitudes iguales

De manera analoga, el principio de Cavalieri se puede generalizar para so6lidos

Areas iguales

Volumenes 1guales

T TR TTELET e e e T

El cual se puede expresar como...

"Si dos sélidos estan contenidos entre dos planos paralelos y poseen la propiedad que las
secciones de ellos, cortados por cualquier plano paralelo a los anteriores, siempre son de
la misma drea, entonces los volumenes son iguales”
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ACTIVIDAD 2

Considere el triangulo ABC, cuyos vértices estan dados por las siguientes tres parejas de
coordenadas cartesianas A (0, 0); B (3, 0) y C (2, 4). Para determinar su area lo podemos
realizar de al menos, dos formas:

Primera (Por Geometria Plana): A = (1/2)b-h = (1/2)(3)-(4) = 6 u2
Segunda (Por Geometria Analitica):

xn o» U 001

1 1
A=- ==13 0 1=
51 Ya 5
X oy 1 2 4 1
A=6w’
ACTIVIDAD3

Si ahora modificamos el tercer vértice a C’(7, 4), dejando fijos los otros dos, obtendremos:

om0
A=§x2 yg l='§3 0 1=A=6u-’
oy 1 7 4 1

Si posteriormente modificamos nuevamente el tercer vértice a C’’(10,4) obtendremos

n o»n |1 0 0 1
A = E X: yg l = E 3 0 1 =
hOR | 0 4 1
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Esto significa que no importa que tan retirado de la base esté ubicado el tercer vértice con
tal de que se encuentre sobre una recta paralela a ella, se conserva el area. De hecho para
disminuir el area, sin modificar la base, bastara con ubicar al tercer vértice sobre una recta
paralela a la base, pero mas cercana a ella.

Por ejemplo moviendo al vértice

C’’(12, 3), se obtendra como area: !
1 n o»n 1 1 0 01
4’4 == Xg y2 1 = —2— 3 U 1 =
xX; V3 1 2 31
A=45 v

Ahora, considérense dos puntos en el plano cartesiano, cuyas coordenadas son dadas, P.(x,,
¥J) y Pi(x; y,). Posteriormente considérese un tercer punto P(x, y) cualquiera, con la Gnica
condicion que se encuentre ubicado en la misma recta a la que pertenecen los dos puntos
dados. Entonces el area del triangulo formado por estos tres puntos es igual a cero. Dado
que se trata de un triangulo degenerado, debido a que los tres puntos son colineales y por
ende, su 4rea es igual a cero.

Entonces la linearecta L  que pasa por los puntos P, y P; representa el lugar /
geométrico de los puntos P(x, y), tales que el area del A tridngulo P
degenerado, formado por los puntos P1, P2 y P, vale cero, entonces:

L ={P(x,y)/A=0}

1

PZ

1 Xl -yl 1 /
L Ycomo A = —|xy Yy M=o P

2
x oy 1 /

E Esto significa que
| X/ (y:=y)=yi(x2—x) +I(x:y~-xy:) =0
X1 Yr=Xiy=yix2-yixtx;y—-xy,=0
Y(x2=x1) =Xy = xX(y2=y1) = X1 2

t Sumando en ambos miembros el término x; y;, y reagrupando tenemos

. oy o= Y2V
Yoy = o (X

- La ecuacidn cartesiana de la recta.
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Conclusion

La ensefianza de habilidades y procesos como el razonamiento, la metacognicién, estrategias
de aprendizaje, la resolucion de problemas y la creatividad, dicta cambios en el salén de
clase, en donde se incluye la estructura fisica, el rol del profesor, el rol de los alumnos y
su interaccion. La clase tradicional con sus pupitres en hileras fijas viendo el “show”del
profesor como tnico emisor de conocimiento, con los alumnos mirando pasivamente cémo
el profesor se desempeiia al frente del grupo y unico acaparador del pizarrén, pensando que
todos sus alumnos lo siguen en el aprendizaje con el mismo ritmo de ensefianza que marca
su dominio de informacién que vierte con el gis en la pizarra; no ayuda a desarrollar el
pensamiento de sus alumnos.

La escuela del siglo XXI debe incluir muebles méviles que permitan la actividad en grupos
pequeiios. En este ambiente el profesor es el mediador entre el conocimiento y los alumnos
y es el facilitador de las actividades que fomentan la comunicacion entre alumnos y profesor
y entre alumnos y alumnos. El profesor hace preguntas que inducen pensamientos y que
fuerzan a los alumnos a reflexionar y responder con afirmaciones, pensamientos y preguntas
de ellos mismos. También permite hacer aclaraciones usando la pizarra, motivado por las
inquietudes y preguntas de los alumnos, sin apoderarse de ella por mucho tiempo.

La mayoria de los profesores no tenemos demasiada experiencia en este tipo de actividades,
por lo que deben recibir ayuda con programas instruccionales; deben aprender a utilizar
las respuestas de los alumnos para extender sus procesos de razonamiento.
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