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Resumen

El presente estudio tiene como objetivo fundamental determinar las concepciones de los
estudiantes de Educacion Superior acerca de la nocién de limite. Para ello, se clasificaron
las diferentes concepciones que aparecen a lo largo de la historia (Edwards, 1979) y se
relacionaron con una serie de obstaculos epistemologicos (Sierpinska, 1985). De este modo
pudieron determinarse catorce posibles tipos de concepciones acerca de la nocion de limite.
Para el estudio se elabord un instrumento conformado por catorce items, aplicado a una
muestra de 59 estudiantes —de semestres iniciales y avanzados- seleccionados al azar en dos
Universidades de Barquisimeto (Venezuela). Las respuestas y sus justificaciones fueron
organizadas y analizadas revelando que los estudiantes reconocen la definicion formal de
limite; sin embargo, no existe consistencia en las concepciones de los alumnos pues, al
momento de resolver un problema, utilizan la concepcion que mas se adapte al ejercicio;
ademas, las concepciones predominantes son las del limite como una aproximacién, como
un movimiento fisico y como un valor inalcanzable.

Antecedentes

La construccion de la nocidn de limite se presenta como una de las dificultades mas evidentes
en el aprendizaje del calculo. Para los estudiantes el significado de limite varia de acuerdo a
la situacion; de hecho, son capaces de resolver problemas, de completar ejercicios sin tener
el conocimiento de la definicion formal. Cabe destacar que la mayoria de los conceptos
matematicos siempre son ensefiados en referencia a conocimientos previos, y en el caso del
limite, el alumno tiene algunas ideas, intuiciones, imdgenes y conocimientos que provienen
de experiencias personales. Este conocimiento no desaparece con una definicion formal; mas
. bien ésta es modificada y adaptada a la concepcion personal del alumno. La formalizacién
- de este concepto en educacion superior se basa en este significado; los estudiantes contintian
' confiando en su conocimiento previo después de analizada la definicion formal. Por tal motivo
es preciso conocer las concepciones de los alumnos que ya estudiaron la nocién de limite con
el fin de analizarlas como obstaculos cognitivos y generar vias para superar estos ultimos.

Diversos autores (Sierpinska, 1985; Cornu, 1991; Williams, 1991; Tall, 1992; Sierra y otros,
© 2000; Szydlik, 2000) expresan que las dificultades de comprension del concepto del limite que
- presentan los alumnos son dificiles de superar, aun cuando este concepto es considerado como
L central para el analisis matematico y aun cuando medien esfuerzos didacticos por lograrlo.

' La razon de este problema radica en dos factores. Por un lado, la complejidad del propio
concepto de limite. Por otro lado y en correspondencia con lo anterior, estan las creencias
o concepciones que los alumnos adquieren intuitivamente a partir de su experiencia de
| interaccion con la realidad y con las ideas, o como consecuencia de los procesos de aprendizaje
alos que son sometidos formalmente.
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Los autores se refieren a este segundo aspecto con diversas expresiones, aunque en el fondo
comparten las ideas: “concepto-imagen” (Tall, Vinner, 1981; Dreyfus, Vinner, 1989):
imagenes mentales asociadas a las expresiones utilizadas para la introduccidn de un tema;
“modelos expresados” (Robert, 1982): componentes del concepto, representaciones
desarrolladas en la mente del alumno; “concepciones espontaneas” (Cornu, 1983): intuiciones,
imagenes y conocimientos a partir de su experiencia diaria; “creencias sobre contenidos y
sobre fuentes de conviccién” (Szydlik; 2000): presunciones personales acerca de la
naturaleza de la realidad, criterios que el sujeto considera pertinentes; “obstaculos
epistemoldgicos” (Bachellard, 1987; Sierpinska, 1985): elementos esenciales € inevitables
del conocimiento a construir y que pueden hallarse en el desarrollo historico de tales
conceptos, asi como en los procesos de construccién individual de los mismos.

La referencia a lo histérico resulta fundamental y esclarecedora. El cuadro siguiente muestra
lo que podria considerarse como €l desarrollo histérico de la nocién de limite (Edwards, 1979):

Eudoxo de Cnido - Método de Exhaucién
(c.408-c.355 a.C.) - __Horror al Infinito
Arquimedes de Siracusa - Método de Compresion
(287-212 a.C)) - Precursor de las técnicas de los indivisibles.
- Horror al Infinito
Kepler (1571-1630) - Uso del'método de los indivisibles
Cavalieri (1598-1647) - Oculta el papel de los procesos de paso al limite
Fermat (1601-65) - Maximos y Minimos aplicando fx+e-f(x) 0

. e
- No asegura que e sea pequefio, ni que debe tomarse
el limite cuando e se aproxima a cero.

- Arithmetica Infinitorum

Wallis (1616-1703) - es usado de un modo algebraico.

- Concepto aritmético de limite de una funcién como un nimero al
que se aproxima la funcién de modo que la diferencia entre este
nimero y la funcién puede hacerse menor que cualquier cantidad
fijada de antemano y que se anularia cuando el proceso se continuara

hasta el co.
Newton (1642-1727) - Método de fluxiones

- Uso de indivisibles, infinitesimales
- Oculta el limite del cociente de diferenciales

Leibniz (1646-1716) - Calculo Infinitesimal
- Oculta el uso de limite

Euler (1707-83) - Concepto de funcion
- El concepto de limite permanece oculto

D’Alembert (1717-83) - Método para hallar las rezones 1* y tiltima de las fluxiones de Newton
- Limite como aproximacién e intraspasable

Cauchy (1789-1857) ~ - Cambio de definicion de infinitesimal

- Formula continuidad y diferenciabilidad en términos de limite

Weierstrass (1815-97) - Concepto formal de limite
Limf(x)=L&SV¥e>0358>030 <|x—a|<5 :>|f(x)-l.| <E
¥—a
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En cuanto al andlisis de los obstaculos epistemolégicos presentes en los procesos de
construccion del concepto de limite en los alumnos, Sierpinska (1985) presenta estas
categorias de obstaculos:

1. Horror infiniti (horror al infinito)
2. Ligados a la nocién de funcién
3. Geométricos

4. Légicos

5.

Derivados del uso del simbolo.

Analisis de los resultados

Partiendo de estos antecedentes, se realiza este estudio (Hernandez, 2000) en el que se
pretende determinar las diferentes concepciones de los estudiantes de Educacion Superior
de Barquisimeto (Venezuela) acerca de la nocién de limite y analizar los obstaculos
epistemoldgicos presentes en tales concepciones. Para ello se selecciond una muestra de
cincuenta y nueve (59) alumnos —todos ellos con un primer curso de Calculo aprobado- de
dos de las principales universidades de Barquisimeto, configurada asi:

Instituto Alumnos - Semestre | N° de Pruebas Aplicadas Total

UPEL * Iniciales (4) 7 15
Superiores (7) 8

UCLA-Ciencias Iniciales (2) 10 17
Superiores (7) 7

UCLA-Agronomia Iniciales (2) 16 27
Superiores (8) 11

Total 59

UPEL: Universidad Pedagdgica, Instituto Pedagdgico de Barquisimeto
UCLA: Universidad Centrooccidental Lisandro Alvarado

El instrumento aplicado a los alumnos consistia en una primera parte (I) en la cual se le
pedian los datos de identificaciéon del estudiante y dos items con los cuales se pretendia
obtener informacion acerca del conocimiento personal de la nocién de limite. La segunda
parte (II) del instrumento estuvo conformada por doce items relativos a situaciones en las
que el alumno debia utilizar el concepto de limite para responder a cuestiones de cardcter
tedrico o para resolver (con su correspondiente justificacion) algunos ejercicios de célculo
de limite. Para el anélisis de los datos se disefiaron tablas de frecuencia y porcentajes en
las cuales se presentaba el nimero de respuestas obtenidas por cada item.
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A continuacidn se presenta una tabla en la que aparece el nimero promedio de respuestas
obtenidas en cada parte de la prueba (I y II), desglosado por categorias de estudiantes:

Parte | UPEL-I [ UPEL-S | Total Cs-1 Cs-S Total Agr-1 Agr-S Total
ILF 5 7 12 8.5 4.5 13 10 9.5 19.5
I, % 71.4 87.5 80.0 85.0 64.3 76.5 62.5 86.4 72.2
ILF 29 6.3 9.2 5.9 6.3 12.2 5.8 5 10.8
1L, % 41.7 78.1 61.1 59.2 89.3 71.6 35.9 455 39.0
T/E 7 8 15 10 7 17 16 11 27

F: Frecuencia promedio; I: Alumnos de semestres iniciales; S: Alumnos de semestres
avanzados; Cs: UCLA-Ciencias; Agr: UCLA-Agronomia; T/E: Totales de estudiantes

El porcentaje global de items respondidos por toda la muestra es de 57.4%. Asi, pues, casi
la mitad de los items —en promedio- quedo sin responder. Y en cuanto al indice de respuestas
por universidades, es relativamente bajo, particularmente en el caso del Decanato de
Agronomia de la UCLA, donde los alumnos dejaron de contestar tres de cada cinco items
de la Parte II. También se observa que, para toda la muestra, es mayor el porcentaje de

respuestas dadas por los alumnos de semestres avanzados (69.2%) que de los semestres
iniciales (48.1%).

Luego se procedio a estudiar las respuestas dadas por los estudiantes a cada item del instrumento,
para lo cual se realizd un andlisis cualitativo mediante la evaluacion de las justificaciones
presentadas por los alumnos en sus respuestas. Se trat6 de ubicarlas en alguno de los posibles
criterios de concepcion de limite, de acuerdo con la siguiente tabla de referencia:

Codigo Concepcién
1 - Formal: uso de y ; referencia a los entornos de ambas variables.
2 - Dinamica: referencia a movimientos de las variables, indistintamente
de que se alcance o no el limite.
3 - Limite como cota, valor maximo infranqueable. J
4 - Valor inalcanzable
5 - Predominio del infinito potencialmente actual: el limite se

alcanza “en el infinito”

6 ’ - Aproximacidn susceptible de hacerse tan exacta como se desee;
proceso de induccidn incompleta.

- Monotona Estética: después de cierto término, todos tienen igual valor.

- Transferir al limite las propiedades de los elementos.

- Transferir procedimientos algebraicos finitos a cantidades infinitas.

10 - Intentar el uso de alguna férmula; entender el limite como valor
de 1a funcidn en el punto.
11 - Interpretaciones de caracter geométrico.
12 - Existencia de dos procesos diferenciados, uno por cada variable.
13 - Uso incorrecto de los cuantificadores.
S/ - Sin justificacién
N/C - No contestd
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Los resultados de este analisis llevaron a la construccion de la siguiente tabla, referida a
la utilizacién de las diversas concepciones de limite (1 a 13) en cada uno de los items (I-1
all-12) (la X en cada casilla indica presencia de la concepcion en el item correspondiente):

3 4 5 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13
X | X X+ X X

I-1

1-2

II-1
I1-2
II-3
11-4 X1 X
| 11-5 X
11-6 X
II-7
11-8
II-9
11-10 X1 X
1I-11 X | X : X X [ X
11-12 X X

X

| A |
o R R A

Pl | A =

w4

En esta tabla se puede observar que en 10 de los 14 items propuestos, los alumnos utilizaron
 varias concepciones para dar las respuestas a cada uno de los items, lo que indica que el
formato del ejercicio determina el uso de la concepcion; en otras palabras, “despierta” la
concepcion a utilizar. También se puede afirmar que las concepcion 8 (transferir al limite
propiedades de los elementos) se utilizé aisladamente y la concepcién 9 (transferir
procedimientos algebraicos) no se utilizé en ningiin item.

Dada la variabilidad en el uso de las concepciones por item y por alumno en este estudio,
se consideré como alumnos consistentes a aquellos que usan un mismo criterio de concepcion
b en al menos un 50% de sus respuestas. Los resultados de clasificar a los alumnos desde esta
" perspectiva —consistencia en el uso de las concepciones- se presentan en la siguiente tabla:

Alumnos Consistentes Inconsistentes N/C Total
Fr 7 31 21 59
% i1.9 52.5 35.6 100

- N/C: alumnos que dejaron sin responder mas de la mitad de los items del instrumento.

- Se puede observar que el nimero de alumnos inconsistentes es mayor (52.5%); esto indica
que la mayoria de los alumnos utilizan varias concepciones al momento de resolver cualquier
- problema, sin ninguno que predomine, mientras que un 11.9% de los alumnos mantienen
una concepcion predominante dentro de la variabilidad de sus respuestas.

- A modo de conclusion

 Puede decirse que los resultados obtenidos en este trabajo ratifican los presentados por
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otros autores (Sierpinska, 1985; Mamona-Downs, 1990; Williams, 1991; Dibut y otros,
1996; Sierra y otros, 2000; Szydlick, 2000), en cuanto a que:

1.

2.

. Las concepciones utilizadas con mas frecuencia en la resolucion de problemas resultaron

El enfoque centrado en el analisis de los obstaculos epistemologicos, elaborado desde
una perspectiva historica, result6 correcto y util.

Existe diversidad de criterios de concepcion de limite por parte de los estudiantes. Estos
aplican varias concepciones para resolver los distintos problemas planteados. También
se evidencia que el formato del ejercicio es el que estimula el uso de la concepcidn: de
acuerdo con ¢l ejercicio se utiliza la concepcion que se crea conveniente.

. En la mayoria de las tareas exigidas en los items propuestos, los estudiantes utilizan

simultaneamente, en cada uno de ellos, varias concepciones de limite.

La definicion formal de limite es reconocida como verdadera por la mayoria de los
estudiantes (79,7%); pero cuando se trata de seleccionar espontaneamente la concepcion
que se estima como verdadera o practica, la seleccion de la definicion formal queda
reducida a un 25% de la muestra.

ser:

. Concepciodn 2: Dinamica: referencia a movimiento de las variables, indistintamente
de que se alcance o no el limite.

»  Concepcion 4: Valor inalcanzable.

+  Concepcién 6: Aproximacion susceptible de hacerse tan exacta como se desee;
proceso de induccién incompleta.

»  Laconcepcion formal apenas se hace presente en la resolucion de las tareas exigidas
por los items.

El uso de estas concepciones lleva a concluir que uno de los obstaculos epistemologicos

presentes en el estudiante es la ausencia del concepto de infinito actual.

Se destaca la incapacidad de los alumnos para responder el instrumento, incapacidad

manifestada en el gran niimero de items sin respuestas, lo que evidencia dificultad en

la comprension de la nocién de limite, aun después de la exposicion del tema en el aula.

También se destaca la inconsistencia de las respuestas de los sujetos, puesta de manifiesto

al resolver tareas referidas al mismo ejercicio presentado en distintos formatos.
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