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Resumen

Este reporte es el resultado de un doble proceso. Por una parte de un interés surgido en el
Seminario de Pensamiento Matematico y por otro de la inquietud por compartir una propuesta
didactica para la ensefianza de un tema en particular. En este enfoque alternativo, el profesor
podria dejar de ser el emisor del conocimiento y el estudiante su receptor. Investigaciones
recientes de la matemadtica educativa, ponen en evidencia que el proceso de ensefianza
aprendizaje trasciende al mero acto de transmitir un saber. Desde el acercamiento tedrico
de la socioepistemologia, consideramos que la visualizacion aplicada al tratamiento escolar
de una nocion juega un papel preponderante en la formacién de conceptos y procesos
matematicos entre los alumnos. La intencion del poster fue la de mostrar un ejemplo concreto
de como puede enriquecerse un enfoque educativo si se incluye una situacion de aprendizaje
en la que se haga uso de la visualizacidn del concepto. En este caso, presentamos una
situacion en la que el estudiante esté en condiciones de llegar, mediante sus propias nociones
y de la movilizacidn de habilidades de visualizacion, a una construccion del Polinomio de
Lagrange que pasa por N puntos.

Introduccion

Segiin puede extraerse de la literatura especializada, basicamente existen dos formas clésicas
de entender la ensefianza de la geometria; una, la geometria vista como la ciencia del espacio
y la otra, la geometria entendida como una estructura logica. Existe sin embargo, un cierto
consenso al considerar esas dos visiones relacionadas, pues algunos niveles del desarrollo
del pensamiento requieren de la geometria como ciencia del espacio para con base en ellas,
desarrollar la vision de la geometria como una estructura logica. De manera que si pensamos
en la geometria como la ciencia del espacio, podemos ocuparmnos de contestar preguntas que
nos permitan describir como es que los nifios, los jovenes, los adultos perciben su entomo,
o bien saber que cddigos usan para descifrar y procesar informacion visual. Estas preguntas
han preocupado a los investigadores de la matematica educativa desde hace algunas décadas.

Estos acercamientos plantearon la necesidad de construir nociones nuevas que dieran cuenta
de la forma en que las personas se relacionan con su espacio, y surgen asi nociones como
la de Visualizacion y percepcion espacial. Ello condujo a explorar la clase de las habilidades
- visuales que se necesitan para aprender geometria. Mas recientemente, también se ha
incrementado el interés por estudiar la geometria en ambientes computacionales.

Desde la perspectiva de Piaget, se explord la concepcidn del espacio que desarrollan los
nifios, asi como la nocién de geometria que se desarrolla entre ellos al describir las actividades
representacionales del espacio. Esto fue entendido como la imagen mental del espacio real,
en la cual los nifios actuan, donde las representaciones mentales no son solamente evocadas
por la memoria, sino mediante una reconstruccion activa de un objeto en un nivel simbdlico.
En este sentido las investigaciones estuvieron interesadas en las transformaciones mentales
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del espacio real en el espacio de representaciones del nifio; en aquellos atributos de los
objetos reales que son invariantes bajo esas transformaciones y como ellos cambian con la
edad. De acuerdo con la teoria de Piaget las primeras transformaciones del nifio son aquellas
que conservan los atributos topoldgicos de los objetos, tales como interior o exterior de un
conjunto, frontera de un conjunto, conexidad o apertura y cerradura de las curvas. Soélo
después, segun las investigaciones piagetanas, el niflo esta capacitado para transferir a su
espacio representacional atributos euclidianos, de los objetos, tales como la longitud de las
lineas o tamarfios de los angulos. Es ahi donde se representan ideas sobre la conservacion
de la longitud, el drea o el volumen de los objetos geométricos.

Acerca de la visualizacion

Una cuestion importante, ligada a la percepcion espacial que no sélo se reduce a la geometria,
trata de la visualizacion en matematicas, de la cual se puede decir surge de la necesidad de
construir nociones nuevas que dieran cuenta de cdmo las personas se relacionan con su
espacio, esto condujo a exploraciones de las habilidades visuales necesarias para su
aprendizaje. En este sentido es importante resaltar que la visualizacion se entiende no como
el simple acto de “ver”; sino como la habilidad para representar, transformar, generar,
comunicar , documentar y reflejar informacion visual en el pensamiento y el lenguaje de
quien aprende.

Por otro lado, realizar la actividad de visualizacién requiere de la utilizacién de nociones
matematicas asociadas a lo numérico, grafico o algebraico, pero exige también el uso de
un lenguaje comun para explicar ciertos fenémenos e incluso para describir experiencias
vivénciales. La visualizacion entonces, trata con el funcionamiento de las estructuras
cognitivas que se emplean para resolver problemas, con las relaciones abstractas que
formulamos entre las diferentes representaciones de un objeto matematico a fin de operar
con ellas y obtener un resultado y sobre todo, de la participacion en una cultura particular
al compartir simbolos y significados. (Cantoral y Montiel, 2001)

En este sentido se trata de un proceso mental muy util para distintas areas del conocimiento
matematico y cientifico. En matematicas se utilizan diferentes representaciones que requieren
de la visualizacidon; por ejemplo, las propiedades de la inclusién en la teoria de conjuntos;
suele hacerse uso de dibujos, en el andlisis de las funciones también es usual manejar
representaciones visuales para describir propiedades como la paridad (x) (x), la periodicidad
(x) (x k), olatraslacion de funciones y (x a),y (x a), etc.

Presentamos enseguida un ejemplo en el que se enriquece un enfoque educativo al incluir
una situacién que atiende a la visualizacion de un concepto, en ella, el estudiante puede
llegar por medio de conceptos sencillos y elementos de visualizacion a una construccion
del polinomio de Lagrange que pasa por los puntos (xi, y1), (x2, ¥2),, (Xn, ¥n).
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Desarrollo de la situacion

1. Suponemos dos rectas como las que se ilustran a continuacion:

H1 F2

Y I »
L 1 4

1 2 3

Figura 1

De la grafica podemos ver que y) pasa por los puntos (1, 6) y (3, 0), proponemos entonces
que y1 k(x 3) pero vemos que cuando x 1,y; 6 Entonces 6 k(1 3) de donde £ 3y por
lo tanto y1 3(x 3). Para el caso de la recta y» que pasa por (1, 0) proponemos y2 k(x 1), pero
vemos que cuando x 3,y 4 Entonces 4 k& (3-1) de donde k& 2 y por lo tanto y> 2(x - 1).

2. ;Qué pasa si sumamos y; con y.? Veamos:

v y2 3(x3) 2(x1) Por lo que obtenemos una tercera recta que llamaremos ys 6 bien y; -x
1. Reflexionando un poco sobre y; podemos ver que cuando x 1, y; toma el valor de 6 y
cuando x 3, y; toma el valor de 4; es decir, la recta resultante pasa por los puntos (1, 6) que
es el punto superior de y; y (3, 4) que es el punto superior de y-.

3. Queremos teniendo en cuenta la observacién del parrafo anterior y siguiendo un
procedimiento similar, construir parabolas que pasen por puntos no alineados y fuera del
eje x. Es decir, tratar de construir una funcidon que pase por puntos cualquiera: (xi, y1), (x2,
¥2), (x3, y3) donde xi1, x2, x3 sean diferentes de cero y diferentes entre si, con la misma
condicion para yi, y2, y3. En una grafica la distribucién de puntos se veria asi:

k 2

Figura 2

De acuerdo a lo propuesto tendriamos que construir primero parabolas que pasen por dos
puntos sobre el eje x y uno fuera. Tendriamos tres casos posibles a analizar:
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Caso 1

Figura 3

Ya que x; y x; son raices de la parabola, proponemos i(x) k{(x xi)(x x2) donde k tendria que
ser tal que satisfaga (x3, y3) asi: 1(x3) &(x3 xi)(x3 x2) 3. Entonces es facil ver que:

k B N Porlo que £ _ X - x)x—x)

IR S L)

Caso I1

f‘[%\% i

Figura 4

En este caso proponemos 2(x) A(x xi)(x x3) donde k tendra que ser tal que se cumpla (x,,
»); asio(x) k(x2 xi1)(x» x3) y». Entonces vemos que:

k= Y Por lo que ‘fg =y, (X—Xl)(x—x3)

(xy — x)(x; — %5) (xy —x)(%; — %)
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- Caso III

|
Howm

Figura §

De la misma manera: 3(x) k(x x2)(x x3) y 3(x:) y Entonces:

M1
k= Por lo que x) =
(- )0 — %) ®)=>

(x - xz)(x"%)
Y - 1) (3 - x3)

- La parabola buscada que pasa por (xi, y1), (x2, y2), (3, y3) se formara de la suma de las tres
anteriores:

J@&) = AR+ 4+ /(2 O bien:

_ (x=x)(x—x3) (x=x)(x—x5) (x—x)(x—x3)
O e —x) e T ) = 1)

Siguiendo esta idea podemos generalizar el método para expresiones de mayor grado, de
tal forma que podamos llegar a una generalizacion y construir el polinomio deseado, usando
los resultados que ya obtuvimos. De esta forma podemos construir por ejemplo el polinomio
que pasa por cuatro puntos:

: (x—x)(x— %, )(x— x,) (x—x )(x—x)(x—x,)
7@=x (7 — x)(x; — x3)(x — %) 7 (%3 —x)(xy —x3)(x5 — %)

(x - x)(x - x)(x— %) (x=x)(x—x)(x - x3)

(x5 — 2)(x — %)(x; — &) ! (x4 =27y =23 )(x4 — %3)

Expresando la funcién anterior de una forma mas general:

4 4 (x-x)
f(x) =Z Yi —(—x—,—}j—)-
=l =l /

J#i
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El patr6n de comportamiento de la funcidn buscada queda claro al estudiante y puede ser
extendido hasta el polinomio que pasa por N puntos (xi, ¥1), (x2, ¥2),, (Xn, Yn).

P(x) :Z,yl—,[%%

El cual es conocido como el polinomio de interpolacion de Lagrange.

A modo de conclusion

El estudio de las graficas y sus propiedades no siempre fue como hoy lo conocemos, en la
antigiiedad se estudiaban s6lo aquellas graficas de las que se tenia conocimiento mediante
medios geométricos o fisicos (tales como las conicas y las curvas mecanicas); sin embargo,
no estaban relacionadas en ese entonces con propiedades algebraicas. Cuando surge tal
relacién entre la geometria y el dlgebra aparece lo que se denomina Geometria Analitica,
siguiendo este proceso mas tarde se intenta estudiar la geometria con el calculo surgiendo
asi la geometria diferencial.

Sin embargo a partir de la relacion que se establece entre funciones y figuras geométricas,
se empieza a desarrollar entre los matematicos preguntas: ;Dada una funcién es posible
asignarle una gréfica? ;Cudl? O bien ;existen graficas que pasan por cualquier punto del
plano?; de estos cuestionamientos, surge primero la pregunta: ;Dados tres puntos no
colineales en el plano es posible hacer pasar la grafica de una polinomial?

Surgieron entonces diferentes soluciones a tales preguntas, personajes como Newton,
Lagrange y Taylor dieron cuenta de ello a lo largo de su obra. La solucion que diera Lagrange
hoy lleva su nombre y sigue gozando de notable reputacién al nivel de las aplicaciones de
la matematica. Una inquietud naciente al interior de la comunidad de matematica educativa
es la de investigar como es que las soluciones dadas al mismo problema por Newton y
Taylor estan efectivamente relacionadas entres si.
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