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Resumen

René Descartes publicd en 1637 su famosa Géométrie, un tratado donde aplica el dlgebra
a la geometria y desarrolla un original sistema de algebra simbdélica. En el tercer libro de
la Géométrie enuncia, sin demostracion, su célebre regla de los signos de Descartes. Durante
dos siglos, el mundo matematico intentd sin éxito una demostracion general y satisfactoria
a los estandares de la época. Finalmente, Carl Frederick Gauss la demostré de la manera
mas general en 1828 recurriendo a métodos algebraicos.

En este articulo, presentamos el tratamiento que la regla de los signos tiene en los libros
de texto de 4lgebra y proponemos una justificacion original alternativa apoyada en la idea
de prediccién que, hasta donde sabemos, no ha sido reportada en la literatura especializada.

Introduccion

Este trabajo sobre la regla de los signos de Descartes, centra su atencion en un método que
se encuentra en el cruce de caminos entre los procedimientos algebraicos y analiticos y en
un época marcada por el nacimiento de un nuevo espiritu cientifico. Nuestra pretensién
consiste, después de analizar la evolucion conceptual de la regla, en proponer una justificacion
de naturaleza didactica que permita el manejo flexible y articulado entre los diferentes
marcos de representacion usando para ello la idea de prediccion.

Enmarcamos nuestra investigacion en el acercamiento socioepistemologico, entendiéndose
por tal a la aproximacion tedrica de naturaleza sistémica que permite tratar los fendomenos
de produccion y de difusion del conocimiento desde una perspectiva multiple al incorporar
el estudio de las interacciones entre: la epistemologia o lo relativo al conocimiento, la
dimension socio cultural, los procesos cognitivos asociados y los mecanismos de
institucionalizacion via la ensefianza. Tradicionalmente las aproximaciones epistemoldgicas
asumen que el conocimiento es el resultado de la adaptacion de las explicaciones tedricas
con las evidencias empiricas, ignorando el papel que los escenarios histdricos, culturales
¢ institucionales desempefian en toda actividad humana. La socioepistemologia por su parte,
plantea el examen del conocimiento socialmente situado, considerandolo a la luz de sus
circunstancias y escenarios sociales.

La regla de los signos de Descartes

René Descartes publicd en 1637 su famosa Géométrie, un tratado donde aplica el dlgebra
a la geometria y en el que introduce el simbolismo algebraico actual que permitio a la postre
la emergencia del algebra clasica y de la geometria analitica. Particularmente, en el tercer
libro de la Géométrie se enuncia, sin demostracion, su célebre regla de los signos que hoy
!leva su nombre:
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On connoist aussy de cecy combien il peut y avoir de vrayes racines, & combien
de fausses en chasque Equation. A s¢avoir il y en peut avoir autant de vrayes,
que les signes, & s'v trouvent de fois estre changés; & autant de fausses qu'il
sy trouve de fois deux signes o deux signes qui s'entresuivent. (Descartes, 1637).

Sin una demostracion de la regla, explica su método aplicandolo ax*-4x°-19x*+106x-
120=0, ecuacién construida multiplicando las ecuaciones x-2=0, x-3=0, x-4=0, x+5=0 a
fin de obtener una ecuacién de cuarto grado con tres raices positivas, (x-2) (x-3) (x-4) (x+5)
= x*-4x*- 1957+ 106x-120 = 0. Como sabemos, la regla limita el niimero de raices positivas
de una ecuacion polinomial al declarar que no exceden el nimero de cambios de signo en
los coeficientes del polinomio. Naturalmente el nimero de cambios de signos se considera
cuando el polinomio ha sido escrito de forma que sus potencias desciendan o equivalentemente
asciendan,

Una demostracion satisfactoria de la regla fue publicada por Gauss en 1828, luego de un
periodo que va de 1637 a 1828 en el que se produjo una gran cantidad de intentos de
demostracion sin que ninguno de ellos alcanzara su objetivo. Algunos sin embargo, sirvieron
para analizar casos particulares y para explicar la regla en la ensefianza de la época. Después
de esta demostracidn, las discusiones sobre la regla de los signos siguieron distintos rumbos.
Entre ellos, se intentd, como lo hicieran Budan, Sturm o Fourier (ver Dickson, 1903 o Rey
Pastor et al, 1963), generalizarla de manera que los métodos de separacion de raices fuesen
mas potentes.

Regla de los signos de Descartes en los textos

En los libros de texto contemporér}eos, no se presenta a la regla acompariada de sus
demostraciones ni de justificaciones que la presenten factible a los estudiantes, sino mas
bien, como dijera el propio Descartes, se considera que el examen de diversos ejemplos
dara las pistas de su validez. Asi encontraremos, presentaciones que podemos ubicar en dos
vertientes: unas que se ocupan de la validez y pertinencia de la regla a partir de ejemplos,
y otras que se interesan por demostrarla bajo un cierto cuerpo discursivo. Entre las primeras
podemos mencionar a (Sullivan, 1989; Mataix, 1969; Hall & Knight, 1980), mientras de
las segundas a (Dickson, 1939; Ferrar, 1943; Kostrikin, 1978; Uspensky, 1948). La primera
de dichas formas se apoya en el teorema fundamental del dlgebra de Gauss (acercamiento
algebraico), mientras que la segunda lo hace basando sus argumentaciones en el teorema
de Bolzano o teorema del valor intermedio del andlisis matematico clasico (acercamiento
analitico).

Para la logica algebraica, la explicacion de las variaciones de signo entre los coeficientes
se debe al efecto que produce sobre el signo de los coeficientes la multiplicacion del
polinomio por el factor (x raiz positiva); mientras que en la logica analitica en cambio, la
presencia de la raiz positiva se justifica a través de las variaciones de signo entre coeficientes.
En este segundo caso se usa la explicacion del cambio de signo de la funcién en dos puntos
del dominio para mostrar la existencia de raices entre dichos puntos.
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Acercamiento algebraico Acercamiento analitico

Si V(anx" + anix™ +..+ax’ + aix + a)) =g Sif{x) = ax + a-x™ '+ Fax
+ao y con a; a;+1< 0 para algiin i—=

4 anx™ A +ax + -a)= A i
= Vi@ + anix” ax +ax +ao )(x - a) fpuede tener a lo més una raiz en

g+1 un cierto intervalo
Una adicién de un cambio ded signo Un cambio de signo en la lista
proviene de la presencia de una raiz positiva de los coeficientes sucesivos, hace
mas factible una raiz positiva mas

Esquema de las logicas algebraica y analitica
Visualizando la regla de los signos de Descartes

Entendemos visualizacién como la habilidad para representar, transformar, generar, comunicar,
documentar y reflejar informacién visual. En este sentido se trata de un proceso social muy
utilizado en distintas areas del conocimiento matematico y cientifico. Nos interesa analizar
el comportamiento que tendran las graficas de funciones lineales, cuadraticas y cubicas a
consecuencia de los signos de sus coeficientes. Consideramos que en estos casos particulares,
es posible distinguir el papel que desempefian los signos de los coeficientes de la funcién
con las oscilaciones de las graficas y en consecuencia con el niimero de raices positivas de
la ecuacion algebraica respectiva.

Iniciemos planteando el caso de la funcion lineal p(x)axb,donde ay b son reales distintos
Je cero. Estas funciones quedan caracterizadas mediante los coeficientes a y b; respectivamente
su pendiente y su ordenada al origen, por tanto en caso de producirse un cambio de signo
antre los coeficientes a y b, se tendra en consecuencia una raiz real positiva de la ecuacion.
Esta afirmacidon confirma el enunciado de la regla y se apoya en el sentido que las variables
visuales, pendiente y ordenada, juegan en el disefio anterior.

Continuemos con el analisis de las funciones polinomiales de segundo grado. Consideremos
nara ello, la funcidn real p(x)ax’bxc en la que a no es cero. En esta situacion habremos de
centrar la atencion en la concavidad de la curva. Consideraremos sélo parabolas concavas
1acia arriba, de este modo, al igual que en el caso de las ecuaciones lineales tendremos que,
22 producirse un cambio de signo en la secuencia de los coeficientes a, b y ¢ de la cuadratica,
2xisten tantas raices reales positivas como cambios de signo se tengan en la ecuacién, o en
su defecto, dos raices menos a causa de la posibilidad de contar con raices complejas
:onjugadas. Esta afirmacion confirma el enunciado de la regla de los signos, que hemos
zsociado a las variables concavidad, pendiente y ordenada.

Prediccion y la regla de los signos de Descartes

Zn este apartado presentaremos la regla de los signos con argumentos basados en la nocién
e prediccién. Para ello, habremos de vincular los signos de los coeficientes con los signos

2 las derivadas sucesivas de la funcion original. En este sentido, al mirar al polinomio
22mo una expresion en serie de potencias podremos interpretar los cambios de signo en los
zxficientes con los cambios de “direccion” en la grafica.
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Desde nuestro punto de vista, la nocidén de prediccidn se construye socialmente a partir de
las vivencias y experiencias cotidianas de los individuos y de los grupos sociales. Pues en
ciertas situaciones necesitamos conocer el valor que tomara una magnitud B con el paso del
tiempo. Sabemos, por ejemplo, que B depende a su vez de otra magnitud P que fluye
incesantemente. Necesitamos saber entonces el valor que tomara B antes de que transcurra
el tiempo, antes de que P transite del estado uno al estado dos. Pero a causa de nuestra
imposibilidad de adelantar el tiempo a voluntad debemos predecir. En tal caso, no disponemos
de razones para creer que, el verdadero valor de B esté distante de las expectativas que nos
generan los valores de By de P en un momento dado, de la forma en la que P y B cambian,
de la forma en la que cambian sus cambios, y asi sucesivamente.

El caso de mayor interés se presenta, naturalmente, cuando no se dispone en forma explicita
de la relacion entre B y P. Entonces habra que hacer emerger progresivamente una nueva
nocion, una que permita de algin modo la generacidn de la solucidén 6ptima a una clase de
situaciones propias de la prediccion. En su momento, este programa newtoniano de
investigacion llevo al surgimiento de una progresiva cadena de elaboraciones teéricas, cada
vez mas abstractas, que culmina, por asi decirlo, con el programa de Lagrange donde emerge
la nocién de funcién analitica.

Ahora bien, para aplicar estas ideas de prediccién al problema de la determinacion de las
raices positivas de un polinomio arbitrario tendremos que recordar que los coeficientes de
una ecuacion polinomial se corresponden con las derivadas sucesivas de la funcion polinomial
evaluadas en cero. Ejemplificaremos esto para el caso de las funciones cubicas.

De este modo, la ecuacion f(x)=ax’+ bx*+cx+d=0, puede escribirse como .

" I:I 1 "' D L] 1
fix)= . .5( :Ix + f ;u( :Ix U0+ FI=0 gl himero de cambios de signo
entre a, b, ¢ y d es entonces el numero de cambios de signo entre /' ”(0), f7(0),f'(0) y
f(0). Esto es coherente con la idea de prediccién que hemos presentado, pues el
comportamiento de la grafica a la derecha (a la izquierda) del origen esta completamente
determinado por el comportamiento de la funcién en un punto, en nuestro caso en x = 0.

Para visualizar esto, resumimos en un diagrama y de forma sucinta, la relacion entre los
signos de las derivadas sucesivas de una funcion clibica con el comportamiento de la misma.

“«
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Diagrama 1: Graficas de las cubicas y sus derivadas
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Siguiendo estas ideas, podemos establecer la regla de acotacion de Newton: “Un nimero
positivo a es cota superior de las raices positivas de la ecuacion f(x) 0, donde fes una
funcién polinomial de grado n, si ninguna de las derivadas sucesivas en a es negativa”. Si

f(@20,f(@)=0,..f"a)=0yf"(a) > 0, se tendra entonces para todo numero p
mayor que la cota, p > a, que la funcion evaluada vale f(p) = f(a) +f (a) (p - a)*+..+ f

"™a)/n! (p-a)" > 0. De este modo, sabemos que €l comportamiento de la funcién después
de a, es tal que no le permite cruzar al eje X en esa zona.

Asi, podemos estudiar las combinaciones de signos y analizar las posibles graficas de
los polinomios y = £(0), y = £(0) + £'(0)x, y = f(0) + f(0)x + f"(0O)x * /2), ...,y =F(0) + f
O + f"(0)x 2 /2! + ... + £¥0)x "/n! que aproximan a la funcién polinomial . Con este
esquema, el nimero de cambios de signo en las derivadas es coherente con la tesis que
postula la regla de los signos de Descartes y explica el comportamiento de la grafica a partir
de las ondulaciones de la grifica de la funcién original (ver diagrama 2).

Conclusiones

El desarrollo de conceptos como funcién, raiz o solucion han requerido de siglos de evolucion
hasta alcanzar sus estados actuales. Durante ese periodo las nociones se modifican y adquieren
progresivamente los significados que les son caracteristicos. Es por esa razon que consideramos
importante indagar respecto del proceso de construccion de. los significados asociados a los
conceptos y procedimientos matematicos a lo largo de su devenir histérico y social. Pues
comprender estos episodios resulta valioo al momento de buscar explicarse el por qué estos
conceptos matematicos resultan tan resistentes al entendimiento de los alumnos de nuestros
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. Diagrama 2. Graficas de las aproximaciones polinomiales
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Creemos que este trabajo ilustra el sentido de la busqueda de la construccion social del
conocimiento, pues si bien el teorema que hemos estudiado es publicado por Descartes y
también por Harriot, hecho que dio lugar a una muy prolongada polémica respecto de la
originalidad del resultado (Stedall, 2000), es cierto también que su completa demostracion
y difusion institucional se ha debido a una gran cantidad de personas en contextos y
circunstancias concretas. Asi mismo, la explicacion alternativa de la regla de los signos que
hemos propuesto con apoyo de la prediccion es la continuacién de un programa de trabajo
cooperativo pues consideramos que la preocupacién por la prediccidn, no es exclusiva de
los fisicos o los astrénomos, sino que es, como hemos insistido, el producto cultural de un
largo proceso de socializacion de diversas y complejas necesidades humanas que llegan a
formar, en algtin momento de su evolucion, parte de teorias altamente sofisticadas asi como
del conocimiento institucional, ya sea al nivel de los eruditos o de la sociedad escolarizada.

Consideramos también que el conocimiento matematico, como parte de la cultura, vive en
sus instituciones y en las practicas que le son caracteristicas. La prediccidn, la regla de los
signos, la teoria de ecuaciones o la nocién de verdad en la ciencia, comparten escenarios
y circunstancias culturales, histdricas e institucionales. Las actividades humanas que
acontecen al seno de organizaciones sociales impregnan por igual a las practicas cotidianas
como aquellas que considerariamos las mas especializadas; en este sentido, al atender a
estas cuestiones creemos que un amplio programa de investigacién emerge en beneficio del
quehacer didactico. El problema de la estructuracion del conocimiento escolar, cada vez
con més claridad, estd siendo entendido como un verdadero asunto de investigacion cientifica.
Este aporte en consecuencia, se suma a aquellos que plantean el estudio sistémico del
quehacer educativo.
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