Incoherencias y conexiones: el caso del infinito actual con estudiantes
universitarios. Primera fase del estudio

Sabrina, Garbin Dall’Alba
Universidad Simo6n Bolivar , Sartenejas (Caracas), Venezuela
sgarbin@usb.ve

Resumen

El estudio consiste en la primera fase de una investigacion cualitativa que centrada en las
situaciones de coherencia y/o incoherencia que manifiestan los alumnos en relacion con sus
esquemas conceptuales asociados a la nocién de infinito actual, pretende acercarse a
responder: ;Qué¢ tipo de conexiones reconocen y establecen los estudiantes universitarios
que tienen conocimientos previos de calculo diferencial e integral en problemas en que esta
presente el mismo concepto pero expresado en diferente forma?. ;Qué relacién y como
influencian estas nociones formales en la coherencia y/o incoherencias de los estudiantes?.
(Coémo influyen estos conocimientos formales en la formacion consistente de la imagen
conceptual del infinito actual?. Participaron 89 estudiantes con edades comprendidas, entre
18 y 20 afios. Los resultados de esta primera fase inducen a pensar, que el conocimiento
previo formal del calculo diferencial e integral es de ayuda, pero no de manera significativa
o determinante, a establecer y reconocer las conexiones oportunas y fundamentales entre
los problemas planteados.

Antecedentes y fundamentacion tedrica

Son numerosas las investigaciones realizadas en didactica sobre el infinito matematico y
las que se pueden considerar pilotos y pilares en el area de la didactica del infinito matematico
(Fischbein, Tirosih y Hess(1979); Tirosh(1991); Nuiiez (1994); Moreno y Waldegg(1991);
Tsamir y Tirosh (1995,1999)) revelan entre otras cosas que la intuicion natural del infinito
es sumamente inestable y que las situaciones de conflicto que se presentan dependen de las
influencias conjeturales y contextuales de las cuestiones involucradas. El estudio que aqui
se reporta, esta centrado en la teoria cognitiva desarrollada por Tall y Dreyfus en relaciéon
al desarrollo y crecimiento del pensamiento matematico avanzado. Los conceptos tratados
son, de manera particular, el concept image y el concept definition (Tall y Vinner, 1981)
e inconsistencias (Vinner, 1990; Tall, 1990; Tirosh, 1990). En Garbin (2000)(Garbin y
Azcarate, 2002) se quiere identificar las inconsistencias y representar, categorizar y analizar
las situaciones de coherencia que manifiestan alumnos de 16-17 afios en relacién con sus
esquemas conceptuales (concept image) asociados al concepto de infinito actual. Se
caracterizan los términos incoherencia, diferenciandolo del de inconsistencia, y tarea de
conexion. Se construyen tres lineas de coherencia (finitista (o de evasion de infinitud), actual
y potencial) y se clasificaron tres tipos de alumnos: alumno coherente y consistente, alumno
coherente pero inconsistente, y, alumno incoherente.

Tall (2001), define y caracteriza a la informal image y el formal image. Afirma que entre
la imagen formal e informal ocurren interconexiores y probablemente se originan confusiones,
lo cual no favoreee una formacion coherente de la imagen formal; y por tanto, los esfuerzos
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individuales deben reconstruir conceptos y conexiones en el esquema conceptual para buscar
la coherencia deseada de la imagen formal. Esta caracterizacion de Tall (2001) y el estudio
de Garbin (2000)(Garbin y Azcérate, 2002) plantean nuevas interrogantes: ;Qué tipo de
conexiones reconocen y establecen los estudiantes universitarios que tienen conocimientos
previos de célculo diferencial e integral en problemas en que esta presente.el mismo concepto
pero expresado en diferente forma?. ;Qué relaciéon y cémo influencian estas nociones
formales en la coherencia y/o incoherencias de los estudiantes?. ;Como influyen estos
conocimientos formales en la formacidn consistente de la imagen conceptual del infinito
actual?. Surge entonces el interés de comenzar una investigacién que permitiera acercarse
a las respuestas. En el presente reporte se describe el estado actual y primera fase de esta
investigacion.

Metodologia, descripcion de los participantes

e instrumentos de recogida de datos.

La investigacion se enmarca en un estudio de tipo cualitativo. El anélisis de datos es inductivo
y el foco de la investigacion tiene un caracter exploratorio, descriptivo e interpretativo. Se
sigue, en parte, la metodologia usada en Garbin (2000)(Garbin, Azcarate (2002)). La
experiencia se realiza con 89 estudiantes universitarios con edades comprendidas entre 17
y 25 afios (73 de los 89 alumnos tienen entre 18 y 20 afios). Nueve de los alumnos estudian
Ciencias (Quimica y Fisica) y el resto Ingenieria (Polimeros, Mecéanica, Metalmecanica,
Computacion, Eléctrica, Produccion, Electronica, Geofisica y Metalurgica). Los estudiantes
tienen conocimientos previos formales sobre limites, derivadas, integrales, sucesiones y
series; todos estudiaron los mismos cursos basicos de matematicas dictados por el departamento
de matematicas (Matematicas I, II, Il y IV) y estan cursando la quinta matematica obligatoria.

Se utiliza como instrumentos de recogida de datos, dos cuestionarios (C, y C:). El primer
cuestionario, C; (fig.1, ver Anexo), consta de las mismas 5 preguntas del C; aplicado en
el estudio de Garbin (2000) (Garbin y Azcarate (2002)). En todas esta implicita la nocién
matematica, el infinito actual, y los problemas son de divisibilidad infinita. La particularidad
de la mayoria de las preguntas consiste en ser una version actualizada, diferenciada por el
contexto, de la primera paradoja de Zenén de la division. Otras generan la misma paradoja.
El segundo cuestionario, Ca(fig. 2, ver Anexo), se aplica al mismo grupo de alumnos después
de aplicar el C;. Consta de 6 preguntas y su objetivo es poder extraer informacién sobre las
posibles conexiones y relaciones que establecen los estudiantes a partir de las preguntas 1,3
y 4 del C,; y el reconocimiento o no de la influencia que puedan tener los problemas entre
si, en la resolucion y respuestas de los mismos, a partir de las conexiones que se pueden
hacer.

Metodologia especifica y resultados

Las lineas de coherencia y la “utilizacion” de los conceptos asociados de limites, sucesiones
y series en la resolucion de los problemas.

Se opta por el uso de las redes sistémicas (Bliss, Monk y Ogborn, 1983) como sistema de
representacion de los datos cualitativos obtenidos a partir de las respuestas de los alumnos.
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Se disefia una red sistémica para cada pregunta del cuestionario, con la que se pueden
observar las respuestas categorizadas de los alumnos. Se elabora con estos datos las lineas
de coherencia: potencial, actual y finitista (o de evasién de infinitud), instrumento que
permite mostrar las respuestas coherentes y/o incoherentes de los estudiantes en los problemas
de C,. (Metodologia empleada en Garbin 2000, (Garbin y Azcérate, 2000; 2002)). La
pregunta 2(b) no se considera en el analisis por considerarse no relevante para esta primera
fase de la investigacién. El nimero y el porcentaje de alumnos por pregunta en cada linea,
se observa en la siguiente tabla:

Linea finitista (o de evasion de Linea potencial Linea actual (2)
infinitud) (linea 1) (linea 3) (linea 2)
N°¢ % Ne° % N° %
Pregunta 1 3 3,37 56 62,92 17 19,10
Pregunta 2 25 28,8 14 15,73 13 14,60
Pregunta 3 8 88,98 34 38,20 18 20,22
Pregunta 4 2 2,24 60 67,41 21 23,59
Pregunta 5 16 17,97 27 30,33 17 19,10

Las lineas de coherencia permiten clasificar la situacion de coherencia y/o incoherencia de
cada estudiante. Las respuestas coherentes en el sentido de cada linea, son las que determinan
la clasificacion: a) Si un alumno tiene tres o mas respuestas coherentes segiin una linea
determinada, se le situa en el grupo de la linea correspondiente; b) Si un alumno tiene sus
respuestas situadas en diferentes lineas, se le sithia en un grupo que se llama Mixto. Con
estos criterios se obtienen 4 grupos de alumnos, en la siguiente tabla podemos observar el
numero y el porcentaje de alumnos por grupo:

Grupo 1 2 3 Mixto
N° alumnos 3 12 32 42
o 3,37 13,8 35,95 47,19

De cada grupo se pudo establecer unas subcategorias que permiten observar el niimero de
respuestas “actualistas”, “finitistas” (o de evasién) y/o potenciales. Se llama respuestas
“finitistas” a las que fueron escritas con argumentos finitos y “actualistas™ las que reflejan
una concepcion actual del infinito. Es decir un alumno pudo tener 5 respuestas en la linea
actual (5A) o, 3 en la linea actual, 1 en la linea finitista (o de evasion) y 2 en la linea potencial
(3A+1F+2P). En la siguiente tabla se observan las subcategorias y entre paréntesis el numero
de alumnos. .

408



Grupol

4F + 1P (i) 3F + 2P (1) 3F (1)
L
Grupo 2
SA ()| 4A (1) [3A (2) | 3A+1P(2) | 3A+2P(4) [4A+1F (1) | 4A +1P (1)
Grupo 3
5P (2) 4P+1A (5) 3P @) 3P+1A (2) 3P+2A  (2)
4P (5) 4P+ 1F (6) 3P+1F (2) 3P+2F (1) 3P+1A+1F (3)
Grupo Mixto
1IF (1) 1A (4) 2A+1P  (5) 1F+2A+2P (1)
1F+2P (8) 1A+1P (4) 2P (7) 1F+2A+2P (1)
2F+1P (1) 1A+2P (2) 2P+2F (1) 2F+1A+2P (1)
2F+2P (1) 2A+1F (2) 1F+1A+2P (3) 2F+1A+2P (1)

Se nota, entre otras cosas, que hay un solo estudiante coherente y consistente (grupo 2) y
dos alumnos coherentes en el grupo 3 en todas las preguntas. Un alto namero de estudiantes
se encuentran en el grupo Mixto. No hay presencia de respuestas “actualistas” en €l grupo
1 v s6lo un estudiante del grupo 2 presenta una respuesta *“finitista” (o de evasion de infinitud)
en sus respuestas.

Los grupos 1 y 3, muestran un mayor “arraigo” de la concepcidn potencial del infinito, a
pesar del conocimiento previo de las nociones asociadas a las preguntas, de limite, sucesiones
v series. Los alumnos que se encuentran en el grupo Mixto muestran una mayor apertura
a la concepciodn actual del infinito y un mayor nimero de combinaciones de incoherencias
en sus respuestas.

Por lo que muestran las respuestas de los estudiantes y las redes sistémicas, la mayoria de
l0s estudiantes responden afirmativamente o negativamente a las preguntas: a) dejandose
‘levar por la intuicion; b) con argumentos que recurren a la division infinita en mitades,
posibilidad de poder dividir infinitamente o a la existencia de infinitos puntos en una recta;
¢) sumando y aproximando valores; ¢) afirmando que una pelota siempre recorre una
distancia finita; d) aceptando sin demostracion la convergencia o divergencia de la serie
1 2" . De los 89 alumnos solo 2 estudiantes prueban, a partir del calculo del limite de las
sumas parciales, que 1/2"=1. (para responder a la pregunta 2).
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La nocion de infinito actual esta implicita en los problemas, y las respuestas de los alumnos
muestran que si bien saben calcular una suma infinita (aunque no calculen la suma),
reconocen si es convergente o divergente, y conocen y saben calcular un limite al infinito,
no necesariamente aceptan la situacion de que en el infinito se alcanza el punto limite.
Pueden sustentar su creencia haciendo uso de estos conceptos. Al resolver la pregunta 1 el
Alumno (40)(A(40)) escribe: “No es posible llegar a una situaciéon donde el punto de
biseccidn coincide con el punto B. Podemos ilustrarlo pensando que cada biseccién es la
suma de una distancia. Asi podemos pensarlo como una serie 1/2", que sabemos nunca llega
a 1 aunque puede llegar muy cerca de él (converge a 1). Si la distancia entre A y B es
considerada 1 entonces sabemos que la suma de las distancias (vistas como serie) no llega
nunca a ser 17,

Clasificacion de las relaciones que evidenciaron los estudiantes entre los tres problemas
del C,.

Se analizan las respuestas de la pregunta 1 del C; y se clasifican en grupos no excluyentes:
un mismo estudiante puede estar en uno o en varios de los grupos. Los estudiantes expresan
las relaciones de similitud entre los tres problemas y focalizan su atencidn en diferentes
aspectos estructurales: a) £/ planteamiento del problema: la respuesta del alumno esta en
relacion a lo que plantean los problemas o en lo que se pide hacer: A (33): “Supongo que
el planteamiento de los tres casos es probar el concepto de tendencia. Examinar si para el
estudiante es tedricamente posible que si una sucesion, una suma, o fraccién tiende a un
numero determinado, llegara eventualmente a tomar el valor de dicho niimero. Para mi no
es asi”; A (59): “Los tres problemas son distintas maneras de plantear la misma situacion,
una suma infinita de términos que decrecen. La primera es la forma geométrica, luego una
forma analitica (sélo dlgebra) y después en forma grafica”. b) El proceso de convergencia
y divergencia implicito en cada pregunta (aceptando o no la situacion limite): A (16):“las
funciones van haciendo que sea un valor més y mas pequefio, ademas de que su planteamiento
es un valor que a medida que crece, genera un resultado que tiende a otro valor mas pequefio.
¢) El concepto implicito, la nocion de infinito, o el reconocimiento que se trata del mismo
concepto o tema en todas las preguntas: A(38)”: “los tres se relacionan con el infinito”;
A(82): “En los tres problemas se plantean que para llegar a un resultado hay que tener en
cuenta el matematico (...); A(3): “La pregunta es la misma, el concepto que se quiere
“evaluar” es el mismo para las tres preguntas”. d) Los conceptos asociados de limites,
sucesiones y/o series: A(9):"Tienen como fundamento las definiciones de limites, sucesiones
y series. e) Resultados: puede ser el tipo de resultado o el procedimiento o modo de
resolucion del problema: A(22): “la resolucion de los tres en forma exacta es imposible”;
A(8): “se resuelven similarmente”. f) Encuentran similitud en algunas y/o detallan semejanzas
y diferencias entre los problemas: A(12): “Sélo hay similitud entre el problema 1y 2 a
manera de fracciones”; A(75): “Entre el primer problema y el segundo hay una similitud,
pues hay un término que se va dividiendo a la mitad y el siguiente término es cada vez mas
pequeiio. Sin embargo, en el primer problema tenemos una sucesion y los puntos de la recta
se van acercando a un limite que seria el extremo B, mientras que en el segundo problema
tenemos una serie armonica cuyos términos se van sumando sin converger a un valor (su
limite tiende a o no existe). En el tercer ejemplo tenemos una funcion que tiene limite igual
a 2, y al tener lémite podemos decir que tiene unasimilitud con la sucesion del problema 1.
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En la siguente tabla se puede ver el nimero de alumnos por cada grupo
clasificado.

Planteamiento General Conceptos Asociados
Planteamiento| Le€nsuajes Limite, » Funcién o
(Finalidad) matematicos |sucesion y| Limite | serje | S9¢S |sucesiony Suma Expone Iné';glltes:
Inalica diferentes serie 10n serie e ncial es
7 4 1 10 8 4 7 i 3 1 1
Proceso implicito de convergencia y divergencia Concepto implicito
Acepta situacion No Acepta No Aluden la . ) )
limite situacién limite | situacién limite Nocion de 0 Mismo concepto o teoria
matematica
3 1 9 3 2
Resultados
P mients odod similitud en algunas, semejanzas y/o diferencias
rocedimiento o modo de ;
Tipo de Resultado en los lenguajes
resolucion
11 20 9

3 <

En Garbin (2000) se caracteriza la “tarea de conexidn”, “que consistiria en identificar y
establecer relaciones entre los problemas, en cuanto a lenguaje matematico y registro de
representacion semiotica se refiere, y reconocer los contextos (conceptual y global) de los
problemas, de manera que permita una influencia mutua dando lugar a respuestas asociadas
coherentes en los problemas”. La induccidn de esta tarea en algunos alumnos entrevistados,
deja en evidencia que ha sido “fundamental”: a) reconocer en todas las preguntas el proceso
de divisibilidad infinita, con los dos tipos de iteraciones, la divergente y convergente; b)
establecer la relacion y conexion entre las preguntas a través de la sucesién numeérica. Como
se puede observar en las tablas anteriores, los alumnos focalizaron su atencion al describir
las relaciones, conexiones o similitudes en los problemas de C., en diferentes partes
estructurales de ellos, el planteamiento, la resolucion, los resultados, los conceptos asociados,
etc. Se puede decir que algunas de las similitudes expresadas no son elementos estructurales
fundamentales para la coherencia y/o el reconocimiento de que se estd en presencia de un
mismo problema pero expresado de forma diferente, como son las afirmaciones que los
procedimientos de solucién son similares, los conceptos asociados son los mismos o de que
se necesita la misma teoria matematica para su resolucion.

Conclusiones e implicacion docente

El analisis de la “utilizacién” de los conceptos asociados a las preguntas, de limites, sucesiones
y series por parte de los estudiantes en la resolucion de los problemas, estd pautada para
la segunda fase. Sin embargo, por los datos reflejados, se puede afirmar que la mayoria de
los estudiantes responden afirmativamente o negativamente a las cuestiones, sin recurrir a
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argumentos probatorios matematicos, ni a los conceptos antes mencionados. Por otra parte,
que los alumnos de los grupos “finitista” y potencial muestran un mayor arraigo de la
concepcidn potencial del infinito y del grupo Mixto de la concepcion actual, en sus esquemas
conceptuales.

La clasificacion de 6 grupos (no excluyentes) de respuestas, muestran en parte, qué tipo de
conexiones reconocen y establecen los estudiantes entre tres de los problemas planteados
en el estudio. Esta clasificacion evidencia que reconocer y/o establecer conexiones
“fundamentales” entre “‘un mismo” problema pero representado e diferente forma, no es
una habilidad esponténea y que debe ser adquirida. El docente debe ser consciente de que
el estudiante ante un “mismo problema” pero representado en diferentes lenguajes, puede
0 no reconocer este hecho, asi como puede reconocer solo algunos de los aspectos de
semejanza estructurales de los problemas, como los clasificados. Las similitudes y diferencias,
en cuanto a planteamiento, concepto implicito, conceptos asociados, procedimiento de
resolucién y tipos de resultados, deben ser inducidas durante la practica docente, asi cémo
la habilidad de reconocer aquellas conexiones “fundamentales” que generen respuestas
asociadas coherentes.

Los resultados, en esta primera fase, inducen a pensar, que el conocimiento previo formal
del calculo diferencial e integral es de ayuda, pero no de una manera significativa o
determinante, para establecer y reconocer las conexiones “oportunas” y “fundamentales”
entre los problemas planteados; asi como de potenciar la nocién del infinito actual.
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ANEXO
Primer Cuestionario (C,)
Observa la siguiente figura.

Nos muestra un esquema en el que se biseca cada vez el segmento de la derecha,
es decir los puntos M, N, O, P, son los puntos medios de los segmentos AB, MB,
NB y OB respectivamente.

M NOP
| | Ll

A B
Si se siguen haciendo mds y mas bisecciones. {Crees que es posible llegar a una
situacion en la que un punto de la biseccion coincide con el punto B?.
Explica tu respuesta de forma detallada.

Se deja caer una pelota desde 2 metros de altura sobre una superficie horizontal.
Cada vez que la pelota llega al suelo, tras caer desde una altura h, rebota hasta una
altura h/2.

a)¢ Podrias calcular la distancia total recorrida por la pelota?. Explica tu respuesta
de forma detallada.

b)¢ Podrias decir cuantos rebotes hara la pelota?. Explica tu respuesta de forma
detallada?.

Considera la siguiente suma 1/2 + 1/4+ 1/8 + 1/16 + ... + ...

(Cual crees que es el valor de la suma?. Explica tu respuesta de forma detallada.
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4.- La siguiente figura representa la grafica de una funcién

Describe lo que pasa con la funcién para valores muy grandes de x.

(Podrias determinar el valor de la funcién cuando x se hace extremadamente grande?.
Explica tu respuesta con detalle.
4

5..- Considera la siguiente ecuacion: y =1+ 1/2 + 122+ 123 +12%+ L+ 12" +
(Podrias decir para qué valor de n resulta y =27.
Explica tu respuesta en forma detallada.
Cuestionario 2 (C2)
La primera pagina del cuestionario presenta nuevamente las preguntas 1, 3 y 4 del C,.

Aparece la siguiente indicacion: Lee los tres problemas y contesta a las preguntas que
aparecen en las paginas siguientes:

1.- Si existen, defina una o varias relaciones (conexiones, similitudes) entre los tres problemas
(planteamiento y resolucion) presentados en la pagina anterior. Escriba detalladamente.

Observacién: Escribimos solo la primera pregunta del C, debido a que es la tnica pregunta
que ha sido analizada y categorizada en la primera fase de la investigacion.
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