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Resumen

Una problemética propia de la ensefianza en la que estdn inmersos los estudiantes de Calculo
mtegral consiste en la separacion entre lo conceptual y lo algoritmico. Buscamos desentrafiar
las condiciones para propiciar la relacion entre lo conceptual y lo algoritmico pero vista
como una unidad dialéctica. Nuestras investigaciones nos han permitido percibir a la
Didactica del Célculo integral en el sentido de identificar las condiciones para propiciar y
controlar la génesis artificial, de la relacion entre lo conceptual y lo algoritmico, que
necesariamente exige el funcionamiento del sistema didactico inmerso en un contexto
sociocultural especifico, a lo cual denominamos génesis didactica. Un hallazgo de nuestra
mvestigacion cuando intentamos controlar la génesis artificial de la relacién entre lo
conceptual y lo algoritmico consiste en perfilar un rol del profesor que no se corresponde
con la devolucidn ni con la institucionalizacion.

Introduccion

Todo proyecto didactico en tanto proyecto social (Chevallard, et al, 1997) tiene asociado
un contexto sociocultural contemporaneo especifico, el cual por una especie de necesidad
funcional intenta no s6lo generar nuevo conocimiento cientifico sino también transmitir el
conocimiento cientifico construido por generaciones anteriores. En ese sentido la Matematica
Educativa en tanto disciplina cientifica se encarga de propiciar las condiciones para transmitir
el conocimiento cientifico a través de la institucion escolar. Sin embargo, esta tarea, demasiado
compleja, origina una serie de fendmenos que van desde la seleccion del conocimiento a
ensefiar hasta el predominio de ciertas relaciones entre profesor, estudiantes y saber
matematico.

Una problematica propia de la ensefianza en la que estan inmersos los estudiantes de Calculo
integral consiste en la separacion entre lo conceptual y lo algoritmico. El sentido tltimo de
nuestras investigaciones consiste en generar las condiciones para propiciar la construccion
de la relacion entre lo conceptual y lo algoritmico (vista como una unidad dialéctica) del
Célculo integral en instituciones escolares especificas.

Nuestros trabajos de investigacion se han anclado fuertemente en la epistemologia genética
y nos ha permitido alejarnos de centrar la atencion en dos objetos de conocimiento (la
definicidn por una parte y el procedimiento preestablecido por la otra), y enseguida buscar
condiciones de relacion a partir de los dos objetos. Mas bien analizamos las relaciones a
. partir del objeto de conocimiento comin a lo conceptual y lo algoritmico (Mufioz, 1999a).
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Por la naturaleza tan compleja de nuestra problematica ha sido necesario apoyarnos en
varios supuestos teoricos y también ha sido necesario construir, en cierto modo, otros
supuestos tedricos que nos estin permitiendo tener una perspectiva cada vez mas clara de
dicha problemitica y de la relevancia para la Matemditica Educativa.

Hacia Ia construccion de un marco teérico

Algunos de los supuestos de las teorias desarrolladas en nuestra disciplina entran en conflicto
cuando se trata de investigar la problematica planteada anteriormente, por ejemplo:

Analizamos el libro “Understanding in Mathematics” de Sierpinska (1994), con el proposito
de tener un referente, en cierto modo, respecto a lo que podria significar entender un concepto
o entender un algoritmo y encontrar relaciones entre lo conceptual y lo algoritmico en el
Célculo integral. De acuerdo a la autora, mds precisamente hablariamos de actos de
entendimiento de un concepto, actos de entendimiento de un algoritmo o de actos de
entendimiento de un problema que permita pensar en la integracidn, es decir, el objeto de
entendimiento seria el Concepto, el Algoritmo o el Problema; en donde dicho objeto interactia
con el sujeto que entiende (el cual tiene una base de entendimiento). A través de esta teoria
se pueden establecer relaciones entre los actos de entendimiento de un concepto y los actos
de entendimiento de un algoritmo a partir de dos objetos de entendimiento distintos, sin
embargo, esta perspectiva no nos permitirfa observar la génesis de los conceptos y de los
algoritmos.

También, analizamos la obra de Dubinsky (ver por ejemplo: Dubinsky, 1991 & Dubinsky,
1996) y discutimos con él 1a Teoria APOS (por sus siglas en Inglés) desde la perspectiva
de nuestra problemadtica, por ejemplo, la etapa de Accién de un concepto tiene algunos
aspectos de la naturaleza de un algoritmo, entonces, qué seria la etapa de Accién cuando
lo que se estd abordando es un algoritmo, como seria la etapa de Proceso, Objeto y Esquema
en dicho caso. Otro punto de discusién fue si suponemos que tenemos la Descomposicién
Genética de un concepto y la Descomposicion Genética de un algoritmo cémo podemos
estudiar la relacién entre los conceptos y los algoritmos. Nuevamente es posible estudiar
la relacién, sin embargo, esta perspectiva no nos permitiria observar la génesis de los
conceptos y de los algoritmos.

Ahora presentamos un analisis teorico desde la perspectiva de la Epistemologia Genética
y considerando aspectos epistemologicos del Calculo integral desarrollados en Matematica
Educativa. Al analizar el trabajo de Cantoral (1990) se puede observar que, en cierto modo,
recurre al analisis historico-critico para caracterizar algunos aspectos del desarrollo
sociogenético del Calculo infinitesimal, en donde encontramos una evidencia de la
imposibilidad de esa separacion en el desarrollo sociogenético del Calculo integral, debido
a que existe una relaciéon muy estrecha entre la nocidén de Prediccidn y el instrumento
predictor serie de Taylor. Entonces, cuales son las condiciones para propiciar que el
funcionamiento del sistema didactico permita garantizar la relacion entre lo Conceptual y
lo Algoritmico, con referencia al Célculo integral. Identificamos una condicién necesaria
a través del siguignte analisis:
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Por una parte, en la ensefianza de la Matematica se ha reducido el concepto de integral a
"2 definicion de integral de Cauchy o de Riemann (en tanto objeto de ensefianza) y al
sstudiante como sujeto cognoscente se le obliga a interactuar con la definicién en tanto
zojeto de conocimiento. Sin embargo, a partir de los trabajos de Cantoral (1990) y Cordero

1994) hemos encontrado evidencias que nos muestran que en el desarrollo sociogenético
del Calculo integral han jugado un papel crucial las nociones de Prediccion, Acumulacion
v Constantificacion de lo variable. Por supuesto existen otras nociones asociadas al concepto
de integral, sin embargo, es importante remarcar que las nociones mencionadas adquieren
sentido para el estudiante cuando el objeto de conocimiento se caracteriza por una situacion
oroblema derivada de un fenémeno de variacién o cambio. También, en cierto modo, la
:2oria de los campos conceptuales (Vergnaud, 1990) sefiala que un concepto no puede ser
~educido a su definicidn, si se esta interesado en su aprendizaje y en su ensefianza, sino que
2s a través de situaciones problema por resolver como un concepto adquiere sentido para
=} estudiante.

Zor otra parte, la ensefianza de la Matematica ha reducido el aprendizaje de los algoritmos
1 2 ¢jercitacidn del procedimiento subyacente del algoritmo. En cierto modo, se intenta
zcligar al estudiante a interactuar con un procedimiento preestablecido en tanto objeto de
zcnocimiento, lo cual conduce a cierto tipo de empirismo debido a que se cree que el
sstudiante por simple condicionamiento, a través de la experiencia de realizar ejercicios
~=petitivos de los procedimientos preestablecidos, hace una copia pasiva de la realidad
=xterna (en este caso el procedimiento preestablecido juega el papel de realidad externa) u
xurre un simple reflejo-copia del saber ajeno a través de la transmision social. Hemos
malizado tres procedimientos de integracion socialmente establecidos y de acuerdo a la
Zefinicion de algoritmo, en el contexto de los campos conceptuales, es indispensable una
sttuacion problema, previamente clasificada, para discutir ciertos aspectos de la algoritmia
ver Mufioz, 2000b).

Este andlisis nos conduce a identificar un objeto de conocimiento comiin a lo conceptual
v lo algoritmico, el cual se refiere a que existen situaciones problema (en tanto objeto de
conocimiento) a partir de las cuales se forman nociones y procedimientos, en estrecha
relacion, asociados al Célculo integral. Este aspecto en comun es una condicidn necesaria
para propiciar la relacion entre lo Conceptual y lo Algoritmico aunque no suficiente para
los fines de la Matematica Educativa.

De manera que la identificacion de la condicion anterior nos permitio alejarnos de centrar
la atencion en dos objetos de conocimiento (la definicion por una parte y el procedimiento
preestablecido por la otra), y enseguida buscar condiciones de relacion a partir de los dos
objetos. Nuestras investigaciones nos han conducido a buscar las relaciones a partir de
precisar, en lo mas posible, las caracteristicas del objeto de conocimiento comun a lo
Conceptual y a lo Algoritmico (Mufioz, 1999a), es decir, que las situaciones problema
permitan, al interactuar con el estudiante, construir ciertas nociones y procedimientos
asociados al Calculo integral, y asi poder encontrar condiciones para propiciar la relacion
a partir de investigar como se coordina el desarrollo de las nociones con el desarrollo de
los procedimientos ante una secuencia de situaciones problema, por ejemplo, si alguna
nocion resulta crucial para que un procedimiento alcance el nivel de algoritmo. Asi que la
pregunta obligada es ;cual es ese tipo de problemas?
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En resumen, la naturaleza del objeto de conocimiento comiin a lo Conceptual y a lo
Algoritmico la precisamos, en lo més posible, a través de precisar el tipo de problemas cuya
solucién exige de una integracion; después analizamos y clasificamos las diferentes situaciones
que se derivan de ese tipo de problemas (ver Muiioz, 2000b). Las implicaciones del hallazgo
tedrico de haber identificado el objeto de conocimiento comun a lo Conceptual y lo
Algoritmico se pueden resumir en:

a) La posibilidad de mirar a lo Conceptual y lo Algoritmico como una unidad dialéctica
(mirar las propiedades de la molécula de agua H0, por ejemplo, por qué extingue el
fuego). Y no correr el riesgo de analizar por separado a lo Conceptual (las propiedades
de H, por ejemplo, enciende el fuego) y a lo Algoritmico (las propiedades de 0, por
ejemplo, mantiene el fuego) y enseguida buscar las condiciones para propiciar la relacion

- (através de mirar la adicion de las propiedades de Hy 0).

b) El centrar la atencién en un objeto de conocimiento comun a lo Conceptual y lo
Algoritmico y no en dos objetos de conocimiento nos estd permitiendo desentrafiar la
génesis de lo Conceptual y lo Algoritmico a través de analizar la interaccion de los
estudiantes ante una secuencia de situaciones problema disefiadas a partir de la naturaleza
del objeto de conocimiento comun.

Hacia la construccion de una metodologia de investigacion

En forma breve el recorrido que estamos siguiendo para producir secuencias de actividades
didacticas consiste en:

a) Seleccion de un Marco Epistémico compatible con la naturaleza de la institucion
escolar especifica: Por ejemplo, en el contexto de una institucion escolar para usuarios
de la matematica como la Facultad de Ingenieria Civil de la Universidad Auténoma de
Chiapas seleccionamos el marco epistémico de Newton: ;Como se calcula la evolucién
ulterior de un sistema de movimiento, si son conocidos los valores de los pardmetros
en un momento dado y en lugar dado (es decir, las llamadas condiciones iniciales)?
(Piaget & Garcia, 1994), constituido en un contexto sociocultural especifico del siglo

XVII, y en donde se puede apreciar la relacion entre lo conceptual y lo algoritmico,
por ejemplo, existe una relacién muy estrecha entre la nocion de prediccion y el
instrumento predictor serie de Taylor, en la cual subyace un procedimiento de derivacién
sucesiva (Cantoral, 1990). En breve, en la génesis historica encontramos una evidencia
de la imposibilidad de la separacion entre lo conceptual y lo algoritmico y cuya naturaleza
es compatible con la institucién escolar analizada.

b) Construccién de un campo conceptual a partir de un marco epistémico: Construimos
un campo conceptual del Calculo (ver Muiioz, 2000b), es decir, un conjunto de situaciones
que le dan sentido al Calculo integral y que implican la relacién entre lo conceptual y
lo algoritmico, con base en el marco epistémico de Newton y en la teoria de los campos
conceptuales (Vergnaud, 1990) asi como en la perspectiva de la integral via la nocién
de acumulacion (Cordero, 1994). Por ejemplo, para la primera categoria, tres situaciones
posibles son:

(SA) @ F(t)=?| Relacion funcional entre variables
(SB) Nimeros (Estado)
R (SC) @ Nimeros (Transformacion)
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en donde: SA=Situacién A; SB=Situacién B; SC=Situaciéon C; T=Transformacion;
F(t))=Condicidn inicial conocida. En las tres situaciones se inicia la discusion de
integracion porque la pregunta es sobre la cantidad desconocida (F(2), F(t,), o F(t,)-
F(ty) segun sea el caso) que se quiere hallar. Ademas, se requiere reconocer cOmo esta
variando el fendmeno de variacidén (dF(1)/dt), (Cordero, 1994). Las tres situaciones
abarcan a la llamada integracion definida porque las condiciones iniciales del problema
estan dadas. También caracterizamos una segunda categoria en donde se requiere
encontrar la ley que cuantifica al fendmeno de variacion o cambio cuando no son
conocidas las condiciones iniciales del problema.

<) Caracterizacion de la génesis contemporanea: Hemos realizado algunos estudios
experimentales con estudiantes contemporaneos, inmersos obviamente en un contexto
sociocultural contemporaneo especifico, para estudiar la construccion de la relacién
entre lo conceptual y lo algoritmico (Mufioz & Cordero, 1998a; Muiioz, 1998b; Muiioz,
1999b). Las situaciones especificas a tratar con los estudiantes son desprendidas del
campo conceptual previamente construido.

d) Hacia una génesis didactica: Intentamos propiciar y controlar la construccion de la
relacion entre lo conceptual y lo algoritmico en la institucion escolar especifica via un
disefio adecuado de secuencias de actividades didécticas, es decir, desarrollamos estudios
experimentales que buscan el control de la génesis artificial de la relacion entre lo
conceptual y lo algoritmico. Todo lo anterior siempre estara matizado por la perspectiva
del redisefio del discurso matematico escolar. Partimos de un disefio inicial que consiste
en una secuencia de seis hojas de actividades didacticas, y que servird como punto de
partida para redisefios posteriores con base en los estudios experimentales que se
desprenderan producto de la interaccién entre investigadores y profesores en ejercicio.
Las seis hojas de actividades didacticas estan organizadas a través de tres niveles. En
el nivel 1 los estudiantes interactuaron con un fendémeno de variacidn especifico, el
movimiento uniforme. En el nivel 2 los estudiantes interactuaron con un fenémeno de
variacion especifico, el movimiento no uniforme, en donde se proporciond la informacion
de la velocidad. Ademas las preguntas son de naturaleza correspondiente a las situaciones
A, B, y C del campo conceptual descrito anteriormente, por ejemplo, la Hoja de
actividades No. 3: De una particula que se estd moviendo sobre una linea recta se
obtuvo la siguiente informacion,

/0, 1,23 4,56 789 . i (segundos)
V/1,2,3,4,56,7,8 910,.......... (metro/segundo)
t/0,1,2,3 456 7,89, e (segundos)
P/2, (metros)

i) Calcular la posicién de la particula cuando el tiempo sea igual a 6 segundos ii)
Calcular la posicion de la particula para cualquier tiempo iii) Calcular la distancia
que recorreria la particula desde el tiempo 6 (segundos) hasta el tiempo 12 (segundos)
iv) Realizar la grafica de velocidad vs tiempo y la grafica de posicion vs tiempo v)
Dar diferentes valores a la pendiente de la grafica de la velocidad, considerando fijo
2] valor de la velocidad inicial, en los siguientes intervalos: mayor que uno, menor
Jue uno y mayor que cero, menor que cero. Discutir el efecto en las graficas de
posicidn vi) Describir el comportamiento de las gréficas de la posicién cuando la pendiente
Je la grafica de velocidad tiende a infinito positivamente, cuando tiende a cero y cuando
aende a infinito negativamente vii) Construir una expresion algebraica para la funcién
velocidad y para la funcidén posiciéon que describa la sintesis del inciso vi).
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Sin duda que los estudios experimentales del tipo que se han mencionado en el inciso d)
son de importancia capital, sin embargo, sostenemos que no debe darse primacia a los
estudios experimentales en situacion escolar ni tampoco primacia a los estudios experimentales
en situaciones no escolares, sino que debe haber una interaccion entre los dos tipos de
estudios, lo cual nos permitiria propiciar la compatibilidad entre la génesis contemporanea
y la génesis didactica.

En todo el recorrido anterior nos estamos guiando por las siguientes hipétesis: i) La relacion
entre lo conceptual y lo algoritmico que se presenta en la génesis historica se conservara
en lo que hemos llamado la génesis contemporadnea, pero su naturaleza sera distinta. i) El
caracterizar, en lo mas posible, la génesis contemporanea de la relacion entre lo conceptual
y lo algoritmico permitira identificar las condiciones para propiciar la génesis didactica de
dicha relacidn, en el funcionamiento del sistema didactico en tanto sistema abierto.

La primera hipétesis nos guiara en la pregunta: como se constituye un marco epistémico
contemporaneo cuando los estudiantes interactian con situaciones problema en tanto objeto
de conocimiento comun a lo conceptual y lo algoritmico derivado del marco epistémico de
Newton. Por lo cual es indispensable analizar la interaccién entre la componente social y
la componente intrinseca al sistema cognoscitivo a través de la nocién de mediacién social,
especificamente a través de caracterizar los tipos de mediacion social (ver Muiioz, 2001).
Aun mds en Matemadtica Educativa es necesario tener control de esas constituciones de
marcos epistémicos en la sociedad contemporanea via la institucién escolar. Para lo cual,
la segunda hipdtesis nos guiara en el sentido que entre mas precisemos los tipos de mediacién
social ganariamos precision acerca de: en que momento la intervencion del profesor es
necesaria, en que momento es necesaria la interaccidn estudiantes-situacion problema y en
que momento se le debe ceder el paso a los procesos comunicativos. Sin embargo, una
pregunta obligada de importancia capital y muy compleja es (Como llevar a cabo dichos
tipos de mediaciones?

Consideraciones finales

Un hallazgo de nuestra investigacién cuando intentamos controlar la génesis artificial de
la relacion entre lo Conceptual y lo Algoritmico consiste en perfilar un rol del profesor que
no se corresponde con la devolucion ni con la institucionalizacién (Brousseau, 1994;
Brousseau, 2000) sino con un tipo de intervencién del profesor en el sentido de introducir
propiedades que no pueden ser “abstraidas” por la interaccion entre los estudiantes y el
objeto de conocimiento comun a lo Conceptual y lo Algoritmico, y en donde es imprescindible
la mediacidn social, por ejemplo, cuando los estudiantes desarrollan la hoja de actividades
No.3 (descrita anteriormente) el profesor introduce el andlisis de la variacién local de la
variable independiente para poder predecir la evolucién de la variable dependiente.

Asi, nuestros hallazgos nos han permitido percibir a la Didactica del Calculo integral en
el sentido de desentrafiar las condiciones para propiciar y controlar la génesis artificial, de
la relacién entre lo conceptual y lo algoritmico, que necesariamente exige el funcionamiento
del sistema didéctico inmerso en un contexto sociocultural especifico; a lo cual denominamos
génesis diddctica.
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