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Resumen

El Calculo Numérico, en las carreras quimicas tiene diversos usos; en particular en el
presente trabajo nos concentraremos en la resolucion de ecuaciones algebraicas. Esta eleccion
se fundamenta en la gran aplicabilidad del tema a la determinacion del pH en ciertas
soluciones de acidos débiles y sus respectivas sales. De hecho, cuando los estudiantes
intentan aplicar los métodos numéricos para la determinacion de un pH en el laboratorio
de Quimica Analitica, lo que obtienen, en general, no es correcto, y frecuentemente ni
siquiera tiene sentido quimico.

En este tipo de problemas, la visualizacién y experimentacion tiene un papel fundamental
en la comprension, la resolucion y principalmente, en el logro de aprendizajes significativos.
Esta forma de trabajo requiere de cierto equipamiento informatico y de un software apropiado.

En este articulo se analiza el problema mencionado, se presentan algunos resultados y se
formulan conclusiones.

Introduccion

La mayoria de los trabajos de Matematica Educativa en el nivel superior, estan dirigidos a
los cursos de Analisis Matematico, Algebra, Estadistica o Ecuaciones Diferenciales. Otras
dreas de la Matematica, como es el caso del Calculo Numérico, no son tan frecuentadas por
los investigadores. Por ejemplo, en RELIME segun el informe presentado en Julio de 2001
(Farfan, R. M., 2001), se han publicado ya 39 articulos, de los cuales ninguno trata
especificamente temas de Calculo Numérico. No obstante, se trata de una materia fundamental
en diversas ramas de la Ingenieria y su aplicabilidad se ha ido incrementando a causa del
desarrollo tecnologico durante las Gltimas décadas. En efecto, el uso generalizado de
computadoras y calculadoras programables ha propiciado una utilizacién mucho mas amplia
de dicha rama de la Matematica.

El problema mencionado (la determinacidon del pH en ciertas soluciones) tiene interés
educativo, ya que proporciona una motivacion intrinseca para el dictado de ciertos temas
de Calculo Numérico (Martinez Luaces, V., 2001). En efecto, el mismo permite analizar
varios temas: {a) problemas de convergencia, {(b) existencia de varias raices de las cuales
s6lo una es quimicamente correcta, (c) problemas de redondeo, y (d) la eleccion de €l o los
puntos iniciales del proceso iterativo (Martinez Luaces, V. & Guineo, G., 20021

En principio, la parte quimica no presenta mayores dificultades. En efecto: Quimica Analitca
es una de las primeras materias de las carreras involucradas y las ecuaciones para hallar &
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pH son relativamente faciles de deducir y entender para un estudiante de Quimica.

Los pre-requisitos matematicos tampoco deberian ser un obstaculo grave, ya que son muy
pocos, son sencillos y ademas conocidos por el estudiante. Por ejemplo: el método de
biseccién no es mas que una aplicaciéon obvia del Teorema de Bolzano (Burden, R. L. &
Faire, J. D., 1985). Analogamente, el Método de la Secante y Regula Falsi, simplemente
recurren a la férmula de la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos del plano (Burden,
R. L. & Faire, J. D., 1985). Como ultimo ejemplo, el Método de Newton-Raphson solo
requiere conocer como hallar la tangente a una curva por determinado punto (Burden, R.
L. & Faire, J. D., 1985).

No deberia haber, entonces, mayores dificultades quimicas ni matematicas, sin embargo,
cuando el estudiante interta resolver solo el problema, en general no lo logra.

Para resolver esta dificultad resultan particularmente adecuadas las ideas de Vigotsky. Este
autor menciona dos niveles de desarrollo: el nivel de desarrollo actual y el nivel de desarrollo
potencial. Mas aln, define la “Zona de Desarrollo Préximo” (ZDP) como “la distancia entre
¢l nivel de desarrollo actual determinado por la capacidad para resolver independientemente
un problema, y el nivel de desarrollo potencial, determinado a través de la resolucién de
un problema bajo la guia de un adulto o en colaboracién con compafieros mas capaces”
(Vygotsky, L.S., 1978). Pues bien, esta es la situacion en este caso, ya que en principio los
estudiantes tienen los conocimientos necesarios (quimicos y matematicos), pero por si solos
no logran el objetivo propuesto. Por tanto, para crear la ZDP, el docente debe actuar como
un facilitador. Es decir, en lugar de dar instrucciones directas, debe guiar a los estudiantes
en la exploracién y experimentacion.

En el presente trabajo, hemos escogido SCILAB (Goémez, C. et al, 1999), que permite no
solo experimentar numéricamente, sino ademas visualizar dentro del mismo entorno, donde .
estan y cuales son las dificultades.

Desarrollo

En los cursos pre-universitarios de Quimica se ensefia a realizar cilculos de pH en base a
formulas sencillas, pero solamente aproximadas (Day Jr. R. & Underwood, A.,1980) Mas
ann, en ciertos casos, esas formulas dan resultados muy pobres (Labandera, F. & Martinez
Luaces, V, 1994) y es necesario sustituirlas por otras mejores, basadas en la regla de
electroneutralidad (Day Jr. R. & Underwood, A.,1980). Por ejemplo, para un 4cido débil
monoprotico, la electroneutralidad se traduce en la siguiente foérmula:

donde la incégnita es [H ]
A g (recuérdese que el pH es —log [H ])
[t ] Realizando operaciones sencﬂlas
(comun denominador, pasaje de
términos; etc), esta ecuacion se lleva
a la forma A[H ]) = 0, siendo fun
polinomio de grado 3.

7 L +
Lo H J
W, +Vs) ,:\1 + K_ /

(Labandera, F., Martinez Luaces, V, 1994)
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Como es sabido, la ecuacién polinémica de 3° grado admite una solucion exacta, por radiciles
(Rey Pastor, J. Pi Calleja, P., Trejo, 1952). Sin embargo, esa posibilidad -de resolver el
problema en forma algebraica- no es generalizable. Por ejemplo, si se disuelven algunas
sales (como es el caso del Na,HPO., fosfato acido disddico) en agua, la ecuacidn pasa a
ser de mayor grado. Concretamente, para el Na,HPO,, la electroneutralidad conduce a la
férmula (Martinez Luaces, V. y Guineo, G., en prensa):

Mediante operaciones sencillas,
J también se lleva a la forma f{ [H+]

—

)= 0, siendo f un polinomio de
+ grado 5. Se sabe que este tipo de
lH+J e 7+ | H+J3 ecuacion no es soluble medlgnte
+ + radicales, resultado muy conocido,

K, K,K; KK, K; (ebidoaN.H. Abel (Rey Pastor, J.
Pi Calleja, P., Trejo, 1952)

ool [

Todo lo anterior, sugiere la busqueda de soluciones numéricas, al menos mediante los
métodos mas comunes: iteracion funcional, método de Newton-Raphson, biseccidn, secante
y Regula Falsi (Burden, R. L., Faire, J. D., 1985). Desde el punto de vista educativo, las
formulas quimicas anteriormente mencionadas soélo utilizan dos conceptos muy elementales
(electroneutralidad y constantes de equilibrio), que son conocidos por los estudiantes y
faciles de entender, aunque no tan ficiles de aplicar en la practica. En cuanto a la parte
matemdtica, el método de iteracién funcional solo requiere saber despejar [H+], Newton-
Raphson sélo utiliza el concepto de derivada y tangente a una curva, para biseccion basta
conocer el Teorema de Bolzano y para los dos ltimos (secante y Regula Falsi), s6lo se
necesita la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos del plano (Burden, R. L., Faire, J.
D., 1985). En el Uruguay, todos esos temas -tanto los de Quimica como los de Matematicas-
se ven en los cursos pre-universitarios de Ensefianza Media y se puede considerar que son
parte del “nivel de desarrollo actual” del estudiante en los primeros afios de las carreras
quimicas.

A pesar de que todos estos temas son bien conocidos por los estudiantes, cuando €stos
intentan aplicarlos (y calcular un pH en el laboratorio), obtienen resultados erréneos. Més
aun, muchas veces obtienen resultados que ni siquiera tienen sentido quimico.

Estos calculos del pH estan en el nivel de desarrollo potencial, al que los alumnos pueden
llegar con la ayuda de un experto y con el equipamiento adecuado (computadora o calculadora,
software apropiado; etc).

Veremos entonces como crear esa ZDP que les permita llegar a resolver satisfactoriamente
los problemas antes mencionados.
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a) Iteracién Funcional y Newton-Raphson

Por ejemplo, en el caso del acido débil monoprdtico, es muy facil despejar [H+] del primer
término, siendo entonces:

que es de la forma [H+] = g [H+] )y que
es todo lo que se necesita para utilizar los
[1—1+ ]: K + CaVa ~ %Gy meétodos de punto fijo, o iteracion funcional
| H*|) Va+Vy, (Burden,R.L.& Faire, J. D., 1985). Cabe
(Va+Vp)| 1+ K observar que esta operacion es igualmente
sencilla en el otro caso presentado (el de la

ecuacion de quinto grado).

as

Para el método de Newton-Raphson (Burden, R. L., Faire, J. D., 1985), basta trabajar con
la forma polindmica de las ecuaciones, i.e . f{ [H+] ) =0 donde el grado de f dependera
de cudl es el problema. En cualquiera de los dos métodos se parte de una aproximacién
inicial [H+], que da origen a una proceso iterativo, que puede converger en principio a
distintas raices y con distintas velocidades de convergencia (Martinez Luaces, V. & Guineo
Cobs, G., 2002).

Una forma de visualizar lo anterior es mediante el grafico siguiente:
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En este grafico pueden verse los distintos trazos correspondientes a distintas raices (la que
tiene sentido quimico es la linea de mayor espesor) y » es el nimero de iteraciones hasta
parar el proceso. Como criterio para parar el proceso se tomo el que dos iteraciones sucesivas
difieran en 0.01 o menos, ya que eso mismo es lo que hacen en general los estudiantes (el
hecho de tomar 0.01 como tolerancia en el pH es un tema quimico (Kolthoff, I.; Sandell,
E., 1943), no matematico).

b) Biseccion, Secante y Regula Falsi

En los tres métodos se parte no de una, sino de dos aproximaciones iniciales: [H Iy
[H ]2, a partir de los cuales se obtienen los demas 1terandos (Burden R. L. & Faire, J. D.,
1985). Por lo tanto, el valor de » depende del par ( [H iy [H ]2), porlo que la v1suahzac1on
en este caso la realizamos con un grafico donde se representa » en funcion de [H+], [H 12,
como el siguiente:

La zona marcada con “A” corresponde a la inica raiz con sentido quimico, la zona “B”
corresponde a otra raiz, la “C” a valores para los que no hay convergencia, y el resto del
mapa converge a la tercera raiz, correspondiendo los tonos mas claros a mayor cantidad de
iteraciones.

Tanto el grafico que se presentd como ejemplo (Newton — Raphson) como los gréaficos
correspondientes a los otros métodos se realizaron mediante programas sencillos en SCILAB
(Goémez, C. et al, 1999) que realizan los calculos y luego los grafican en el mismo entorno.
por lo cual resulté muy apropiado para este fin.

Desde el punto de vista educativo, creemos que si bien es muy importante que los docentes
dispongan y conozcan estos graficos, conviene que no los presenten a priori a los estudiantes
como un asunto resuelto. Por el contrario, la idea es que los propios estudiantes exploren
diversos valores, prueben con los diferentes métodos propuestos, vean por si mismos cuales
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son los problemas de redondeo; etc. Toda esta exploracion debera contar con la ayuda del
docente (0 un compafiero mas avanzado) y programas sencillos para automatizar la aplicacion
de los algoritmos y acelerar el calculo.

Como etapa final, se puede considerar conveniente que observen graficos como los
mencionados anteriormente, que les den una visién global del problema y las dificultades
de la convergencia para ciertos valores, o la obtencién de otros sin sentido quimico. Esto
en principio, confirmaria los resultados parctales obtenidos por los estudiantes. En efecto,
para obtener una vision global, es necesario construir un programa que admita el ingreso
de datos, realice los calculos para todos los valores posibles de acuerdo al método de
aproximacion elegido y luego los grafique (con diferentes colores y tonalidades) y todo esto
esta fuera del alcance de un estudiante comin de Quimica cuyos conocimientos de computacion
son mas bien elementales.

Lo importante, entonces, es crear la ZDP a través de problemas reales, que conlleven una
motivacidn intrinseca en el estudiantado.

Resultados

Estas actividades, basadas en la resolucién de problemas provenientes de otras asignaturas,
fueron instrumentadas en primera instancia para los cursos de segundo afio: “Computacién
y Calculo Numérico”, “Estadistica” y “Ecuaciones Diferenciales”.

Los cursos de primer afio (“Analisis Matematico I”, “Algebra” y “Analisis Matematico 11”)
quedaron para una segunda etapa, que todavia no se ha empezando a implementar, por
problemas internos del departamento.

Esta situacidon de transicién nos permite obtener algunos resultados, como veremos a
continuacion. En efecto, las evaluaciones docentes muestran diferencias interesantes entre
los docentes de primer y segundo afio, en las cuales inciden notablemente las diferencias
entre unos cursos y otros.

Antes de analizar las diferencias observadas, conviene describir brevemente como se realizan
las mencionadas evaluaciones docentes. En primer lugar, cabe aclarar que los formularios
que se utilizan contienen 25 preguntas y que los mismos se responden en forma anénima
y se procesan utilizando un escaner, por funcionarios no docentes, asegurando el anonimato.

Los resultados se le comunican al docente (y al responsable del servicio) por medio de un
librillo con las respuestas de la clase a cada pregunta. A su vez, esas respuestas son
promediadas sobre todas la clase y de esto resulta un puntaje de cero a diez para cada una
de las 25 preguntas. '

En un trabajo anterior (Gémez A. & Martinez Luaces, V., 2002) se procesé toda esta
informacion utilizando técnicas de Analisis Multivariado. En particular, se definié una
variable denominada “Aplicaciones”, que consistia en un vector de R’, con los guarismos
obtenidos por cada docente (en la escala mencionada de cero a diez), a dos preguntas
concretas, a saber:

691



Pregunta 11: Establece conexiones con los contenidos de otras asignaturas.

Pregunta 12: Da a la asignatura un enfoque aplicado, ofreciendo ejemplos y aplicaciones
a la vida real y profesional.

Con esa variable “Aplicaciones” y con los 12 docentes involucrados se hizo un Analisis de
Clusters (Gomez A. & Martinez Luaces, V., 2002), resultando un grupo de 5 docentes
claramente distanciado del resto por sus mejores resultados. De ellos, sélo uno trabaja en
los cursos de primer afio; los otros cuatro, son los responsables de los cursos de Ecuaciones
Diferenciales, Estadistica y de los mddulos de Computaciéon y de Célculo Numérico.

Mas ain, se hicieron clusters con las 25 preguntas (“cluster general”) y otro con 23 preguntas,
omitiendo especialmente la 11 y la 12 (“cluster sin aplicaciones”). Es interesante comprobar
que los docentes que ocupan el 2° y 3° lugar en el “cluster sin aplicaciones”, aparecen varios
puestos mas abajo en el “cluster general” e inversamente, el docente que ocupa el 2° lugar
en el “cluster general” aparece varios puestos mas abajo cuando no se tienen en cuenta las
aplicaciones.

En otras palabras, pese a ser solamente dos preguntas en 25, su incidencia es enorme, a tal
punto que docentes muy buenos pasan a un nivel medio y viceversa, por efecto de dichas
preguntas (Gomez A. y Martinez Luaces, V., 2002).

Como si esto no bastara, se vio en otro trabajo la importancia que tienen los problemas de
otras asignaturas y de la vida real en algo tan fundamental en el estudiante como lo es la
motivacidon (Martinez Luaces, V., 1998).

Las motivaciones pueden ser extrinsecas o intrinsecas, es decir que pueden provenir del
exterior (ej.: aprobar un examen) o del interior (el propio interés por resolver un problema).
En un buen curso se debe procurar que los factores intrinsecos estén en mayoria (Gonzalez,
B. E., 2001) y en este sentido la modelacién y resolucion de los problemas reales es un
elemento fundamental. Esto Gltimo ha sido comprobado y analizado in extenso en el trabajo
ya mencionado (Martinez Luaces, V., 1998).

Conclusiones

El ejemplo analizado proviene de un problema real que los alumnos deben enfrentar en otra
asignatura. Este hecho por si solo, ya genera una actitud favorable y provoca motivaciones
intrinsecas, al no tratarse de un problema matematico, sino de un problema de sus propias
carreras.

El problema anterior tiene realmente muy pocos pre-requisitos, tanto quimicos como
matematicos, ya que los conocimientos requeridos estan en el “nivel de desarrollo actual™
de los estudiantes. Sin embargo, la imposibilidad de resolver solos el problema, lo situa en
el “nivel de desarrollo potencial”, al cual pueden acceder con la ayuda de un experto. Se
crea entonces una ZDP, en la cual el experto no actia a través de clases magistrales, sino
como orientador. En todo ello, la visualizacion y la experimentacién con la computadora
juegan un papel esencial.

El estudiante no se limita a tomar apuntes, sino que ¢! mismo va explorando y visualizando
sobre la marcha las limitaciones y ventajas de los distintos algoritmos y su posible aplicacion
al problema quimico propuesto. Como resultado final, todo esto conduce a las motivaciones
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intrinsecas de los estudiantes y al logro de aprendizajes significativos.
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