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Resumen

Este taller surge con el proposito de profundizar y construir nuevos significados en torno
a uno de los conceptos centrales del Calculo, la nocién de funcién. Nuestra perspectiva se
basa en que, en términos de la construccion social del conocimiento, el concepto de funcion
devino protagdnico hasta que se le concibe como formula y con ello la integracidn de dos
dominios de representacion: el algebra y la geometria. La puesta en funcionamiento, en
situacion escolar, de esta hipotesis epistemoldgica plantea retos didacticos, y por tanto
metodolégicos, que no son triviales. En particular el presente trabajo es el resultado de
cansiderar a las calculadoras graficadoras como una variable didactica para el disefio y
puesta en escena de ingenierias diddcticas para la construccion de funciones. Especificamente
trataremos en esta ocasion la construccion de polinomios de variable real a través de
operaciones graficas.

Introduccion

Este taller surge con el propdsito de profundizar y construir nuevos significados en torno
a uno de los conceptos centrales del Calculo, la nocidn de funcién. Segin Cantoral & Farfan
(1998), el concepto de funcién devino protagoénico hasta que se le concibe como férmula
y con ello la integracion de dos dominios de representacion: el algebra y la geometria. Su
desarrollo se ha producido practicamente a la par del humano ya que se encuentra presente
en las correspondencias entre cantidades trabajadas en la antigiiedad hasta los debates
actuales, tanto en el ambito de la comunidad de matematicos como en su incorporacion y
presencia en la curricula actual.

Para Farfan (1992), entre las causas que hacen de la funcién uno de los conceptos matematicos
mas dificiles de dominar y ensefiar en la escuela, se encuentran las diversas concepciones
y multiples representaciones de ésta, potenciadas por el hecho que la ensefianza tiende a
sobrevalorar la algoritmizacioén y los métodos analiticos por encima del desarrollo de
habilidades propias del pensamiento matematico. Por ello, consideramos interesante incorporar
al discurso matematico escolar algunos de los elementos que permitieron la génesis del
concepto de funcidn, a saber, la visualizacidn, la prediccidn, el reconocimiento de patrones,
la analogia entre otros, para lo cual proponemos apoyarnos en herramientas tecnoldgicas
como las calculadoras graficadoras para trascenderlas, es decir, mediante el disefio de
situaciones matematicas que permitan “independizarse” de su uso, generando un universo
grafico rico en significados.

Algunas investigaciones (Miron, 2000; Penglase & Arnold, 1996) dan evidencia de que la
utilizacidn de calculadoras graficadoras ayudan a desarrollar una comprensién mas global
del concepto de funcidn pues permiten visualizar sus graficas y establecer relaciones entre
éstas y expresiones algebraicas de las funciones correspondientes A su vez, los registros
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grafico y numérico adquieren un nuevo estatus, pues permite a los alumnos comprende
que los problemas algebraicos se pueden resolver grafica o numéricamente tan bien come
con la manipulacion algebraica. En este sentido estd dirigido nuestro taller, en donds
resolveremos algunas situaciones matematicas para la construccion de funciones utilizandc
las calculadoras graficadoras.

Encuadre teérico y justificacion

Dentro de la perspectiva de investigacion en que esta inmerso este trabajo nos interesan dos
asuntos intimamente relacionados: en primer lugar la hipétesis epistemologica que ha surgidc
de diversas investigaciones (Farfan, 1997), que han mostrado que para tener acceso a las
ideas de Calculo y al pensamiento variacional es necesario poseer un universo grafico ricc
en significados que posibilite, esencialmente, la transferencia de campos conceptuales
virtualmente ajenos, a causa de la ensefianza tradicional, el lenguaje algebraico y el lenguaje
grafico. En segundo lugar nos ocupa el problema didactico que surge como consecuenciz
de lo anterior y que estriba fundamentalmente en la dificultad cognitiva para adquirir maestria
en el contexto grafico ya que, por ejemplo, en el plano de la argumentacion es mucho mas
facil mostrar la existencia de una raiz doble algebraicamente que geométricamente, razén
entre otras por lo que en la ensefianza se acude al refugio algoritmico con facilidad.

Uno de lo primeros pasos que se han dado para tratar el problema didactico mencionado

- con anterioridad es el de las operaciones grdficas bdsicas (mas adelante presentamos los
detalles) cuyo objetivo es el establecimiento de un isomorfismo operativo entre el dlgebra
basica y el estudio de curvas (Farfan, 2000). Trabajos posteriores han puesto el acento en
la visualizacion de funciones (Cantoral & Montiel, 2001) donde los elementos que entran
en juego son predecir, bosquejar, imaginar, analizar y describir una grafica, mismos que,
en conjunto, pertenecen al proceso de visualizacion.

De acuerdo a lo anterior nuestro interés para este taller es, entonces, retomar y ampliar
algunas de las ideas de los trabajos mencionados con anterioridad en lo que respecta a la
construccién de graficas de funciones.

Primera parte: polinomios elementales y operaciones grificas basicas

Consideramos conveniente en este momento realizar algunas actividades tendientes a estudiar
los efectos graficos que sufre la funcion f{x) = x” al variar el parametro n (= 1, 2, 3, 4...)
utilizando el menu dindmico de la calculadora y su explicacion desde las expresiones
algebraicas. Luego investigar, de la misma manera, las funciones f{x} = Ax" y flx) =x"+
C,y=(x + B)'todosellos para (n=1, 2, 3, 4...)

Construccion de la grdfica de polinomios de primero y segundo grado a través de operaciones
grdficas basicas

De las conclusiones de las actividades anteriores se desprenden algunos principios de las
operaciones grdficas bdsicas con funciones que presentan la posibilidad de operar graficas
en analogia con los niimeros o las variables al dar sentido grafico a operaciones fundamentales
tales como:
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o -fix) y f-x): Reflexidn respecto al eje x y al eje y respectivamente.

e  fixta)y fix-a), con a > 0: Traslacién en la direccic’)h del gje x, a la "izquierda" y a la
"derecha" a unidades respectivamente. '

o  fix)+a yfix)-a, con a>0: Traslacion en la direccidn del eje y, hacia "arriba" y hacia
"abajo" a unidades respectivamente.

o af{x), cona>0: Contraccién (a<1) o dilatacion (a>1) respecto al eje y.

En términos de la construccidn de funciones las operaciones anteriores nos abren la posibilidad
de construir una amplia gama de funciones a partir de una, considerada como prototipo.

De esta manera es posible construir las funciones lineales de la forma f1(x) = Bx + 4 (B0)
a partir del prototipo gi(x) = x al considerar las siguientes operaciones graficas basicas:

a) dilatar o contraer la grafica g1 por el factor |B| respecto al eje x.
b) si B<O0 reflejar respecto al eje x .
. ¢) Trasladar la grafica anterior en la direccion del eje y con lo que finalmente tenemos
la grafica de f1:"subir" (si 4>0) o "bajar" (si 4<0) A4 unidades la grafica anterior
con lo que finalmente tenemos a 11.
Ejemplo 1.
La construccidn de la grafica de y = -3x - 1 puede ser hecha a través de la siguiente secuencia
de operaciones graficas basicas (ver figura 1):

a) Graficare]l protfotipo

/.
/I

b) Dilatar por un factor 3 ¢) Reflejarla grifica d) Trasladar la grifica
(conrespecto aleje x) ala | precedente con respecto al | anterior una unidad hacla
grifica anterior yas eje x para obtener abajo yasi obtenerla
obtener la gréfica de la grifica de grifica de
al=x y=3x p= 3 = 3xl

Figura 1

De manera analoga es posible construir las graficas de las funciones cuadraticas de la forma
S2(x)=Cx” + Bx + A. El método se basa en la tradicional técnica de "completar el cuadrado”

de la siguiente manera:
_ Oox? Ot By Ay By, A B
f,(x)=Cx*+Bx+A4=C(x +Cx+C) C(x+2C) +C )

0

que puede ser escrita de la forma
fHx)=a(x—-h) +k

con
B 2

¢, h = ac

__B _ 4
5c Y k¢
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Por lo tanto es posible construir la grafica de la funcion f* a partir del prototipo g*(x)=x" al
considerar las siguientes operaciones graficas basicas:

a) Trasladar la grafica g; en la direccidn del eje x: 4| unidades a la derecha si 7> 0 o |4]
unidades a la izquierda si 2 <0.

b) dilatar o contraer la grafica resultante por el factor |a| respecto al eje x.

¢) sia<0 reflejar respecto al eje x .

d) Trasladar la grafica anterior en la direccién del eje y con lo que finalmente tenemos
la grafica de f: "subir” (si £0) o "bajar" (si £<0) |k| unidades.

Ejemplo 2.

La construccion de la grafica de y = -2(x - 3)° +1 puede ser hecha a través de la siguiente

secuencia de operaciones graficas basicas (Ver figura 2):

2)Graficare! b) Trasladar tres ) Dilatar por un | d) Reflejarla grafica | e) Traslsdar 1s gréfica
pototipo lugares a la derecha a | factor 2 (conrespecto|  precedente con anterior una unidad
gi(x)=x' pira obterer | aleje x)a la grdfica | respectoaleje xpara| hacia arrba yad
la grificade anterior yasiobtener | obtener lagrifica de | obtener la grafica de
l lagrfica de
g}’ 7= 3 7= %3 = 23 »=%n-3' 4

\l/ | /

Figura 2

Segunda parte: los polinomios como suma de funciones

Construccion de la grafica de polinomios de segundo grado

Sibien ya hemos estudiado la manera de construir las gréficas de los polinomios de segundo
grado a través de operaciones graficas basicas, la perspectiva que de aqui en adelante
adoptaremos nos motiva a proponer actividades tendientes a estudiar los efectos graficos
de variar el parametro A en la grafica de la funcién fx) = x> + Ax utilizando el ment
dindmico de la calculadora y argumentar sobre los efectos que se perciben. Estas actividades
culminan solicitando que, sin utilizar la calculadora y sin evaluar, se "bosqueje" la grafica
Jde las siguientes funciones: y= ¥’ +3x-2 y  y= x*-2x+3.

Construccion de la grdfica de polinomios de tercer grado

En cuanto a las funciones cuibicas tenemos que es posible construir, mediante las operaciones

zraficas basicas, a aquellas que tienen la forma . En este caso la secuencia de operaciones

zraficas basicas es la misma que en el caso general anterior solo que aplicada al prototipo
3

z:(x)=x".
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El problema general que consiste en la construccion de la grafica de una funcion ciibica
cualquiera de la forma f(x) = Dx’ +Cx* + Bx + A no puede ser resuelto sélo utilizando las
operaciones graficas basicas al prototipo gs(x)=x". Tal situacion es el resultado, en el plano
algebraico, de que no siempre es posible "completar el cubo" para transformar la expresion
Dx* +Cx* + Bx + A ala forma . Por ejemplo la expresion x* +3x” +2x s6lo puede ser escrita
como (x+1)* - x -1.

En el plano grafico tal problema se presenta por la existencia E

de graficas de funciones clibicas que no son el resultado de .

aplicar una secuencia de operaciones graficas basicas al B

protptipo g3(x)=x’ como por ejemplo la graficade y =x> - o . ."{‘h- j PO
x (Figura 3). =

En vista de lo anterior resulta necesario explorar las diversas N
posibilidades grdficas de las funciones cubicas las cuales i B
exploraremos con la ayuda de la calculadora con capacidad )

de graficacion. Figura 3

Para ello primero hagamos algunas simplificacioncs cn cuanto a los paramctros cn la cxpresion
. 2
fi(x) = Dx? +Cx* + Bx + 4:
s Ya que fi{x) = Dy} +C* + Bx+ A = D(x +%,‘»1 +.%,‘-+IA), la grifica de f; es una contraccién o
B .
- . , <y 2 -
dilatacién dc una grafica de una funcién de la forma y = x* +Cx* + Cox + C;. Entonces basta-
cstudiar las formas graficas de estas ultimas.

e Como la gralica de y = x” +Cix” + Gox + C; es una traslacion en la direccion del gje v de la
. 3 2 . . .
grafica de y = x° +Cux” + Cux , entonces basta con estudiar aquellas que lienen esta Gltima
forma.

S {eAST 55 8
o) (oA SHS e ASTHS)

entonees su grafica ¢s una traslacién en la dircecién del ¢je x de una de la forma y=x' + D+ Dy
cuya grifica es la traslacion en la direccién del ¢je y de la grafica de la forma y=x*+ Dyx. '

:
WO
1
wln
~—
—_

De acuerdo a todo lo anterior entonces el estudio para determinar todas las formas graficas!
de las funciones cubicas puede ser reducido al estudio de aquellas de la forma y =x’+ Dix.
(Que bien podemos llamar del tipo x* + "recta"). Ahora procedamos a una exploracion con
la calculadora con capacidad de graficacién. Para ello, se solicita estudiar y argumentar
sobre los efectos graficos que sufre la grafica de la funcién y = X’ + Ax al variar el parametro;
A (utilizando el menu dinamico de la calculadora). Se hace pertinente investigar ;Qué pasa
cuando 4| es pequefio? Y, sin utilizar la calculadora y sin evaluar, "bosquejar" la grafica
de funciones como las siguientes: y = x* + 3x* +x+2,y= x* + 3x* - 2x + 2.
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Construccion de la grdfica de polinomios de cuarto grado

La propuesta de este apartado es explorar la construccion de todas las posibilidades grdficas
de los polinomios de cuarto grado de la forma fi(x) = Ex* + Dx’ +Cx* + Bx + A4, ya que es
posible reducir su estudio, mediante consideraciones parecidas a las hechas con las funciones
clibicas, a aquellas que son de la forma y = x* + Ax* + Bx y discutir sobre el ;por qué? de
esta consideracion y sobre la potencialidad de la misma para generar nuevos significados.(Que
bien podemos llamar del tipo x* + "parabola™).

Las actividades propuestas para este apartado siguen los lineamientos planteados en los
paragrafos anteriores por lo que no seran desarrollados en extenso.

Tercera parte: los polinomios como producto de funciones

En este apartado se problematizara sobre la construccion de polinomios de segundo y tercer
grado mediante el uso de la operacion grafica “producto”. Asi, se propone reflexionar sobre
las formas de una parabola (polinomio de segundo grado) como el producto de dos rectas
tpolinomio de primer grado) asi como también, estudiar las funciones cubicas como producto
de pardbola y recta.

Para este estudio se hace relevante analizar el significado grafico de las raices o ceros de
‘as funciones ya que éstos en un producto permanecen constantes. ;Qué significa una raiz
simple, una doble o una de multiplicidad 3? Son cuestiones que se propone investigar
mediante el recurso de la calculadora graficadora. ; Cémo obtener las distintas graficas de
‘as parabolas y de las cubicas mediante el producto de funciones mas simples?

Conclusiones

=ste taller fue disefiado con el proposito de profundizar y construir nuevos significados en
wmo a uno de los conceptos centrales del Calculo, la nocion de funcién. En el mismo,
zonsideramos a las calculadoras graficadoras como una variable diddctica para el disefio
» puesta en escena de ingenierias diddcticas para la construccidén de funciones. Este
mercamiento se basa en que, en términos de la construccidn social del conocimiento, el
zancepto de funcidn devino protagdnico hasta que se le concibe como férmula y con ello
2 integracion de dos dominios de representacion: el algebra y la geometria. La puesta en
Lincionamiento, en situacion escolar, de esta hipétesis epistemoldgica plantea retos didacticos,
 por tanto metodologicos, que no son triviales.

Especificamente tratamos la construccidon de polinomios de variable real a través de
areraciones graficas con el fin de dejar en los asistentes la inquietud de seguir investigando,
x;alizando y profundizando en la construccion de graficas de polinomios desde esta
perspectiva.
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