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Investigar en pensamiento matematico avanzado

Introduccion

Investigar en una determinada &ea, como en € llamado Pensamiento
Matematico Avanzado, requiere situarse en € conjunto de la Educacién
Matematica.

Comenzamos el capitulo explicitando qué se entiende por Pensamiento
Matemético Avanzado y sometiendo a discusion la existencia o no de una clara
division entre el Pensamiento Matematico Elemental y e Avanzado, y qué
diferencias les serian atribuibles.

Presentamos brevemente algunos modelos que se utilizan en la investigacion
de los procesos cognitivos implicados en e aprendizaje de conceptos mateméticos
complejos. Y damos a conocer algunos de los aspectos que toman en cuenta
ciertas investigaciones en su linea de estudio, lo cual nos permite mostrar
especificamente algunas de las aportaciones y prospectivas de investigaciones
realizadas desde €l interés de la Didacticadel Clculoy Andlisis.

Pensamiento matematico

Desde los afios 80 hay interés en la comunidad de matematicos y educadores
matematicos, en la forma de coOmo piensan las personas que se dedican
profesionalmente a las matematicas, es decir un interés por estudiar la psicologia
del pensamiento matematico. Los investigadores interpretan como entienden las
personas un contenido especifico matematico, caracterizan los procesos de
comprension de los conceptos y procesos propiamente matematicos. Freudenthal,
Poincaré, Hadamard, han hecho estudios de tipo introspectivos a anaizar su
propia actividad personal como mateméticos o Polya a través de estudiar la
produccion de sus alumnos. De otra forma, también se reconoce € aporte de
Piaget.

Existen algunas versiones sobre como se interpreta e desarrollo del
pensamiento matemético. Puede entenderse como una reflexion espontanea que

138 I Investigaciones en educacion matematica. Aportes desde una unidad de investigacion



Sabrina Garbin Dall’Alba e

los matematicos realizan sobre la naturaleza de su conocimiento y sobre la
naturaleza del proceso de descubrimiento e invencién en mateméticas. Por otra,
como parte de un ambiente cientifico en e cua los conceptos y las técnicas
matematicas surgen y se desarrollan en la resolucion de tareas;, otra vision
considera que e pensamiento matemético se desarrolla en todos los seres
humanos en e enfrentamiento cotidiano en multiples tareas y en un sentido
moderno, que el pensamiento matematico incluye por un lado, pensamiento sobre
tépicos matematicos, y por otro, procesos avanzados del pensamiento como
abstraccion, justificacion, visualizacion, estimacion o razonamiento bajo hipotesis
(Cantoral y otros, 2000).

En 1986 se reunieron Gontran Ervynck y David Tall para formar un grupo de
estudio sobre Pensamiento Matematico Avanzado (PMA) y trabgjar en un libro
(Tall, 1991) con & mismo nombre, consideraron las matematicas de secundaria'y
las de universidad, tratando de conectarlas con la manera de pensar de los
matematicos. Es decir, desde este comienzo, estarian incluidos bajo € nombre del
PMA los dltimos afios de la escuela secundaria hasta €l pensamiento formal
axiomético basado en definiciones y demostraciones. Afios después, en otras
publicaciones, se ha debatido el significado de la frase Pensamiento Matematico
Avanzado. ¢Deberia € término “avanzado” referirse a las Mateméticas o d
pensamiento 0 a ambos? Sternberg (1996) escribié en e Ultimo capitulo de su
libro sobre la naturaleza del pensamiento matemético, “no existe un acuerdo sobre
gue es e Pensamiento Matematico’. En este capitulo consideramos ambas
perspectivas, como fue laintencion de los fundadores del primer grupo de estudio
(Harel, Selden, y Selden, 2006).

¢ Existe una clara division entre el PME y el PMA?

Por etapa elemental se entiende normalmente aquella que tiene lugar hasta
Secundariay la etapa avanzada aguella que esta relacionada con la Ensefianza de
la Matematica en la Universidad. Pero entre ambas se puede ubicar una etapa de
transicion, que aparece en diferentes momentos y distintas duraciones, segun €l
Paisy aveces segun el area de Matemética que se esta ensefiando.

Delimitar ambas etapas y saber reconocer dicha transicion ha sido de especial
interés para algunos investigadores. Tall (1991) y Dreyfus (1990, 1991), han
elaborado una teoria cognitiva con relacion a desarrollo y crecimiento del
pensamiento matematico avanzado, y es el mismo Tall quien afirma que € lugar
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donde & pensamiento matematico elemental (PME) se convierte en avanzado no
se ha definido con precision.

Los procesos cognitivos que intervienen en la resolucion de cuestiones que
involucran conceptos mateméticos propios de la etapa avanzada, son procesos
como €l de representacion, trandacién y abstraccion entre otros.

Otra distincién entre una etapay otra, esta en relacién con la caracteristicay €l
nivel de los estudiantes como, por gemplo, los cursos preuniversitarios o
universitarios.

Al comparar el pensamiento avanzado con el elemental sefialan:

e Seensefiaunamayor cantidad de conceptos en menor tiempo.

e Se ensefia con mayor frecuencia los contenidos del curriculo de manera
formal antes de que el estudiante se haya familiarizado con ellos de manera
informal.

e Se ensefian conceptos gque historicamente evolucionaron muy lentamente y,
al mismo tiempo, se exige €l aprendizaje de demostraciones estandar y la
realizacion de construcciones mental es abstractas.

e Se ensefia una mayor cantidad de conocimientos mateméticos y se exige la
comunicaciéon de los mismos y e aumento de estrategias de trabagjo; se
espera, ademés, que los estudiantes adquieran la habilidad de distinguir
entre pensamiento matematico y metamatemético.

e Seevalliaalos estudiantes en tiempo cortos y se reducen las actividades a
tareas el ementales; de esta manera se dificulta una evaluacién que tome en
cuenta la comprension, €l andlisisy la sintesis, y no sdlo la reproduccion de
conocimientos por parte del estudiante.

Bajos ciertos modelos de ensefianza y con otras palabras, en € siguiente
cuadro (Calvo, 2001) aparecen las diferencias que podrian presentarse:
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Cuadro 1

Diferencias entre PME y PMA

Etapa Elemental

Etapa Avanzada

Estructura
de las
unidades
didéacticas

Son cortas, y en ellas no se
presentan diferenciacién
entre lateoriay la préctica

- Se presenta mucha informacién, en poco tiempo
y sin ser precedida por una familiarizacion previa
con las nociones que involucra;

Los espacios dedicados a lateoriay ala préctica
se presentan diferenciados y a menudo,
distanciados en e tiempo y dirigidos por
profesores diferentes, donde el profesor mas
calificado (en el é&ea matemética) suele
encargarse de lateoria.

Estrategias
utilizadas en
el aula

Basada en la resolucion de
problemas, entre los que
estan ausentes los pedidos de
justificaciones;

Presenta una tendencia hacia
la rutina de tareas, que
convive con un rechazo
ideoldgico alo no crestivo;

El uso de definiciones se
restringe a la descripcion de
objetos ya conocidos.

En las clases tedricas se trabaja sobre la base de
exposiciones magistrales centradas en la
presentacion de definiciones, teoremas y
aplicaciones,

La demostracion formal sustituye plenamente a
la explicacion discursiva como método de
validacion;

Las definiciones ya no describen objetos
conocidos sino que lo construyen formal mente;
En las clases précticas, los problemas para
resolver pasan a un segundo plano y son
sustituidos en gran nimero por problemas para
demostrar;

No se fomenta la rutina de tareas pero se exige
implicitamente.

Dispositivos
didacticos

Libros de texto, fichas de
trabgo, u otros materiales
impresos que € profesor
sigue literamente, muy
procesados para que estén “a
punto” para ser usados por €l
alumno y conteniendo toda la
informacion requerida.

Aunque se sugieren libros de texto, e profesor
no lo suele seguir estrictamente;

El alumno produce su propio material, el cual a
menudo debe completar con blsgueda
autonomas de informacion.

Roles del
profesory
los alumnos

Profesor: es e responsable
del aprendizaje del alumno.
Alumnos. acanza con que
“sigan la clase” y hagan lo
gue el profesor les indica en
cada momento.

Alumnos: son responsables de su aprendizaje,
por lo que: deben ampliar e horario de estudio
méas ala de la permanencia en e aula, deben
poder justificar todo lo que afirman (la intuicién
es ahora insuficiente), deben encontrar el
equilibrio entre sus conocimientos précticos y
tedricos, deben ser capaces de comunicar
adecuadamente esos conocimientos y deben ser
capaces de evaluar la correccion, relevancia o
elegancia de esaformulacion.

- Profesor: guia una parte del proceso de estudio.
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Cuadro 1 (cont.)

Etapa Elemental

Etapa Avanzada

Evaluacion

Sobre la base de examenes o
pruebas parciales
complementadas con
aportaciones mas globales
gue incluyen valoraciones de
la participacién en clase o del
desempefio en tareas
domiciliarias;

En las pruebas se piden
mayoritariamente reproducir
lo hecho en clase, con escasa
exigencia de justificaciones;
Los mecani Smos de
evaluacién ocupan cada vez
mas espacio en €l proceso de
enseflanza  tendiendo a
integrarseen é.

- Sobre la base de examenes, donde se suele pedir
la resolucién de problemas poco rutinarios y
donde la teoria, que ocupa la mayor parte del
tiempo de clase, no tiene una presencia
equivalente;

- Distanciada del proceso de ensefianza en tiempo
y también en espiritu desde que considera a las
clases précticas y tedricas impartidas como
simple ayudas de un proceso de estudio que €l
alumno debe redlizar por si solo, siendo este
proceso de estudio |o que se pretende evaluar.

Al detenerse en los contenidos del Cuadro 1y en lo anterior expuesto, se puede
decir, queentreel PME Yy el PMA debe suceder una etapa de transicion, que en un
primer momento debe ayudar a traspasar € aprendizaje del profesor a alumno,
incrementar en frecuencia y relevancia la demostracion y la definicion, y
favorecer los cambios del alumno sobre la manera de realizar sus tareas de rutina
y e como tratalainformacion y realizalos procesos matematicos (Garbin, 2005).

Se podria decir que los alumnos que se encuentran en la franja de edad de 15-
20 afos aproximadamente (Garbin, 2005), son los que estén en esta etapa de

transicion.

e Las matematicas de la escuela elemental se consideran como un estado
preliminar, como el primer nivel, del PMA. ES una etapa y un momento
intelectual en que los contenidos mateméticos no requieren de un
formalismo previo. Se trata fundamentalmente de la etapa en la que el
Algebra, Geometria y Aritmética, como afirma Tall (1995), se tratan a
nivel iconico, operacional y proceptual.

e Aquellas materias que requieren de una reconstruccion cognitiva, por las
dificultades que conllevan, como la geometria euclidiana, € célculo y €l
algebra, serian propias de la etapa de transicion del PME a PMA.

142 I Investigaciones en educacion matematica. Aportes desde una unidad de investigacion



Sabrina Garbin Dall’Alba e

Esquema conceptual y definicion del concepto
Diferencia entre esquema conceptual y definicion del concepto

Aungue no se puede establecer una distincion clara entre PME y PMA si se
pueden sefidar rasgos distintivos. Las investigaciones cognitivas especificamente
estan interesadas en los procesos (abstraer, representar, conceptualizar, etc.)
relacionados con el aprendizaje de conceptos mateméticos. Es fundamental tener
en cuenta que la forma en que se aprende no suele coincidir con la manera légica
formal de presentar un concepto matemético ante la comunidad matemética.

A finales de los 70 y principio de los 80 mientras algunos psicologos estaban
tratando de repensar la naturaleza y € desarrollo de los conceptos, otros
miembros del PME centraron su atencion en como son definidos los conceptos
matematicos y como los alumnos estan mas familiarizados con dichos conceptos
por el uso diario que tienen de ellos. Vinner y Hershkowitz (1980) refiriéndose a
la geometria introducen la distincion entre definicién del concepto (concept
definition) y esquema conceptual (concept image) y Tal y Vinner' (1981)
respecto a limites y continuidad. Siguiendo a Tall y Vinner (1981), la definicion
de un concepto es una secuencia de palabras o una definicién verbal del concepto,
fruto de su evolucion histérica. Las definiciones formales son convenidas y
aceptadas por la comunidad cientifica de los mateméticos en un momento dado
(suelen encontrarse en los libros). Las definiciones personales son las que utilizan
las personas (estudiantes, profesores, matematicos) como interpretacion,
construccion o reconstruccion, de una definicién formal.

El esquema conceptual: estructura cognitiva de un individuo asociada a un
concepto matemético y que incluye todas las imégenes mentales (imagenes
asociadas al concepto en su mente, incluyendo cualquier representacion del
concepto: gréfica, numérica, simbdlica,...), las propiedades y los procesos
asociados al concepto. La parte del esquema conceptual que es activado en un
tiempo particular, es llamada esquema conceptual evocado. Varias veces,
aparentemente las imagenes contrarias pueden ser evocadas. S6lo cuando los
aspectos contradictorios son evocados simultaneamente, tiene que haber un
conflicto o una confusién, en un sentido redl.

En la recopilaciéon y estudio que hacen de las investigaciones que se han
presentado en los distintos PME del 1976 a 2006, Harel, Selden y Selden (2006)

Este articulo fue seleccionado para formar parte de una recopilacion de 17 clésicos de la investigacion en educacion
matemética (Carpenter, Dossey y Koehler, 2004).
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afirman que se ha hecho comun a investigar las concepciones de los estudiantes y
enmarcar la discusion en término de la diferencia entre la definicion del concepto
y esquema conceptual .

Evolucion de la nocién de esguema conceptual, nueva caracterizacion y
esquema conceptual epistemol 6gico?

Hasta €l dia de hoy € constructo esquema conceptua ha ido matizandose y
caracterizdndose de diferente manera a través de investigaciones empiricas, a
modo de gemplo: esquema conceptual formal, esgquema conceptual informal,
esguema conceptua embodied, met-before del mundo embodied y e simbolismo,
esguema conceptual independiente. En funcidn de la efectividad se distinguen
esguema conceptual eficiente y esguema conceptual degenerado (Tall, 2001,
2004, 2005; Pinto y Tall, 1999, 2001; Przenioslo, 2004, 2005; Chiny Tall, 2000,
2001; Chae y Tall, 2005; Watson, Spyrou y Tall, 2004; Watson y Tall, 2002;
Garbin, 2005; Valdive, 2008y Valdivéy Garbin, 2008, 2011).

En Valdivéy Garbin (2008, 2010) se explicita una parte de la evolucion que ha
tenido este constructo y la caracterizacion de la acepcidn cognitiva del esquema
conceptual. Cuando Garbin y Valdivé (2008, 2010, 2013) hablan de esquema
conceptual se refieren a (1) Las ideas que asocia € sujeto a concepto; (2) Las
representaciones asociadas que hacen emerger la nocidon y representaciones
propias de esta. Ambas son imégenes (dibujos, gréficas, problema o tarea; (3) Los
procedimientos  (algoritmicos,  aritméticos,  algebraicos,  geométricos,
manipulaciones simbdlicas) que e sujeto activa ante la tarea cognitiva; (4) Las
ideas més representativas asociadas a objeto matematico; (5) El contexto
(geométrico, analitico, algebraico, aritmético o fisico, no técnico) que el sujeto
asocia ante la situacion y (6) Los gemplos y contragiemplos que el sujeto
implementa para explicitar sus ideas.

Unadistincion, luego de aceptar cierta proximidad entre el constructo esquema
conceptual y de concepcion, es la acepcion epistemoldgica del esguema
conceptua (Vadivé y Garbin 2008, 2010, 2013), puede referirse a la evolucion
histérica de los conceptos matematicos o a | os tipos de conoci mientos asociados a
la nocibn matematica, asi como también a las representaciones, |os
procedimientos y eemplos que los mateméticos usaron para resolver una
situacion en un cierto contexto especifico.

2 Al final del capitulo se habla de la linea de investigacion desarrollada en la USB y en la UCLA que dio por resultado
estas caracterizaciones. Si se quiere profundizar en la evolucion de la nocién de esquema conceptual y la proximidad con la
concepcion revisar Valdivé (2008).
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Adquisicién del concepto
Dialéctica proceso objeto; procepto

Una razon para la complejidad del conocimiento matemaético, radica en que
muchas nociones pueden tomar el papel de procesos o de objetos, dependiendo de
la situacion problemay de la concepcidn del estudiante (hacer de un proceso un
objeto).

Los elementos de |a actividad humana como son la percepcion, e pensamiento
y la accién permiten considerar la hipdtesis de que la actividad matematica se
desarrolla como percibiendo objetos, pensando acerca de ellos y eecutando
acciones sobre €ellos.

Las matemédticas elementales comienzan con, percepciones de, y, acciones
sobre, objetos en e mundo externo. Estos objetos, a ser percibidos son
analizados y sus propiedades son examinadas, luego son descritos verbamente y
clasificados, desarrollandose posteriormente pruebas verbales sistémicas (Van
Hiele, 1959). Por otro lado, las acciones sobre objetos, en el mundo matematico
se conceptualizan como conceptos. Por gjemplo, en e proceso de contar se usan
palabras para los nimeros y para los simbolos, |os cuales se conceptualizan como
conceptos numéricos.

La distincion entre proceso y objeto ha sido investigada por Dubinsky (1991)
gue habla de encapsul aciones, entendidas como la conversion de un proceso en un
objeto matematico, y se expande a lateoria APOS (Harel, Selden, Selden, 2006).
Las siglas APOS significan las acciones, los procesos, los objetos, y los
esguemas, éstas son las construcciones mentales que, segin esta teoria, un
individuo realiza para obtener significados de las situaciones y de los problemas
matematicos. Los mecanismos para hacer dichas construcciones se Ilaman
abstracciones reflexivas e incluyen la repeticion, la interiorizacion, la
encapsulacion, la desencapsulacion, la coordinacion, la inversion, etcétera
(Dubinsky, 2000).

Por otro lado Gray y Tal (1994) introducen la nocién de procepto, viendo al
simbolo como un gje entre proceso y concepto. Algunos gjemplos de proceptos
son:

4 + 1 proceso de adicidn, concepto suma

dy/dx proceso, concepto derivada
lim 1/x proceso tender al limite, concepto limite
1+ %+ Y4+..., proceso de limite, concepto serie
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Tall (1995) explica, que s e desarrollo comienza con objeto y accion, se
podria decir que este desarrollo sigue con dos secuencias diferentes que ocurren
simultaneamente. Una secuencia de desarrollo es la visuo espacial, la cua se
convierte en verba e induce a la prueba, y la otra secuencia de desarrollo usa
simbolos conjuntamente con procesos y con conceptos, para hacer y pensar en lo
gue se hace; como por gjemplo hacer la multiplicacion y pensar en € producto. Si
bien estas secuencias de desarrollo pueden ocurrir independientemente (recordar
gue los griegos desarrollan una teoria geométrica sin ningun simbolismo para €l
agebra y la aritmética) se han establecido muchas y Utiles relaciones entre los
métodos visuales y las manipulaciones simbdlicas. Es ventajoso entonces tratar de
desarrollar una aproximacion versatil que tenga en cuenta las mejores ventajas de
cadaunadeéllas.

La investigacion en didéctica del calculo y andlisis matematico

El grupo RUMEC (Research in Undergraduate Mathematics Education
Community) conformado en los afios 90, es dirigido por Ed Dubinsky y
proposito del analisis tedrico que hacen es de proponer un modelo cognitivo, que
consistiria en una descripcion de las construcciones mentales especificas que un
estudiante podria elaborar con el fin de desarrollar su comprension de un
concepto. El resultado del andlisis se [lama descomposicion genética del concepto
(APOE). Cabe destacar que el aporte de este grupo no se adscribe solo en el &rea
del célculo sino abarcatambién el dgebra abstracta.

También, su acercamiento no es solo cognitivo, y la natural eza epistemol ogica
no se reduce a la busqueda de obstaculos epistemol ogicos. Se entiende como el
estudio de las circunstancias que permite construir conocimiento, incluye aspectos
socialesy culturales.

El ICME 7, realizado en Québec, en 1992, agrup6 un nimero considerable de
investigadores alrededor de la mesa de trabajo “ L as dificultades de |os estudiantes
en el Céalculo” y el interés hasido el contestar alas siguientes preguntas.

e Objetivos y contenidos: ¢cudles son los objetivos de un curso de calculo?
¢Cud es su papel en e curriculo de Mateméticas? ¢(Cudles son las
relaciones entre 10s aspectos conceptuales y los aspectos técnicos de los
contenidos del curso?

e Dificultades de enseflanza y aprendizaje: ¢Cudles son las dificultades
comunes a todos los aspectos del calculo? ¢Cudles son las dificultades
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especificas de algunos aspectos? ¢Cudles son las razones de tales
dificultades?

e Concepciones del Calculo y su ensefianza que subyacen en las distintas
experiencias. ¢Qué problemas surgen a la hora de implementar secuencias
de ensefianza? ¢Cudles han sido |os resultados?

Se han ido sefialando un conjunto de dificultades, algunas esenciales en €l
concepto de limite y los procesos infinitos que intervienen en procesos bésicos de
derivada e integral. Asi como en el estudio de las funciones, en la notacion de
Leibniz, e concepto de infinito, y & uso y seleccion de las distintas
representaciones.

En este sentido, un proyecto de investigacion nace en e Departamento de
Didactica de las Mateméticas de la Universidad Autonoma de Barcel ona (Esparia)
en el ano de 1996 liderado por la profesora Azcérate y del cua participa Garbin
(1998, 2000); Garbin y Azcarate (2000, 2001, 2002) y se amplia més tarde a la
Universidad de Salamanca (Modesto Sierra), La Laguna (Matias Camacho),
Valladolid (Tomés Ortega) y Lleida (Mar Moreno). El proyecto responde a una
linea de investigacion que tiene como proposito profundizar en: a) los procesos
cognitivos implicados en € aprendizaje de las Matematicas y que van adquiriendo
una progresiva importancia en los cursos superiores. abstraer, andlizar,
categorizar, conjeturar, representar, conceptualizar, inducir y visualizar, definir,
demostrar, formalizar, generalizar y sintetizar; procesos todos ellos que tienen una
componente psicolégica; b) e estudio histérico y epistemoldgico de los
contenidos matematicos, con especia referencia a los conceptos fundamental es
del Andlisis; ¢) € papel que juegan los Programas de Célculo Simbdlico (PCS) y
las calculadoras gréficas y simbdlicas en la ensefianza y aprendizaje de algunos
conceptos importantes del Andlisis Matemético®.

En &l marco de esta linea de investigacion, se sigue desarrollando una linea en
el Departamento de Matematicas de la USB (Garbin, 2003, 2005,2007) y (Garbin
y Mireles, 2009) y en la UCLA por Valdivé (2008) y Vadivé y Garbin (2008,
2010, 2013), en la etapa de transicion del PME a PMA y en e Pensamiento
Matemético Avanzado, especificamente en e curso de Anadlisis Matemético. El
interés ha sido e estudio de conceptos en que estan involucrados procesos
infinitos, tales como limites, dimensién, fractales, series, y considerando al
infinito pequefio, a los infinitesmales. Como se ha mostrado en péarrafos

% Una exposicion més amplia del proyecto y sus resultados se encuentra en Azcérate y Camacho (2003)
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anteriores, con las investigaciones realizadas se ha podido ofrecer un aporte
tedrico, a diferenciar dos acepciones en la nocion de esguema conceptual: la
cognitiva y la epistemolgica. Las caracterizaciones epistemol 6gicas aportan un
conocimiento relevante que puede servir como marco de referencia para
interpretar factores determinantes en los procesos de conceptualizacion de los
infinitesimales por parte de los alumnos. En esta &rea del conocimiento PMA,
empiricamente, se han encontrado y caracterizado rutas formales e informales de
aprendizaje (Pinto, 1998; Pinto y Tall, 1999, 2001; Tall, 2001), sin embargo con
la profundizacion empiricay estudio de caso reaizado (Vadivéy Garbin, 2010),
Se caracteriza una nueva ruta de aprendizge llamada mixta. Esta permite ver
como el estudiante enriquece sus esquemas conceptuales, cuando no usa solo una
ruta netamente formal o netamente intuitiva. Queda seguir profundizando en
como consolida € estudiante la conceptualizacion del objeto matematico
comparando las distintas rutas de aprendizaje.

En estas investigaciones fundamentalmente los sujetos de estudio son los
aumnos. Los métodos de recogida de datos son de tipo cualitativo. Son
investigaciones donde €l interés es el aprendizagje, €l analisis de datos es inductivo
ya que las interpretaciones se construyen a partir de la informacion obtenida,
pueden ser cuestionarios elaborados por € docente investigador y/o entrevistas
semi-abiertas grabadas. El foco de investigacion es de caracter exploratorio,
descriptivo e interpretativo. Las investigaciones de tipo histérico-epistemol égicas
se realizan, con libros de texto, libros de autores clésicos de analisis mateméticos
y libros de historia de las mateméticas. La estrategia de recogida de informacién
es segun sea e caso: a) € andlisis de materiales escritos, llegados a ser
considerados como instrumentos cuasi-observables que en cierto modo
reemplazan al observador y al entrevistador (Woods, 1987); b) el andlisis de datos
de tipo cudlitativos, la informacién se analiza y se codifica de acuerdo con
codigos y categorias, y se construyen la Redes Sstémicas y/o ¢) Estudio de caso
de tipo interpretativo y descriptivo. Se van validando las formas de andlisis
metodol6gicos y de respuestas de los estudiantes, validando y triangulando los
diferentes resultados y hallazgos.

Cabe afirmar que Harel, Sendel y Sendel (2006) afirman que en la etapa de
transicion del PME a PMA no se ha investigado aun lo suficiente, o cual queda
este periodo necesitado de mayor estudio y profundizacion.

Por otra parte, existe un grupo aln considerado no muy grande (Harel, Sendel
y Sendel (2006) de investigadores que estan interesados en coOmo investigan los
matematicos de profesién, bajo € supuesto que esto puede dar buena informacion
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para €l area de la Educacion Matematica y especificamente para entender €l
desarrollo del PMA. También Tall (2013) se interesa de cOmo se construye el
pensamiento matematico, del matematico tedrico a matematico formal,
rompiendo asi toda frontera y permaneciendo éste, en € pensamiento formal
conjeturando y demostrando consecutivamente.

Finalmente, Garbin y Valdivé, expanden su linea de investigacion
desarrollando un nuevo Proyecto de investigacion® y que abre nuevas perspectivas
de investigacion a futuro por lo incipiente que es € area. El trabgjo pretende
responder a la pregunta cdmo cognitivamente, el matemético de profesion genera
nuevos problemas, estudia posibilidades y estructura nuevas conjeturas, para
[legar a una demostracién matemética formal. Estudiar este proceso cognitivo de
construccion matematica y de demostracion, justificacion, verificacion y prueba,
puede dar luces y nuevo entendimiento sobre e proceso de construccion
matematica y de demostracion que requiere hacer un estudiante de mateméticas a
lo largo de su escolaridad y en la universidad.
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