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Resumen

Los afios de educacion formal reportan que la ensefianza y aprendizaje de la
Matematica trae consigo muchas dificultades al ser tratadas. Se ha transformado
en objeto de investigacion explorar el origen de estos motivos por diversos
investigadores, encontrandose que pueden ser de origen epistemoldgico, cognitivo
y didactico. No necesariamente todos de forma dependiente. El algebra por su
naturaleza simbdlica es un area que reporta diversidad de dificultades provocando
errores desde que los estudiantes inician la interaccidn con ésta. Las causas son
multiples, tratamiento inadecuado de los simbolos, generalizacion aritmético-
algebraica, el algebra como proceso de operacionalizacion, falta de comprensién
por quien la ensefia, uso inadecuado del lenguaje, ausencia en el desarrollo
abstracto de estudiantes, etc. Tomando en cuenta estos multiples aspectos es
posible proponer estrategias que releven el uso de errores como instrumento
estratégico del aprendizaje y no como un castigo evaluativo. Este trabajo se
inscribe dentro de la linea de didactica del algebra. Se presenta una
caracterizacion del pensamiento algebraico, el cual permite de alguna manera
caracterizar dificultades y errores en el desarrollo de tareas en el nivel escolar y
estudiantes para profesores. Finalmente se entregan algunas conclusiones vy
reflexiones futuras para enmarcar en el desarrollo profesional de profesores en
ejercicio.

Palabras clave: pensamiento algebraico, errores y dificultades, tareas algebraicas

60



Avances en Matemdtica Educativa. Teorias y Enfoques.

Introduccién

La actividad matematica es uno de los ambitos, que aunque suene ftrivial, es
basico y necesario en la formacién de todo ciudadano. Poder adquirir un
conocimiento matematico util y situado requiere del manejo de habilidades
minimas y necesarias, tanto conceptuales como procedimentales. Esto
necesariamente constituye una herramienta en los ciudadanos para la solucion de
problemas y para el desarrollo de sus capacidades de razonamiento (Franchi,
Bohoérquez, Hernandez y Medina, 2011). Con ello se hace necesario y justificable
que los nifos se inician en el estudio formal de esta disciplina desde los primeros

cursos en su ciclo educativo.

La complejidad a la que se ve expuesta la matematica, dado su caracter, - muchas
veces descontextualizado-, limita los procesos naturales y utiles que puede tener
esta. Dichos obstaculos estan insertos en el espacio aula, donde la interaccion
profesor estudiante muchas veces se ve limitada debido a la ausencia de
elementos sociales, culturales, cientificos, individuales, grupales, afectivos,
contextuales, institucionales y/o econdmicos que hacen de la matematica una
fusidn compleja en dicho proceso (Sosa, Huitrado y Ribeiro, 2014). Esto fomenta,
principalmente a que estudiantes, ultimo eslabdn del proceso, sean los principales
afectados al aplicar procedimientos matematicos erréneos en el desarrollo de

tareas cotidianas.

Los programas de estudio, desde el nivel primario, incorporan en todos sus
contenidos matematicos una propuesta con origen en lo intuitivo informal como
proceso de adquisicién de conceptos. Esta idea se sigue con la relacién simbolo-
objeto-cantidad en niveles pre-basicos, que posteriormente se traducira en un
enfoque estructural, permitiendo que los estudiantes conceptualicen y visualicen

dichas estructuras en su forma mas general y abstracta.

El presente trabajo se enmarca dentro de un proyecto de investigacion en la
Academia de Humanismo Cristiano (Chile) que pretende en una primera parte

recabar informacion de investigaciones sobre los errores en tareas algebraicas
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que cometen estudiantes en el ciclo secundario y de profesores en formacion y
ejercicio como parte de una revision bibliografica. Se finaliza con algunas

recomendaciones y proyecciones generales al respecto.
Hacia una caracterizacion de pensamiento algebraico

Los temas de algebra en varios paises comienzan a ser tratados desde los cursos
de educacién secundaria y con una incorporacion un tanto abrupta. Pero desde
que se han evidenciado las problematicas que surgen en el aprendizaje del
algebra sin tener nociones previas se ha ido introduciendo, progresivamente,
desde cursos primarios con el nombre de Pre-Algebra o Early Algebra. Esta
asume una separacion estricta entre la ensefianza de la aritmética que se supone
previa y un fragmento de la concepcion del algebra como una aritmética

generalizada (Molina, 2006).

En la actualidad diversos congresos, tanto a nivel latinoamericano como
internacional han dedicado espacios y grupos de discusion que giran en torno al
algebra escolar, destacandose los Topic Study Group (TSG) del ICME
(International Congress Mathematics Education). Para el afio 2016, ya el TSG 10
tiene por objetivo la centrar sus esfuerzos las discusiones en torno al aprendizaje y
ensenanza del algebra (Teaching and Learning of early algebra). Este se centrara
en el nivel primario sobre pensamiento algebraico natural, caracteristicas del
pensamiento algebraico, desarrollo curricular y materiales en algebra, practicas
docentes y cambio en diversas clases, diagnostico y valoracion del pensamiento
algebraico en nifios, donde se focaliza el trabajo de dificultades y de significados

que se da al algebra en etapa escolar.

Diversos autores han caracterizado el pensamiento algebraico en etapa escolar.
Para Vergel (2014), este es como una forma particular de reflexionar
matematicamente [...], es decir, en tanto saber, es un conjunto de procesos
corporizados de accién y de reflexion constituidos histérica y culturalmente. Por su
parte Kieran (1996) lo interpreta como un acercamiento a situaciones cuantitativas
que hace hincapié en los aspectos relacionales generales con herramientas que
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no son necesariamente aspectos simbdlicos, pero que en ultima instancia, puede
ser utilizado como apoyo cognitivo para introducir y para sostener el discurso mas
tradicional del algebra escolar.

Kieran sefialaba (1989, p. 165), que “para una caracterizacion significativa del
pensamiento algebraico no es suficiente ver lo general en lo particular, se debe ser
capaz de expresarlo algebraicamente”. Esta connotacion se asume como una
condicion previa para iniciarse en la manipulacion de representaciones simbdlicas
para producir otras equivalentes que sean mas utiles para la resolucion de los

problemas.

Los procesos de razonamiento algebraico se comienzan a incluir desde niveles
elementales de escolaridad, los que involucran el desarrollo de formas de
pensamiento en actividades para las que el algebra simbdlico-literal puede ser
utilizada como herramienta, pero que no son exclusivos, ya que se puede estar
involucrado en el algebra sin usar ningun simbolo literal en absoluto (Kieran,
2004), esta vision propuesta se relaciona exclusivamente con la forma en que se

concibe dicha disciplina.

Siguiendo la misma linea Carpenter, Levi, Franke y Zeringue (2005) sefialan que
el pensamiento algebraico implica también: (i) Desarrollar un pensamiento
relacional, (b) transformar expresiones matematicas, sin restringirse al céalculo de
una respuesta concreta, (c) desarrollar un conocimiento sobre conjuntos de
objetos matematicos (numeros o variables), de operaciones entre ellos y de

propiedades de estos objetos y sus operaciones.

En sintesis, una conceptualizacion del desarrollo del pensamiento algebraico
implica comprender la naturaleza de los objetos mismos, sus relaciones,
caracteristicas y generalidades de manera que la transicion aritmética algebra no
sea simplemente procedimental, sino que entendiendo aquellas estructuras
implicitas con las que cuenta el algebra, particularmente la escolar. Es en este
sentido cuando la escuela, cobra su rol formador en dicho proceso,
particularmente la imagen del docente, quien debe propiciar espacios de
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interaccién con este tipo de razonamiento, recibiendo retroalimentaciones que

permitan producir nuevos significados (Papini, 2003).
Errores y dificultades en el algebra escolar

Las caracteristica del algebra en si misma entrega y aporta diversos focos para
ser analizada. Algunas de estas investigaciones se centran en las dificultades de
la transicion aritmética-algebra, el analisis de errores y dificultades en este
proceso, la incorporacion del algebra en el curriculo y el lenguaje (verbal y escrito)
del algebra (Socas, 2011).

Una de las caracteristicas mas comunes que se ha reportado y que ha tenido
como consecuencia variados problemas vy dificultades en estudiantes y profesores
es la posicion estatica de algebra como una simple extensién de la aritmética o
aritmética generalizada. Ademas no se da la relevancia debida a las
argumentaciones y justificaciones de los procesos operatorios que subyacen al

pensamiento algebraico (Butto y Rojano, 2010).

Esta vision del algebra y su aprendizaje trae consigo que las estrategias de
ensefianza consideren estructuras limitadas de significado. Es decir, “se toma
como base el dominio numérico (simbolizacién numérica), dejando de lado ideas
importantes que se interconectan con otros dominios matematicos, como por

ejemplo el geométrico” (Butto y Rojano, 2010, p. 56).

Del mismo modo Kieran y Filloy (1989) en un trabajo clasico, reportan resultados
sobre dificultades y errores que cometen estudiantes. Dicho trabajo discute
principalmente un enfoque aritmético de referencia, centrandose en el trabajo
sobre variables, expresiones, ecuaciones y resolucidon de ecuaciones. Para el caso
de este marco aritmético se reporta que los estudiantes presentan dificultades al
ver |la operatoria algebraica como operatoria aritmética. Se identifican: (i) la forma
de ver el signo igual, (b) dificultades en la notacién algebraica y, (c) su falta de
habilidad para expresar métodos y procedimientos para resolver problemas (p.
230).
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Kieran (2006), en el PME (Psychological Mathematics education) del mismo afio,
entrega un reporte que da cuenta de los trabajos que se han llevado a cabo por
investigadores en este grupo, con el objetivo de caracterizar aquellos cambios que
se han ido suscitando sobre pensamiento algebraico y el rol del simbolismo

algebraico, destacandose a partir de estos trabajos tres grandes focos:

e Transicién de la Aritmética al Algebra, variables e incognitas, ecuaciones y
resolucién de ecuaciones, y planteamiento y resolucion de problemas

verbales de algebra.

e Uso de herramientas tecnoldgicas, representaciones multiples y proceso de

generalizacion.

e El pensamiento algebraico en los estudiantes de la escuela elemental, la
ensefianza aprendizaje del Algebra y la modelizacién dindmica de

situaciones fisicas y en entornos algebraicos.

Investigaciones mas actuales como por ejemplo Sosa, Huitrado y Ribeiro (2014) y
Sosa, Huitrado, Hernandez, Borjon y Ribeiro (2013) realizan trabajos que buscan
discutir y reflexionar sobre la forma del pensamiento algebraico y como los
estudiantes utilizan sus errores para construir sobre la practica y su rol en el
proceso aprendizaje. Ello, con el fin de que puedan, en su propio proceso analizar

errores en tareas algebraicas y la influencia en su aprendizaje.

De la misma forma Castillo (2011) realiza una investigacion en estudiantes de
enseflanza media para determinar los errores en el manejo de simbologia que
pueden ser vistos como obstaculos en la resolucion de problemas. Toma como
base tedrica, la teoria de situaciones didacticas (Guy Brousseau). Algunos de los
resultados encontrados es la presencia de obstaculos habituales en el tratamiento
algebraico, como traduccién de lenguaje simbdlico a coloquial, generalizacion o de

operaciones inversas en ecuaciones.

Considerando la aproximacion de Vigotsky de la zona de desarrollo proximo,

Sanchez (2014) desarrolla un trabajo descriptivo en el nivel medio en la resolucion
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de ecuaciones de primer grado. Considera en primera instancia los errores
cometidos por una estudiante en una prueba estandar. Los errores cometidos por
la estudiante se toman como base para trabajar metodolégicamente en base a la
estructuracion conceptual y axiomatica al resolver ecuaciones. Los modos de
pensamiento algebraico de la estudiante eran limitados, dada la concepcién

operatoria y no estructural sobre las ecuaciones.

Noss, Poulovassilis, Geraniou, Gutierrez-Santos, Hoyles, Kahn, Magoulas vy
Mavrikis (2011) desarrollan un trabajo en el que se implementa un disefio a
estudiantes de entre 12 a 14 anos de edad en el aprendizaje de la generalizaciéon
algebraica. Ellos presentan elementos necesarios para su comprension de la
generalizacion. Estos autores proponen que el algebra tiene dos facetas, las que

dependen de los estudiantes y cdmo ellos la visualicen:

= |a primera, hace mencion a una metodologia que potencia el pensamiento

de lo desconocido. Realizando generalizaciones y probar conjeturas y

» La segunda, es la faceta que atiende al area operacional y del calculo.
Practicar y entender las reglas de transformacion de expresiones

algebraicas.

En esta misma linea, Radford (2010, 2006) desde una perspectiva epistemoldgica
y semiotica desarrollando un trabajo asociado a la generalizacién de patrones,
proponiendo que no todas las generalizaciones son algebraicas. En este estudio
se considera una investigacion anterior, que analiza la transicion del aritmética al
algebra. Radford (2010) propone que el pensamiento algebraico es una forma
particular de reflexibn matematica, pero se pregunta, “what is it that makes

algebraic thinking distinctive?” (p. 39).

Bagni (2000), realiza un estudio con el objetivo de analizar errores comunes en
estudiantes de entre 16 a 19 afios de edad, en relacion a algunas aplicaciones
lineales y solucién de ecuaciones algebraicas. Varios autores han reportado la

incorporacion de problemas en aplicaciones lineales en tareas algebraicas (Engler,
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Gregorini, Muller, Vrancken y Hecklein, 2004; Escudero 2007; Higa, Bumalen y
Tarifa, 2010; Socas, 1997; Socas y Palarea, 1997; Palarea, 1998; Castellanos y
Obando, 2009).

Algunas de estas aplicaciones lineales usuales son:

(a +b)? = a? + b? (a+b)®=a%+b3
Jat+tb=+a+Vb la+b=3%a+ Vb
sin(a + b) =sin(a) + sin(b) cos(a + b) =cos(a) + cos(b)

log,(a + b) = log,.(a) + log.(b)

Por su parte, Duval (1993, citado en Bagni) plantea que la visualizacion puede ser
una herramienta importante a considerar. Asi mismo considera que los objetos
matematicos, en general, no son de facil acceso a la percepcion de las personas,
menos de los estudiantes, considerando que las representaciones semiéticas de

una objeto matematico son realmente necesarias.

Otro de los problemas que se asocia a la capacidad del pensamiento algebraico,
son los problemas de enunciado verbal. Estos “permite conectar situaciones en el
mundo real con las abstracciones propias de las matematicas, dandoles sentido y
haciendo util este conocimiento” (Gomez-Ferragud, Solaz-Portolés y Sanjosé,
2014, p. 1240).

Dificultades que enfrentan profesores en formacion

Al centrarnos en el profesor como agente para promover el aprendizaje, fomentar
el conocimiento e implementar actividades para que los estudiantes incorporen
este nuevo lenguaje de representacion, este debe poseer un conocimiento, tanto

del contenido como de su didactica. Es el profesor el eje articulador y
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especializado, encargado en promover una actitud de aprendizaje y conocimiento

en estudiantes.

Se presentan algunas investigaciones centradas en profesores, en las que se han
reportado algunas de sus dificultades en el desarrollo de tareas algebraicas.
Algunas se han llevado a cabo en programas de formacion de profesores y otras

en profesores en ejercicio.

En la formacion de profesores Martinez y Hernandez (2011) realizan una
investigacion de profesores en formacion secundaria. Ellos consideran la
clasificacion que hace Matz (1982) para clasificar los errores en el desarrollo de
tareas algebraicas: (a) errores generados por una eleccion incorrecta de una
técnica de extrapolacion, (b) errores que reflejan un conocimiento basico pobre,
aunque correcto y, (c) errores que surgen durante la ejecucion de un
procedimiento. Concluyen que las dificultades radican al operar algebraicamente,
principalmente por el uso de reglas. Estas las recuerdan textualmente y al

extrapolarlas a diversos ejercicio similares cometen errores.

La investigacion realizada por Aké (2013), toma como marco de referencia
“enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccion matematica” (Godino,
Batanero y Font, 2009). Construye y aplica un cuestionario que evaluo algunas
caracteristicas parciales de conocimientos sobre razonamiento algebraico en una
muestra de 40 profesores de educacion primaria. En general, los resultados
reportados dan cuenta de las dificultades de los profesores que sugieren la falta
de familiarizacién de los procesos y desarrollo de ideas algebraicas. Algunas de
estas dificultades que manifiestan los profesores en formacion, son las que se
enseflan con posterioridad en estudiantes, al no contar, el profesor, con un

conocimiento global y entendido de la disciplina algebraica.

Tratando de profundizar en el conocimiento de profesores, se analiza una
experiencia formativa en el nivel primario. Esta centrd su objetivo en el desarrollo
de conocimientos para discriminar objetos algebraicos de los diferentes niveles de

algebrizacion. Se usé como marco metodolégico de referencia la Ingenieria
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Didactica que deriva de la teoria de situaciones didacticas Brousseau (1997). Se
encontré evidencia de las complicaciones al reconocer objetos algebraicos vy
asignar niveles de desarrollo algebraico. (Aké, Godino, Fernandez y Gonzato,
2014).

En esta misma linea Van de Kieboom, Magiera y Moyer (2013) exploran la
relacion del pensamiento algebraico de futuros profesores y aquellas preguntas
que plantean a estudiante secundarios para ver qué tipo de pensamiento
algebraico poseen. Estos autores evaluaron la competencia de futuros profesores
considerando el desarrollo de 125 tareas de tipo algebraica y las caracteristicas
que estas tenian. Dentro de los resultados obtenidos se constatd que los
profesores mas novatos no elaboraron “algebraic tasks”. Por el contrario, aquellos
profesores con mayor experiencia en pensamiento algebraico plantearon
preguntas de sondeo para indagar sobre el nivel de pensamiento algebraico de
estudiantes, lo que deja entrever la importancia en el desarrollo de secuencias de

aprendizaje la consideracion de los conocimientos previos de los estudiantes.

Hurtado y Torres (2013) presentan una investigacion que busca indagar sobre los
conocimientos didacticos de un profesor secundario para disefiar unidades en
torno a las ecuaciones de primer grado y aquellos conocimientos curriculares y
didacticos necesarios para analizar la unidad disefiada. El enfoque de analisis
utilizado es el que lleva a cabo el grupo PNA de la Universidad de Granada, que
propone una secuencia para planificar disefiar, implementar y evaluar dichas
unidades (Rico y Segovia, 2001). Dentro de los resultados obtenidos se

consideran dos perspectivas:

i) la histérica que da cuenta de como el referente geométrico aritmético
permite dotar de campo semantico el sistema de simbolos,

ii) desde un enfoque fenomenoldgico, que reconoce la importancias
fundamental de identificar los fendmenos para los cuales las ecuaciones de

primer grado son:
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La importancia de definir y enmarcar algunas investigaciones actuales sobre el
nivel de pensamiento algebraico en futuros profesores radica principalmente que
los modelos mentales algebraicos. La forma de concebir esta rama repercute
directamente en el aprendizaje de los estudiantes en etapa escolar. Las
estructuras de ensefanzas, los discursos predominantes, los marco de
conocimiento del profesor, los diversos recursos por ejemplo semioticos utilizados
en aula, son a veces factores que inciden en como se internaliza el algebra y su
comprensién. Esta merece ser considerada en su complejidad simbdlica e

interpretativa.
Proyecciones

La importancia que se desprende de los resultados de las investigaciones
presentadas radica en el abanico de marcos y metodologias con las que se ha
estado trabajando para detectar las causas de errores y dificultades en
estudiantes y profesores en formacién y ejercicio. Esto nos permite tener un
estado actual de los conocimientos que se estan poniendo en juego y las
actividades que potencias mayormente una comprension del algebra. En nuestro
caso particular esta revision nos entrega las directrices para centrar la atencion en
como el profesor conoce de estas dificultades y las utiliza como medios de
aprendizaje en el nivel secundario. Esto forma parte de una segunda etapa del
proyecto de investigacion centrandono en el profesor como objeto de estudio.
Particularmente en su conocimiento especializado adoptando como marco
referencial del MTSK (Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge). Y
posteriormente situarnos en el conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje
de las matematicas (KFLM) que indaga sobre las caracteristicas del proceso de la
comprensiéon de distintos contenidos (algebraicos), de su lenguaje, asi como de

los errores, dificultades y obstaculos en el desarrollo de tareas algebraicas.
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