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RESUMEN

En este articulo se exponen resultados de una investigacion en desarrollo y se describe la construccién de un
Modelo Tedrico Local (MTL) inicial sobre las fracciones y su ensefianza. Con ese marco de referencia teérico y
metodoldgico se disefia, desarrolla y pone a prueba, en un grupo natural, una secuencia de ensefianza basada en
el uso de applets disefiados con GeoGebra. En el disefio de estas herramientas tecnolégicas se emplean
lineamientos definidos a partir de resultados de andlisis de applets relacionados con las fracciones que se
encuentran en la web; se sustenta en el uso de la recta numérica como principal recurso didactico, y se estructura
de manera que los datos generados en la interaccion estudiante/applets se guardan digitalmente. En este
documento se describe una parte de los aspectos considerados para el disefio del recurso tecnolégico y
resultados de la experimentacion de la primera etapa de la secuencia de ensefianza.

Palabras clave: modelos tedricos locales de fracciones, secuencia de ensefianza de fracciones, applets en la
ensefianza, recoleccion digital de datos, fracciones en la recta numérica.

Toward a teaching model for fractions based on the use of applets

ABSTRACT

In this article, results of an ongoing research project are described and the construction of an initial Local
Theoretical Model of fractions and its teaching is summarized. With this theoretical and methodological
framework, a teaching sequence is designed, developed and tested in a group of students. The sequence includes
the use of applets devised with GeoGebra. The building-up of these technological tools takes into account
guidelines derived from analyses of applets related to fractions that were found on the web. The design of the
applets created with the aforementioned software is based on the use of the number line as the main teaching
resource, and at the same time, it is structured so that the student/applets interaction’s data is digitally stored. The
paper contains aspects considered for the design of the technological resources and results of the first stage of
the teaching sequence’ experimentation.
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1. Introduccion

El hecho de que en las Ultimas cuatro décadas muchos investigadores se hayan interesado por la
problemética de la ensefianza y del aprendizaje de las fracciones es bien conocido. Entre las
contribuciones mas relevantes de investigaciones realizadas a principios de esa época se encuentran
las de Kieren (1976), Freudenthal (1983), Behr, Lesh, Post y Silver (1983), Figueras (1988) y Streefland
(1991). Los resultados de éstos y otros investigadores influyeron en la manera en que se enfrenté la
problemética en la década de los noventa y se reestructurd la ensefianza de ese contenido en la
educacion obligatoria de muchos paises.

Con el paso de los aflos las investigaciones que tratan esa problematica han aumentado. Entre ellas se
pueden mencionar las de Steffe y Olive (2010), Contreras (2012), Real y Figueras (2015) y las que han
desarrollado en la dltima década los miembros del Proyecto de los Numeros Racionales (Rational
Number Project) en Estados Unidos?.

Entre los aspectos que la mayoria de las investigaciones destacan esta la importancia del estudio de
las fracciones desde el nivel basico. Siguiendo la idea de Freudenthal (1983), las fracciones son el
recurso fenomenoldgico de los nimeros racionales, no sélo son distintas maneras de representar al
mismo racional, sino que son expresiones que “viven mucho mas sus propias vidas”. Por ejemplo,
aunque las fracciones 2/4 y 3/6 sean elementos del mismo nimero racional que puede representarse
por 1/2, cada una de ellas pudo ser utilizada en situaciones distintas, donde posiblemente no sea
necesario ver la relacion que tienen entre si. Sin embargo, es importante mencionar que en algun
momento la didactica de las fracciones debe tomar en cuenta dicha relacion, y asi dar paso a la
equivalencia de fracciones y posteriormente a la construccion de los nUmeros racionales.

Por otra parte, en la red ideal para la construccion del conocimiento personal de los nimeros
racionales elaborada por Kieren (1988) se pone énfasis en que el conocimiento ideal de dichos
ndmeros es creciente, es decir, el proceso de construccién del conocimiento va desde hechos o
acciones con objetos hasta el uso de constructos formales. Este investigador hace hincapié en la idea
de que en los primeros niveles de dicha red se ubican los mecanismos constructivos relacionados con
las fracciones, a saber, la particién, la equivalencia en un sentido cuantitativo y la formacion de
unidades divisibles. En consecuencia, se puede afirmar que las fracciones son la forma de introducir a
los ndmeros racionales. Ademas es importante que las fracciones y los nimeros racionales sean
ensefados porque el conocimiento de éstos es “una parte rica de las matematicas que da ideas a las
personas mas alld de los nimeros enteros, y un vehiculo para relacionar esos conocimientos de
numeros con muchos aspectos de las matematicas y sus aplicaciones” (Kieren, 1992, p. 327).

Aunado a lo anterior, el conocimiento de las fracciones se ha caracterizado como uno de los
predictores del desempefio en matematicas de alumnos egresados de primaria hasta el bachillerato
(Siegler et al.,, 2012). Por ello, se considera necesario favorecer una constitucion de mejores objetos
mentales de las fracciones desde la educacion basica, propdsito principal de la investigacion descrita
en este articulo.

Otro de los aspectos importantes que ha sobresalido en las investigaciones es la pluralidad de
significados, usos y subconstructos que se le han asignado a las fracciones y a los nimeros racionales.

! Para consultar un mayor nimero de investigaciones desarrolladas por este grupo de investigadores, visitar la
pagina web: http://www.cehd.umn.edu/ci/rationalnumberproject/
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Incluso Behr, Harel, Post y Lesh (1992) en la época de los noventa afirmaron que, entre otras cosas, la
falta de un consenso para ensefiar los conceptos de nimero racional y fracciéon es uno de los motivos
por los que el aprendizaje de los nimeros racionales ha llegado a ser un serio obstaculo en el
desarrollo matematico de los nifios.

En términos de Kieren (1976, 1988) los subconstructos de los nimeros racionales son: medida,
cociente, razén y operador, y Behr, Lesh, Post y Silver (1983) consideran ademas la relacion parte todo.
Mientras que, Freudenthal (1983) distingue aspectos principales de las fracciones, tales como: la
fraccién como fracturador, la fraccion como comparador, la fraccidn como medidora y la fraccion
como numero racional. Esta distincién se hace partiendo desde expresiones que se usan en el lenguaje
cotidiano hasta su formalizacion, es decir, las fracciones como elementos de clases de equivalencia.

Un tercer aspecto a subrayar se refiere a los efectos que han tenido las investigaciones desarrolladas
en las reformas educativas, ya que se han incorporado en el curriculo diversos métodos y modelos de
enseflanza que incluyen diferentes usos y significados de las fracciones.

1.1. Objetivos de la investigacién

Entre los cambios curriculares, en las dos Ultimas décadas se ha propuesto hacer uso de herramientas
tecnolodgicas para ensefiar matematicas, debido a que hay evidencias de que son un recurso cognitivo
para el aprendizaje [ver por ejemplo Kieran y Yerushalmy (2004) y Santos-Trigo (2004)]. En esta
direcciéon se puede preguntar si existen herramientas de este tipo para ensefar fracciones con el
proposito de apoyar la constitucion de mejores objetos mentales de los estudiantes que cursan los
Ultimos afios de la educacién primaria, de manera que permitan reestructurar la ensefianza de las
fracciones en este mismo nivel escolar.

Para responder a la cuestion, se ha hecho una busqueda de recursos en la web. En ella se ha
encontrado un nimero considerable de applets relacionados con las fracciones. Su disefio varia desde
la inclusion de una tarea en la que el estudiante efectla algunas acciones para resolverla, hasta la
estructuracién de secuencias de aprendizaje con una intencionalidad didactica que va mas alla del
mero juego. Sin embargo, existe poca informacion sobre el efecto que esas herramientas digitales
tienen en la ensefianza y en el aprendizaje de dichos niumeros.

Conde, Parada y Liern (2016) dan cuenta del efecto que tiene el uso de herramientas tecnologicas para
ensefar fracciones. Los autores proponen actividades que promuevan el aprendizaje de las fracciones
a partir de su vinculo con la musica, para ello emplearon artefactos computacionales. Como resultado
de su estudio afirman que los artefactos usados ademas de favorecer la comprensién de los conceptos
que se instruyen y de establecer “una relacién entre artefactos simbdlicos (figura-fraccién), también
tiene un significado de medida asociado al tiempo de duracién de un sonido” (p. 18). Es decir,
proporciona herramientas que favorecen el conocimiento de los alumnos que no se construye cuando
se trabaja con papel y lapiz.

Por otro lado, Ozel, Ozel y Cifuentes (2014) realizan un estudio comparativo entre dos grupos, uno en
el que se ensefia de forma tradicional y otro en el cual se utilizan manipulativos virtuales para apoyar
el estudio sobre las operaciones con numeros racionales. Los investigadores informan que obtuvieron
mejores resultados en el grupo experimental, es decir, en aquel en el cual se utilizan los manipulativos
virtuales. Ellos afirman que “las herramientas de aprendizaje en linea, tales como videos dindmicos y
manipulativos virtuales proveen una mejor comprension de las matematicas. Por lo tanto, los
profesores deben considerar la incorporacion de este tipo de herramientas en sus aulas” (p. 13).

Tomando en cuenta lo mencionado anteriormente, los autores de este documento diseflaron un
proyecto de investigacion cuyo objetivo general es disefiar y desarrollar una secuencia de ensefianza
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usando applets para mejorar los objetos mentales de los alumnos de los Ultimos grados de la
educacién primaria y los primeros de secundaria. Esto permitird caracterizar las actuaciones de los
estudiantes al usar applets que complementan la ensefianza de algunas nociones sobre las fracciones.

Para lograr el objetivo formulado se llevan a cabo las siguientes fases: 1) construir los componentes de un
Modelo Tedrico Local inicial sobre las fracciones y su ensefianza, 2) disefiar una secuencia didactica basada
en applets, 3) poner a prueba la secuencia didactica y 4) analizar las actuaciones de los estudiantes.

En las siguientes secciones se describen aspectos de cada una de estas fases, asi como los resultados
obtenidos en cada una de ellas. En relaciéon con la primera fase se delinean los marcos de referencia
tedricos que sirven de sustento para la construccién del Modelo Teérico Local inicial de las fracciones
y su ensefianza, los cuales fundamentan el analisis de los applets que tienen intenciones didéacticas y
que se encuentran en la web, asi como la delimitacidn de criterios para la estructura de un modelo de
enseflanza. De la segunda fase se describen los componentes del disefio de los applets que se
construyen y como se estructura la secuencia de ensefianza. Por Ultimo se exponen los resultados
obtenidos a partir de la experimentacidén de la primera etapa de la secuencia, correspondiente a la
tercera y cuarta fase del proyecto.

2. Los Modelos Teoricos Locales

En las investigaciones que se hacen tomando como marco de referencia la teoria de los Modelos
Tedricos Locales (MTL), de acuerdo con Filloy, Rojano, Puig y Rubio (1999) y las interpretaciones que
hacen Ferndndez y Puig (2002), se asume una postura tedrica por no utilizar teorias generales de
ensefianza, aprendizaje o comunicacion. Por el contrario, se trata de elaborar un MTL para dar cuenta
de los procesos que se desarrollan cuando se ensefian ciertos contenidos matematicos a determinados
alumnos, pretendiendo que esos modelos sean adecuados para interpretar los fendmenos observados
y asi posteriormente proponer nuevos disefios experimentales.

La elaboracion de modelos tedricos locales en una investigacion juega un papel tedrico y
metodoldgico. Desde el punto de vista tedrico “los MTLs sirven para caracterizar el tipo de
investigacion, su alcance y su fundamento” (Fernandez y Puig, 2002, p. 399). En este caso, con los MTLs
se puede enfocar el objeto de estudio a través de cuatro componentes interrelacionados: 1) modelos
de competencia formal, 2) modelos de ensefianza, 3) modelos de procesos cognitivos, y 4) modelos de
comunicacién. Por otro lado, desde el punto de vista metodoldgico, por medio de los MTLs se
organiza la investigacion.

En la investigacion descrita en este documento se toma como base tedrica a la fenomenologia
didactica de las fracciones desarrollada por Freudenthal (1983) para elaborar el componente de
competencia formal (ver apartado 2.1). Este componente constituye el marco tedrico de referencia
para caracterizar los modelos de ensefianza existentes y los que se disefien, ya que permite tener un
panorama amplio sobre los usos y aspectos de las fracciones.

Para el desarrollo del componente de ensefianza se toma en cuenta: 1) la revisién de los planes y
programas de estudio del nivel béasico, con especial énfasis en los programas de sexto afio de primaria;
en este documento no se detalla la revisidn hecha, pero como resultado de ese escrutinio se eligen los
contenidos que se instruyen en la secuencia de ensefianza, asi como la recta numérica como recurso
didactico; y 2) el andlisis de applets para la ensefianza de las fracciones que se encuentran en Internet
(ver apartado 2.2). El examen minucioso pretende identificar aquellos applets que pudieran favorecer
la constitucidn de mejores objetos mentales de los alumnos sobre las fracciones. Dichos recursos
digitales se toman como base para la construccion de nuevos applets, en los que se consideran tanto
las limitaciones previamente identificadas, como lineamientos definidos a partir de los resultados del
andlisis para mejorar el disefio de los primeros con respecto al contenido.
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Los modelos de cognicion estan constituidos por diferentes elementos, tales como tendencias
cognitivas de los estudiantes al aprender las fracciones y los errores y dificultades que enfrentan al
usar estos nimeros. Para su estructuracion se han considerado informes de otros investigadores como
Streefland (1991), Figueras (1988, 1989 y 1995) y Cramer, Behr, Post y Lesh (1997). Sin embrago, la
descripcion de este proceso o sus resultados no se incluyen en este articulo, ya que el foco esta puesto
principalmente en los modelos de ensefianza.

Respecto a los modelos de comunicacién se tiene en cuenta la interaccién entre estudiante-applet, asi
como la informacion que los disefiadores de las herramientas tecnoldgicas pudieran comunicar a los
estudiantes a través de este medio.

2.1. El componente formal del MTL y la fenomenologia didactica de las fracciones

En la fenomenologia didactica se pretende describir todos los fendmenos organizados por un
concepto o medio de organizacién que se pueden encontrar, ya sea dentro o fuera del ambito
matematico. Sin embargo, presentar en su maxima extension el analisis fenomenoldgico de las
fracciones tal como lo expone Freudenthal (1983) o como lo reinterpretan Real y Figueras (2015) escapa
del propésito de este documento, por ello se incluyen solo ideas generales que son clave para identificar
los aspectos de las fracciones que subyacen en los applets que se analizan y los que se construyen.

2.1.1. El uso de las fracciones en el lenguaje cotidiano

Freudenthal distingue algunos usos de las fracciones en el lenguaje diario, por ejemplo: la mitad de...,
un tercio de...; y otros menos usuales como: dos y un tercio veces de.... Estas expresiones se usan
principalmente para describir o comparar, ya sea cantidades o valores de magnitudes.

Otros usos mas elaborados de las fracciones aparecen en el lenguaje en frases como: rodar 3% veces
una rueda, girar 2% veces la llave en la cerradura, 2% veces de largo que.... En este caso se estan
describiendo o comparando procesos ciclicos o periddicos. Por medio de las expresiones: 35 millas por
galén, 3 de 5 partes, cada tercer lote gana, dos tazas de harina por una taza de leche, se estan
describiendo razones.

De acuerdo con Real y Figueras (2015), los tipos de fendmenos en los que aparecen algunas de las
expresiones mencionadas en los parrafos anteriores se vinculan con los procesos matematicos de
describir y comparar.

2.1.2. La fraccion como fracturador

Otro de los fenédmenos que distingue Freudenthal es el de producir fracciones (fracturar), por medio
de las cuales se relacionan las partes con un todo. Esto podria surgir a partir del reparto equitativo, la
particién y de dividir cantidades o magnitudes con o sin resto. Fracturar puede ser irreversible,
reversible o simbdlico.

Segun Freudenthal (1983) en el proceso de producir fracciones a partir de la relacién de un todo y sus
partes, el todo puede ser discreto o continuo, definido o indefinido, estructurado o carente de
estructura. En este proceso de fractura la atencidon puede estar en una parte, un cierto nimero de
partes o incluso en todas las partes. Las partes pueden estar conectadas o desconectadas, y el modo
de dividir puede ser estructurado o no estructurado.

Es importante tener en cuenta que existen transiciones entre el todo discreto y continuo, en ocasiones
hay objetos que pueden ser tan pequefios que hacen que el todo parezca continuo, como es el caso
por ejemplo, de los granos de arena fina.

Los tipos de fendbmenos vinculados a las fracciones como fracturador segin Real y Figueras (2015) se
refieren a los procesos matematicos dividir, distribuir, medir y describir.
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2.1.3. Las fracciones como comparador

Las fracciones sirven también para comparar cantidades, magnitudes u objetos que se separan unos
de otros, ya sea por experimentacién o de forma imaginaria. Dicha comparacién se puede hacer de
manera directa o indirecta. Ademas, estas comparaciones se pueden hacer entre los objetos respecto
al nimero o al valor de la magnitud (la silla es la mitad de alta que la mesa) o entre los propios
ndmeros o valores de magnitud (la altura de la silla es la mitad de la altura de la mesa).

En la medida en que el énfasis mental o experimental esté en algo dindmico o estatico, la fraccion
aparece en un operador o en una relacién: "partiendo por la mitad” —-dindmico-, “la mitad de grande” -
estatico-. Tanto el operador fraccién, como la relacidn fraccién pueden actuar respectivamente sobre
objetos y relacionar entre si objetos, cantidades y valores de magnitudes. Si los objetos que se
comparan son el todo y sus partes, o al menos asi se considera, entonces la fraccién aparece como
operador fracturante (dinamico) o relacion de fractura (estatico). El operador fracturante actia sobre
objetos concretos rompiéndolos en partes equivalentes, por ejemplo, “partiendo en cuatro partes
iguales un todo”. La relacién de fractura relaciona las partes con el todo que ya fue dividido, por
ejemplo, “el todo esta dividido en cuatro partes iguales”.

Si el todo y las partes se consideran separados y un tercer objeto, digamos una vara de medir, media
entre los dos objetos que son comparados, siendo transferida de uno a otro, o considerado como si se
transfiriera, entonces se habla de la fraccién como relacion razén. Por ejemplo, para comparar la
longitud de dos cables, se puede utilizar el metro, de tal forma que si un cable mide 10 metros y otro
2, entonces se puede decir que la longitud del cable mas pequefo es un quinto de la longitud del mas
grande, ya que la relacién 2 es a 10 es la misma que 1 es a 5, o sea que las fracciones 1/5 y 2/10
representan la relacion razon de la longitud de los cables. Por otra parte, cuando se comparan
cantidades y valores de magnitud, de manera que se transforma un nimero, una longitud, o un peso
en otro, es decir, coloca los valores de magnitud o cantidades en una razdn, unas respecto de otras,
entonces la fraccion aparece como operador razén. Por ejemplo, el 25% de los habitantes de Valencia
son alumnos, si el total de la poblacién son 800.000 habitantes, para saber el nimero de ellos se
tendria que multiplicar 25/100 o 1/4 por 800,000 para obtener 200.000 alumnos.

De la relacion razon establecida entre objetos se puede pasar al operador razon, esto mediante un
estadio intermedio de la fraccién como transformador, como por ejemplo, prolongando 2 ¥z veces una
magnitud o cantidad. Esta operacidn se realiza sobre el objeto mismo, aunque no por ruptura como en
el caso de operador fracturante, sino como aplicacion y deformacion. En el ejemplo de relacion razén
sobre la longitud de los cables se puede observar este estadio intermedio, ya que una vez establecida
la relacion razdn, se puede pasar a operador razon, transformando 1/5 de 10 metros en 2 metros.

2.1.4. La fraccion como numero

El operador fraccion aparece en el campo de los niumeros, ya sea como medidora que precede a una
magnitud, por ejemplo ¥2 kg, como inverso del operador multiplicacion, y la fraccién como un nimero
racional. A este fenomeno se le llama el operador fraccién formalmente definido.

2.2 El componente de enseianza del MTL

Como ya se mencion6 el componente de ensefianza del MTL se construye por medio de dos partes.
Una de ellas se refiere a modelos del nivel basico utilizados para la enseflanza de las fracciones tanto
en México, como en Espafa. En esta parte se hace una revision de los planes y programas de estudio
con especial énfasis en los programas de sexto afio de primaria, enmarcada en el componente formal.
Los resultados de este andlisis permitieron identificar los contenidos que se estudian en ese grado y
los recursos didacticos que se usan en la ensefianza. Asi mismo, permitieron identificar la recta
numérica como un recurso didactico que estd poco valorado en los modelos mexicano y espafol en
comparacion con el uso del “modelo del pastel”. En el apartado 3 se profundiza en la fundamentacion
del uso de la recta numérica como recurso didactico en la ensefianza.
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La otra parte constitutiva del componente de ensefianza versa sobre el analisis de applets para la
ensefianza de las fracciones que se encuentran en la web. En la siguiente seccion se describe el andlisis
de dos applets en los que la recta numérica juega un papel principal.

2.2.1 Andlisis de applets situados en la web como elemento del componente de ensefianza

Los applets de uso libre cuyo analisis se describe en este documento fueron creados en el Centro
Nacional de Informaciéon y Comunicacion Educativa (CNICE) del Ministerio de Educacién, Cultura y
Deporte del Gobierno de Espafia®. Los principales motivos de seleccién de este conjunto de applets
son: 1) la facilidad para acceder a ellos, 2) estan estructurados como una secuencia de aprendizaje que
incluye diferentes usos y aspectos de las fracciones, y 3) se proponen como actividades
complementarias de las lecciones de los libros de texto mexicanos avalados por la Secretaria de
Educacion Publica.

La secuencia de aprendizaje del CNICE esta estructurada en 6 unidades y 3 secciones adicionales, una
de ellas esta dirigida al profesor y las otras dos son de informacion para los usuarios. Cada unidad es
una estructura integral denominada Menu y versa sobre una tematica: 1) fracciones para medir, 2)
fracciones para comparar, 3) fracciones equivalentes, 4) ordenar fracciones, 5) suma y resta, y 6)
multiplicar y dividir. Cada Menu contiene 5 apartados: contenidos, actividades, practica, test (un
cuestionario de 15 preguntas que sirve de autoevaluacion) y ejercicios para imprimir.

El anélisis de los applets que se ha llevado a cabo se organiza por medio de las clases siguientes: 1) la
informacion y descripcion general del conjunto de applets, 2) indicaciones de la actividad o practica, 3)
el tipo de informacion que el applet proporciona al sujeto, 4) los aspectos de la fraccion que estan en
juego, y 5) la tipificacion de la interaccidon que puede tener el usuario con el recurso informatico.

Para ilustrar cdmo se ha realizado dicho andlisis, en este documento se describen los componentes 2,
3,4y 5 de los applets Escalas del Menu 1 y Busca la fracciéon del Menu 4, ambos corresponden a la
seccion Practica de las unidades correspondientes. En este articulo se ha elegido exponer los
resultados del andlisis de estos applets debido a que son dos en los cuales se incluye a la recta
numérica como un medio de representacion de las fracciones. El analisis de otros applets del CNICE se
puede consultar en Valenzuela y Figueras (2015).

a) Applet 1. Escalas (Menu 1)
A continuacién se describen los resultados encontrados para cada una de las clases tomadas en
cuenta en el andlisis del applet Escalas del Menu 1.

Indicaciones. En la pantalla del applet se muestra un segmento de recta y la indicacion “escribe la
fraccién que representa el punto”. En la parte media de la pantalla aparece la frase “pincha y completa”
y con una flecha se sefala el recuadro a completar. Como apoyo, en la parte superior izquierda, se
sugiere: “pincha en el patron indicado y veras que facil”, esta accién permite elegir distintas particiones
del segmento (ver Figura 1).

El tipo de informacién que el applet proporciona al sujeto. En la imagen hay un recuadro en el que se
debe colocar el numerador de la fraccion escrita en forma simbdlica, mientras que el punto variante
aparece en una representacion grafica de un segmento de recta que contiene fracciones menores que
la unidad y cuyo denominador ya estd determinado por el applet, como puede verse en la Figura 1.
Como apoyo para completar la fraccidon hay opciones para partir el segmento unitario en 2, 3,4, 5, 6, 8,
9y 10 partes iguales. Para confirmar que la fraccion escrita es la apropiada, el usuario debe pinchar un
botdn que dice “ya estad”. Si el resultado es correcto se muestra la leyenda “muy bien” y le da al usuario

2 Para consultar los applets que conforman la secuencia de aprendizaje disefiada en el CNICE vaya a la direccion
web: http://ntic.educacion.es/w3/recursos/primaria/matematicas/fracciones/menu.html
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la opcion de seguir con otro ejercicio. Pero si el resultado es erroneo, aparecen la frase “no es
correcto” y un botdn con la opcion de revisar, en el cual se muestra la respuesta correcta. Una vez
consultada la respuesta se puede elegir otro ejercicio.

-
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vEId y N

2 paries 4 partes G partes 9 partes i :
' | | == semele

;2304

3 partes 5 partes 8 partes 10 partes Pinchaen el patron

,, _ [ o | | adecuado y veras que facil.

Q =
- —

Escribe la fraccion que representa el punto.

| Pincha y completa, =fp ~—o— b BSTE
2

90, horA 100 22 10

ACiExTO) |

Figura 1. Primera imagen en la pantalla del applet Escalas (Menu 1)

El applet incluye 10 ejemplos. Las fracciones que aparecen son: 1/2, 1/5, 2/4, 6/8, 2/5, 2/3, 1/3, 3/9, 6/9
y 1/4. No se usan fracciones que tengan como denominador 6 o 10, por ello la particién del segmento
en ese nUmero de partes aparentemente estd de mas. Seria Util si la fraccion 1/2 se pudiera
representar también como 3/6, sin embargo el disefio del applet no lo permite, ya que el numerador
fijo limita a escribir una fraccion determinada.

El aspecto de la fraccién. Con esta actividad se favorece que el usuario considere el aspecto de la
fraccién como nlimero y su representacién como un punto en la recta numérica. Para ubicar un punto,
se sugiere hacer una particion del segmento en partes iguales, por ello el aspecto de la fraccion es de
operador fracturante; es el usuario quien decide la particidn que ha de usar, aun cuando solo una
corresponde al denominador de la fraccion que se debe encontrar. La particion que se hace es
reversible, pues se puede reconstruir el todo, e incluso si el usuario hace una estimaciéon “a ojo”, la
particién es simbolica. El todo —el segmento de recta equivalente a una unidad- es definido, continuo
y con estructura lineal. Las partes que se eligen deben ser contiguas para poder ubicar el punto que
representa a la fraccidn como el extremo derecho de la Ultima parte seleccionada. Debido a que se
puede medir usando “una regla graduada”, la fracciéon actia como medidora (los segmentos unidad
partidos en partes iguales que se encuentran encima de la recta numérica, ver Figura 1, funcionan
como reglas con las cuales se puede medir el segmento que va del 0 al punto rojo).

La interaccion del usuario con el applet. El usuario puede interactuar con el applet usando distintas
particiones del segmento unidad con el fin de observar en dénde coincide el punto rojo con alguna de
las lineas que dividen al segmento en partes iguales. Al coincidir dicho punto con alguna de las
muescas de la particién que se corresponde con el denominador de la fraccién que aparece en la
pantalla (ver Figura 1), el usuario podra contar las partes que quedan a la izquierda de ese punto y
determinar el valor del numerador de la fraccion que se debe completar, la cual a su vez representa al
punto dado. O bien, él podria proponer una fraccion, es decir un probable numerador y luego emplear
la particion correspondiente a la indicada por el denominador de la fraccion y verificar su estimacién.
Sin embargo, no es posible saber cudl es la estrategia que usd, a menos que se esté observando al
usuario.
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Una vez completada una tarea, el usuario podra leer la fraccién de manera simbdlica y decodificarla de
forma gréafica. Podria también explorar con las diferentes particiones para comparar fracciones y
establecer equivalencias entre ellas, no obstante esta exploracién no parece ser la intencién de quien
disefié el applet, ya que Unicamente se identifica como respuesta correcta una de las fracciones
equivalentes posibles, la cual estd determinada por el denominador que es fijo en cada tarea. Por
ultimo, el usuario es quien verifica el resultado presionando el botén “ya esta”. La herramienta permite
que el alumno explore con las distintas particiones, sin embargo, un investigador o profesor no
contara con datos sobre la interaccion estudiante-applet.

b) Applet 2. Busca la fraccién (Ment 4)

En las secciones siguientes se describen los resultados encontrados para cada una de las clases
tomadas en cuenta en el andlisis del applet “Busca la fraccion”, incluido como una practica de la
unidad correspondiente al tema ordenar fracciones, Menu 4.

Indicaciones. El esquema de este applet es similar al anterior. En la pantalla se muestra un segmento de
recta con dos fracciones representadas, tanto con puntos en el segmento unidad, como en forma
simbdlica, y la indicacidn “busca una fraccion que esté en la zona rayada” (ver la Figura 2).

DEZAR
MER y N =

2 partes 4 partes 6 partes 9 partes ejemplo E]

L | | 1

5 partes 8 partes 10 partes.

Pincha en el patron

[P [re] adecuado y veras que facil.
I D I
0 3 2 1
Busca una fraccion que 96 BETE
este en la zona rallada.
Escribe la fraccion.

=

90/ ‘prorA 10] 0 2= 10

AciEzcTos |
Figura 2. Primera pantalla del applet “Busca la fraccion” (Menu 4)

El tipo de informacidén que el applet proporciona al sujeto. Hay dos recuadros en el que se debe colocar
el numerador y el denominador de la fraccidon para expresarla en forma simbolica. Aparecen en el
segmento unidad dos puntos variantes con su representacién como fraccion para delimitar un
intervalo del segmento, denominado la “zona rayada”, en el que esta ubicada la fraccidon que el usuario
debe encontrar. La mayoria de las fracciones que se muestran en el applet para indicar una parte del
segmento estan expresadas en forma reducida, es decir, el numerador y el denominador son primos
relativos o dicho de otra manera, el maximo comun divisor del numerador y el denominador es 1.

Para confirmar que la fraccion escrita es la correcta el usuario debe pinchar un botén que dice "ya
estd”. Si el resultado es correcto, aparece la leyenda: “muy bien”, y se muestra la opcién de seguir con
otro ejemplo. Si el resultado es erréneo aparece el aviso: “no es correcto”, y una opcion para revisar la
respuesta correcta. En el caso de oprimir el botdn “solucion”, en el applet se representa la fraccion de
forma grafica y simbdlica y al lado de esta ultima representacidn aparece la leyenda “por ejemplo, esta
es una solucion”, refiriéndose a la respuesta que en el applet se ha generado. Con la frase “esta es una
solucién” se pone de manifiesto que el recurso ha sido disefiado con la intencion de permitir
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diferentes respuestas como solucién, pero solo se debe escribir una de ellas. El usuario puede explorar
con las diferentes particiones y observar que existen mas de una fracciéon en el intervalo indicado, pero
el disefio del applet no permite saber si realmente hubo esta exploracion. En el ejemplo que aparece
en la pantalla de la Figura 2 se observa que cualquiera de las fracciones 2/5, 4/9, 4/10, 3/8 es una
respuesta correcta, sin embargo, no hay manera de registrar o saber la fraccion que ha escrito el
usuario, ya sea correcta o incorrecta.

El applet contiene 10 ejemplos; las fracciones que limitan a la fraccidon que el usuario debe encontrar son:

1 6 1 2 2 4 11 11 2 1 6 8 35
y ) 2y8l 4y5l 3y5P 8y2P 6y4P 9y2P 9y9P 4y6

11
3772

La mayoria de esas fracciones estan escritas en forma reducida, sélo se han escrito dos fracciones cuyo
méaximo comun divisor entre sus numeradores y denominadores es distinto de 1, estas son 6/8 y 6/9,
quiza se expresan asi porque las fracciones reducidas de éstas ya habian sido utilizadas. Solo dos pares
de fracciones que representan el intervalo o espacio rayado tienen denominadores iguales, las demas
tienen denominadores distintos. Pese a que ninguna de las fracciones consideradas por los autores del
applet como extremos del intervalo en el que se debe ubicar la fraccion tiene denominador 7, y que
tampoco se muestra como opcién una particién en 7 partes iguales, el usuario podria escribir como
respuesta una fraccion con denominador 7, por ejemplo, en el intervalo 1/3 y 1/2, una posible
respuesta es 3/7. Si el usuario escribe esta fraccion, el applet reconoce la respuesta como correcta y
representa el punto en el intervalo, pero no muestra la particion en el segmento de recta.

El aspecto de la fraccidén. En esta actividad se muestran graficamente dos fracciones representadas
como dos puntos en el segmento unidad. El disefio se enfoca en el orden de las fracciones de acuerdo
con la posicidn que ocupa su representacion en el segmento de recta, esto puede centrar la atencion
del estudiante sobre el aspecto de la fraccibn como ndmero en la recta numérica, lo que Freudenthal
llama aspecto formalmente definido. Debido a que se puede medir usando “una regla graduada”, la
fraccién actia como medidora

Para ubicar dicho punto se sugiere hacer una particién del segmento unitario en cierto niumero de
partes iguales, por lo que la fraccidon subyace en un operador fracturante, ya que es el usuario quien
decide la particién del segmento, la relacién ademéas es dindmica. Si el estudiante hace la
aproximacion a ojo, sin ayuda de las herramientas del applet, entonces la particién es simbdlica. El
todo —el segmento unitario— es definido, continuo y tiene estructura lineal. Las partes que se eligen
deben ser contiguas para poder ubicar el punto que representa la fraccion que se encuentra en el
intervalo indicado.

La interaccién del usuario con el applet. La interaccién del usuario se limita a indicar las partes en que
se puede dividir el segmento unitario, a fin de observar cuando alguna de las muescas que dividen la
unidad en partes iguales queda dentro del intervalo limitado por las fracciones representadas en el
segmento unidad. El usuario podra seleccionar cuantas veces quiera las particiones que se
proporcionan en el applet como ayuda, asi podria ver las fracciones que estan dentro del intervalo
segun esas particiones, pero sélo puede escribir una de esas fracciones. También podria hacer una
estimacion y verificar usando las ‘reglas graduadas’ proporcionadas en la parte superior para verificar
su aproximacion, o bien proponer fracciones cuyo denominador sea diferente de las particiones que se
muestran. Por ejemplo, en el caso del segmento rayado que estad entre 1/5 y 2/5, el applet acepta la
fraccion 30/100 y muestra el punto correspondiente dentro del intervalo determinado por esas
fracciones, pero no la particion.

Al completar la actividad el usuario podra leer la fraccidn escrita de forma simbdlica y gréfica, asi como
comparar las tres fracciones a través de su representacion en la recta numérica. Cabe mencionar que el
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usuario es quien verifica el resultado, porque él manipula el botdn “ya esta”. Sin embargo, a menos de
que se observe externamente la exploracion que hace el usuario en el applet, las respuestas del
alumno no quedan registradas, tampoco la exploracién que el alumno hace en el applet.

¢) Reflexiones sobre el andlisis de los applets de la web

El analisis de applets de uso libre encontrados en la web condujo a la identificacién de fenémenos o
situaciones considerados en el disefio que podrian ser familiares para los alumnos. Por medio de estos
recursos informaticos se posibilita la representacion visual de dichas situaciones a través de
animaciones, simbolos, gréficas o lenguaje escrito. Estos escenarios pueden ser un elemento que
motive a los estudiantes, tanto a usar la tecnologia, como a reflexionar sobre los diferentes aspectos
del conocimiento acerca de las fracciones. El disefio de los applets permite al usuario explorar con
diversas herramientas y descubrir diferentes caracteristicas de las fracciones como se menciond
anteriormente, sin embargo el estimulo para llevar a cabo estas acciones no esta incluido en la
estructuracién del recurso tecnolégico analizado.

En términos generales las actividades que se proponen en los applets analizados permiten proponer
otras tareas, ya sea con lapiz y papel o con los mismos recursos tecnoldgicos, que se refieran a
contextos o situaciones que los alumnos pudieran haber experimentado en la vida cotidiana. Por
ejemplo, se podria plantear una actividad en el contexto de una carrera de caballos, en donde el alumno
podria representar la fraccion del camino que ha recorrido el caballo 1 o el caballo 2, posteriormente
hacer comparaciones entre éstas. El uso de manipulativos virtuales en tareas de este estilo posibilitan
la visualizacién de acciones que se hacen sobre los objetos, por ejemplo: fracturar y comparar.

Por otro lado, algunas restricciones del disefio de los applets estudiados se refieren a la interaccion
estudiante-applets. Aun cuando es posible hacer exploraciones con las herramientas de los applets, el
usuario debe dar una respuesta determinada a pesar de que existan otras u otros medios para
responder a los cuestionamientos formulados. Por ejemplo, en el applet Escalas, el denominador es
fijo, lo cual podria limitar al usuario a dividir al segmento sélo en las partes que se sefalan en el
denominador y dejar de explorar otras posibilidades. Ademas, tanto en el applet Escalas, como en el
de Busca la fraccion los puntos que representan las fracciones en el segmento se encuentran siempre
entre 0y 1, s6lo se consideran fracciones propias.

Como sugerencias para el disefio de applets se pueden mencionar las siguientes derivadas del andlisis
de aquellos encontrados en la web: 1) considerar fracciones impropias y no limitarse al segmento
unitario; 2) dejar a los usuarios que ubiquen los puntos en la recta numérica sin la ayuda de las
particiones, es decir, favorecer la estimacion “a 0jo"; 3) la representaciéon grafica de las fracciones no
debiera restringirse a la ubicacién del punto en la recta, sino que es importante propiciar una reflexién
sobre los valores de longitud que se representan en la recta; y 4) propiciar la exploraciéon de los
estudiantes con respecto al uso de diferentes particiones con la intencién de que visualicen fracciones
equivalentes y su representacion en la recta numérica.

Finalmente, los applets cuyo andlisis se detalla en este documento, no estan disefiados para registrar
datos sobre los procesos seguidos por los usuarios para resolver una tarea. Como se menciond antes,
existen diversas maneras de responder, y segin cédmo se responda subyace un uso particular de las
fracciones. Tampoco es posible registrar el tipo de informacion o respuesta que los estudiantes
encuentran durante el proceso de interaccién estudiante-applet. Otra desventaja de los recursos
tecnologicos analizados es que a pesar de ser de uso libre, su empleo requiere de una conexion a
Internet. Como uno de los propositos de la investigacién en desarrollo es observar las actuaciones de
los estudiantes durante la interaccion estudiante-applet y poder trabajar sin conexion a Internet. Estas
caracteristicas de los applets estudiados se han considerado como limitaciones.
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3. Diseio de una secuencia de ensefanza y la construccion de applets

En vista de las desventajas identificadas por medio del analisis descrito anteriormente, se decidié que
para el disefo de la secuencia de ensefianza que se pondria a prueba para desarrollar la segunda parte
de la construccién del MTL de las fracciones y su ensefianza, se construirian applets ad-hoc para los
contenidos de las fracciones que se estudian durante el Gltimo afio de la primaria. También se decidio
que la estructura de los applets deberia permitir hacer un registro de las respuestas de los alumnos, asi
como de evidencias de los procedimientos usados por ellos. GeoGebra es una herramienta, que aun
cuando tiene restricciones de disefio de ambientacion, tiene la ventaja de poder incluir codigos de
programacion para construir una base de datos de las actuaciones de los estudiantes. Un punto mas a
favor del uso de GeoGebra es que los applets disefiados con ese software pueden emplearse sin tener
conexion a internet.

Es posible que los alumnos no estén familiarizados con el uso de GeoGebra, de tal manera que pueden
enfrentar dificultades al usar sus herramientas, tales como los deslizadores, botones, casillas, y otros.
Este aspecto se tomd en cuenta en el disefio de los applets a construir, ya que algunas de las
indicaciones estan formuladas para que en el proceso de la interacciéon estudiante-applet el alumno
explore las herramientas utilizadas en el disefio.

La secuencia de ensefianza estd formada por siete etapas. Cada una se estructura usando un applet
que tiene un componente de exploracién e interaccion. A la vez se proporciona informacién para que
los alumnos identifiquen y utilicen representaciones simbélicas y graficas, distingan caracteristicas de
las fracciones propias e impropias, comparen fracciones y reconozcan otras particularidades que
dependen del propdsito de cada etapa. Otro componente del disefio, como ya se ha mencionado
antes, esta relacionado con la recogida de datos a través de la interaccidn estudiantes-applets. En esta
parte del applet se incluyen indicaciones y preguntas para los estudiantes. Las respuestas se registran
y se guardan en una base de datos. El andlisis de esta informacién conduce a la caracterizacién de las
actuaciones de los estudiantes; a la determinaciéon de cémo se modifican los objetos mentales de los
alumnos, en caso de que asi sea; y a la identificacidn de estrategias de resolucién de los alumnos.

Para disefar la secuencia de enseflanza se usd principalmente la recta numérica como recurso
didactico. Aun cuando la representacién de fracciones como puntos en la recta numérica es un
contenido de los planes de estudio de los grados quinto y sexto de primaria en los curriculos espafiol
y mexicano, la ensefianza en estos grados adopta otros modelos, en particular se sigue “abusando” del
modelo del pastel, lo que podria influir en las dificultades que enfrentan los alumnos para representar
fracciones como puntos en la recta numérica.

El recurso didactico elegido para la secuencia de enseflanza podria permitir al alumno de manera
general:

i. visualizar de forma mas natural las fracciones impropias;

ii. proveer un acercamiento a la nocién de densidad de los racionales;

iii. reconocer fracciones como representantes de una clase, es decir, como representantes de un
ndmero racional;

iv. comparar fracciones a través de la posicién que ocupan como puntos en la recta o a través de
los valores de magnitud asociados a los segmentos que éstas representan;

v. modelar operaciones basicas de nimeros (N, Z y Q);

vi. entender la relacién entre las fracciones y los decimales.

Por otro lado, el uso de la recta numérica, asi como de las fracciones como puntos de esa recta son
conocimientos previos para el estudio de otros conceptos matematicos, por ejemplo en el area de la
geometria analitica, o bien en el calculo diferencial e integral. Asimismo, el conocimiento de la recta
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numérica es ampliamente usado en la vida cotidiana, ya que se emplea en la mayoria de los
instrumentos que se usan para medir magnitudes, por ejemplo una regla o metro, el termdmetro, el
tensiometro, el pluviometro, y en cierto sentido el reloj de manecillas. Otro &mbito donde es
ampliamente usado el conocimiento de la recta numérica se refiere a la investigacion cientifica, ya que
se usan instrumentos de medida mas sofisticados y especializados. Actualmente la mayoria de estos
instrumentos son digitales, sin embargo en donde se requieran escalas, se usara la recta numérica.

Cabe mencionar que ademas de los beneficios que puede aportar el trabajo con la recta numérica, en
su uso como recurso didactico es importante tener en cuenta las caracteristicas propias de esta forma
de representacion de las fracciones en el disefio de los applets. Al respecto, Bright, Behr, Post y
Wachsmuth (1988), afirman que este recurso didactico difiere de los modelos de areas y de conjuntos
discretos en aspectos importantes, tales como:

vii. En el modelo de la recta numérica la unidad estad representada por una medida (longitud).
Mientras que en los otros modelos la unidad es un area o un conjunto de objetos.

viii. En el modelo de la recta numérica no hay una separacion visual entre las unidades
consecutivas, es decir, el modelo es totalmente continuo. En los otros modelos se puede ver una
separacion, ya sea entre las partes o entre unidades.

ix. EI modelo de la recta numérica requiere del uso de simbolos para transmitir parte del
significado que se pretende, es decir, se requieren simbolos (numéricos) para definir la unidad,
mientras que la unidad en los otros modelos esta implicito.

x. Ademas de sugerir una iteracién de la unidad, las unidades en la recta numérica se pueden
subdividir sin restricciones.

Otra caracteristica que no mencionan los autores citados tiene que ver con la eleccién de las partes
para representar la fraccién en la recta numeérica. El proceso de eleccién de las partes en este modelo
debe ser contiguo y comenzar desde la eleccion de partes desde el cero, a diferencia del modelo de
areas o conjuntos, en donde la eleccién de las partes puede ser contiguo o no y se eligen las partes
como se quiera. Asi mismo, todo un conjunto de fracciones, puede ser representado por un mismo
punto sobre la recta numérica.

Teniendo en cuenta las caracteristicas del recurso didactico que se emplea en la secuencia de
ensefianza y lo que podria permitir a los estudiantes, en cada etapa de la secuencia se plantean de
manera general los propdsitos que se resumen en la Tabla 1.

Tabla 1. Propésitos de cada etapa de la secuencia de ensefianza
Etapas Propdsito General

Etapal -Observar las relaciones que existen entre el numerador, el denominador, los
componentes de la representacion simbdlica, la posicion de la fraccion como punto
en la recta numérica, el nimero de partes iguales en las que se divide la unidad y la
magnitud del segmento azul que representa a la fraccidn.

Etapa2  -Asociar el orden de las fracciones de acuerdo con la posicién que ocupa el punto o
las longitudes de los segmentos azules que se representan en el segmento de recta.
-Acercar al alumno a la propiedad de densidad de las fracciones, especificamente
para referirse a la cantidad de fracciones que hay entre dos niUmeros enteros.

Etapa3  -Reconocer el segmento [0,1] como unidad, para observar de manera explicita la
relacién entre el nimero de partes iguales en las que se divide la unidad y las partes
que representa la fraccion, ya sea a través del segmento azul o el punto rojo.

Etapa4  -Distinguir entre fracciones propias e impropias a partir de sus caracteristicas, ya sea
en relacién con la unidad o respecto a la relacién entre numerador y denominador.
Asi como introducir la idea de fracciones equivalentes a partir de la equivalencia entre
fracciones y nUmeros enteros.
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Tabla 1 (continuacion). Propésitos de cada etapa de la secuencia de ensefianza
Etapas Propdsito General

Etapa5  -Consolidar las caracteristicas de las fracciones propias e impropias, de manera que el
alumno logre clasificarlas a partir de tales caracteristicas.

Etapa 6 -Comparar y ordenar fracciones a partir de las caracteristicas de sus numeradores y
denominadores, de la longitud de los segmentos o de los puntos que representan a
las fracciones en la recta numérica.

Etapa7  -Desarrollar la idea de orden y de equivalencia de fracciones a partir de las
caracteristicas del segmento de recta utilizado para el disefio del applet.

Una descripcidn de aspectos tomados en cuenta para la construccidn del applet por medio del cual se
estructura la primera etapa de la secuencia de ensefianza (ver la Figura 3) se hara en este documento.
La idea central es proporcionar un ejemplo de como se han construido los diferentes applets para
cada una de las etapas de la secuencia. La exposicion se hace considerando los siguientes
componentes: los propodsitos de la etapa, indicaciones de la actividad, elementos del disefio, y
cuestiones para la reflexion.

3.1. Applet de la primera etapa

En la primera etapa de la secuencia, se despliegan dos lineas de accion paralelas, a través de una de
ellas el estudiante se empieza a familiarizar con el entorno interactivo y por medio de la otra se
introduce al estudiante en los procesos de representacion de diferentes aspectos de la fraccion en la
recta numérica, asi como en la asociaciéon de ésos y el sistema matematico de signos de estos
numeros. A continuacion se exponen los componentes considerados para la construccién del applet
que constituye la primera etapa.

Propositos. Para esta etapa se propone que el alumno:

1. Observe el efecto que producen los deslizadores en la representacion grafica y simbdlica de la
fraccién.

2. Reconozca la estructura simbolica de la fraccion, y relacione el numerador y el denominador con
el valor numérico que se asigna a los deslizadores.

3. Identifique las relaciones que existen entre el numerador, el denominador, los componentes de
la representacién simbdlica, la posicion de la fraccion como punto en la recta numérica, el
nimero de partes iguales en las que se divide la unidad y la magnitud del segmento azul que
representa a la fraccion.

En esta etapa se espera que el alumno explore el entorno interactivo usando las herramientas que
tiene el software, que observe los efectos de su interaccion con el applet y pueda describir los
resultados de sus acciones sobre los objetos.

Indicaciones. Tres son las indicaciones para el usuario en este applet (ver Figura 3). La primera
indicacion tiene que ver con el propdsito de observar los efectos que tienen los deslizadores y a su vez
relacionar estos efectos con la escritura grafica y simbdlica de las fracciones.

En la segunda indicacién se pide al usuario representar 1/2 y 3/2, con la intenciéon de que observe que
si se pueden ver en el segmento de recta que se muestra en la pantalla, y posteriormente se pide
representar 7/2 para que reconozca que hay otras fracciones mayores que tres que no se podran
representar en el segmento de recta que aparece en la pantalla. La finalidad de esta segunda tarea es
que no se acostumbren a fracciones que se pueden representar en el segmento de recta que se puede
mostrar en la pantalla y que empiecen a relacionar la fraccion con la idea de longitud.
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APPLET 1

1- Mueve los deslizadores del recuadro y observa lo que pasa en la recta numérica

2- Representa las fracciones 1/2, 3/2 y 7/2 moviendo los deslizadores

3- Representa la fraccién 1/3 y 4/3 y observa el segmento azul
que se dibuja en la recta numérica.

Denaminader =4

o

|

-
[

Figura 3. Applet de la primera etapa de la secuencia de ensefianza

La tercera indicacion se formula con la finalidad de no solo identificar el punto que representa la
fraccién en la recta, sino también fijar la atencion del usuario en la longitud de los segmentos azules
que representan la fraccidn, teniendo en cuenta la relacidon parte-todo, es decir, el nUmero de partes
en que se divide la unidad (denominador) y el nimero de partes que se toman (numerador).

Elementos del disefio. En la representacion grafica aparece un segmento con longitud tres unidades, de
manera que las fracciones que se pueden representar en la recta y visualizar en la pantalla son las que
se encuentran entre 0 y 3. La recta tiene como origen el 0, y no hay una flecha que indique
continuidad hacia el lado izquierdo ya que no se pretende trabajar con nimeros negativos. En cambio,
en el otro extremo, el 3, aparece una flecha para indicar que la recta continda.

El valor minimo del deslizador que representa al denominador es 1 y el maximo es 10, mientras que el
numerador tiene al 0 como valor minimo y al 30 como maximo. Este valor maximo se podria dejar
dependiente del denominador, es decir, de la forma 3n, donde n toma los valores del denominador,
sin embargo, se ha decidido que sea independiente para no limitarse a fracciones representadas en el
intervalo [0, 3]. Cabe sefalar que no se hace la representacién gréafica de fracciones mayores a 3, pero
si se plantea una pregunta para reflexionar sobre este aspecto.

El disefio del applet centra la atencion del estudiante sobre el aspecto de la fraccién como ndmero en
la recta numérica, lo que Freudenthal llama aspecto formalmente definido. Pero también se considera
la fraccién como medidora, ya que se puede medir el segmento azul que va del 0 al punto rojo (el cual
representa la fraccién) con el segmento que representa a la fraccidén unitaria, la cual depende del
denominador que el alumno elija, es decir, depende del nUmero de partes en las que se divida la
unidad, por lo que en el proceso de particion, la fraccion subyace en un operador fracturante, ya que
se parte cada segmento unitario en partes iguales, las cuales estdn determinadas por cémo se dividio
el segmento unidad. El todo es indefinido, aunque la representacién grafica sea finita, la
intencionalidad es que el todo se vea como indefinido, continuo y con estructura lineal. Las partes que
se eligen deben ser contiguas para poder ubicar el punto que representa la fraccién en la recta
numérica.

Con esta etapa se pretende que el alumno relacione la representacion de las fracciones (escritas de
forma simbdlica) en la recta numérica (representacion grafica) a través de la exploracion. El usuario
debe mover los deslizadores correspondientes al numerador y al denominador para formar la fraccion
que se representa como punto en la recta e identificar sus caracteristicas cuando el numerador es
menor que el denominador o viceversa, y asi el alumno pueda observar aspectos como:
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1. Identificar la relacién entre la escritura simbdlica de la fraccién formada y su representacion en la
recta numérica, como punto sobre la recta y como la longitud del segmento formado porel Oy la
fraccion determinada.

2. Dada una fraccion con denominador n-fijo y un numerador m-variable, entonces conforme
aumente m, el segmento azul es cada vez mas largo (la fraccidon “va aumentando de tamano”, es
decir las fracciones que van apareciendo van a ser mayores que la fracciéon dada). Al disminuir el
numerador el segmento azul es menos largo o mas corto (la fraccién “va disminuyendo de
tamafo”, es decir las fracciones que van apareciendo son menores a la fraccion dada). La misma
reflexion se podria hacer para una fraccién con numerador m-fijo y un denominador n-variable.

3. Hay fracciones producidas por los deslizadores que no son visibles en la pantalla, porque son mas
grandes que 3.

Para guiar a los estudiantes en la identificacion de los elementos de las fracciones y de sus
representaciones enunciadas anteriormente, se formulan las siguientes preguntas e indicaciones.

Cuestiones para la reflexion. Como puede verse en la Figura 4, se formulan 7 cuestiones para que el
usuario reflexione sobre lo que ha observado durante la exploracion e interaccion con el applet. Se
pretende que el estudiante al leer estas preguntas o indicaciones recurra cuantas veces sea necesario
al applet para poder dar las respuestas.

1. Representa la fraccién 1/4. ;Qué pasa con la fraccidn si mueves el deslizador del numerador y dejas fijo el denominador?
2. Representa la fraccion 7/8. ;Qué pasa con la fraccion si mueves el deslizador del denominador y dejas fijo el numerador?

3. Representa la fraccién 6/7. (En cudntas partes se divide el segmento que empieza en 0 y acaba en 1? ;Cudntas de esas partes estan
coloreadas?

4. ;Qué pasaria si en el deslizador del denominador aparece el nimero 25?
5. ¢ Qué pasa cuando el numerador s igual al denominador?
6. ¢ Por qué no se puede ver en la pantalla la fraccién 7/2?

7. Escribe 2 fracciones que no puedas representar en la recta numérica que se muestra en la pantalla,

ACEPTAR
Figura 4. Cuestiones para reflexion de la primera etapa de la secuencia de ensefianza

Una vez que el usuario haya respondido a las preguntas o seguido las indicaciones, debe hacer clic en
la palabra "ACEPTAR". Esta accion hard que las respuestas se almacenen en una base de datos. Si
alguna de las casillas no fue contestada, aparece un mensaje advirtiendo que no se ha completado la
actividad, por lo que el alumno no podra pasar a la siguiente etapa, esto se hace con la intencién de
evitar casillas sin respuesta, pues en ocasiones se tiende a no responder. Si el usuario no contesta
porque no sabe la respuesta, se les pide que conteste “no sé”, “no se me ocurre”, o una respuesta
similar.

3.2. Primeros resultados de la validaciéon de la primera etapa
La primera version de la secuencia de ensefianza se puso a prueba, con la intencion de validarla, en

tres grupos de primer afio de Educacién Secundaria y un grupo de alumnos de segundo afo que
asistian al taller de regularizacion de matematicas, en donde se estudian incluso contenidos de primer
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afo de secundaria. El rendimiento académico de estos alumnos se considera bajo, de acuerdo con los
criterios de evaluacion que sigue el profesor titular de los estudiantes. Los grupos pertenecen a una
escuela publica de la ciudad de Valencia. La observacion se puede considerar como un estudio piloto
cuyo proposito es evaluar: 1) el nivel de dificultad de las preguntas que se plantean, el contenido que
se trata y la estructura en que se formulan; 2) el funcionamiento de los applets; 3) la forma de
almacenar la informacién; y 4) el analisis de las respuestas almacenadas atendiendo a la veracidad o
elementos que se ponen en juego en las actuaciones de los estudiantes (basado en la representacion
de las fracciones, apoyado sobre la representacion gréfica).

La secuencia de ensefianza se llevd a cabo en cinco sesiones. La primera sesion se dedico a contestar
un pretest, el cual fue administrado por el profesor titular. Tres sesiones se usaron para experimentar
con los siete applets que se disefiaron, en estas sesiones participaron como monitores el profesor y
quienes disefaron la secuencia de enseflanza. En la Ultima sesidn se aplicd por parte del profesor
titular un postest, el profesor Unicamente participd como monitor y aplicador de los tests. En las
pruebas se evaluaron contenidos diversos de las fracciones, entre ellos la representacion simbdlica de
fracciones a partir de una representacion grafica usando modelos continuos y discretos, la
representacion gréfica de fracciones a partir de su escritura simbolica usando modelos continuos, la
representacion de fracciones como puntos en la recta numérica, la identificaciéon de fracciones en un
intervalo y fracciones propias e impropias, y la resoluciéon de problemas en los que subyacen las
fracciones. Cabe sefalar que la mayoria de los estudiantes no completd la secuencia de ensefianza.
Uno de los principales motivos se refiere a la inasistencia de los alumnos a alguna de las clases.

En este documento se describen las primeras observaciones de este estudio piloto, en particular se
describen aquellas relacionadas con el applet de la primera etapa de la secuencia de ensefianza, la cual
fue completada por 28 alumnos. Asi mismo, se mencionan las modificaciones realizadas a los applets
que se consideran necesarias para mejorar su funcionamiento y comprension de las nociones sobre
fracciones que estan en juego en ese recurso tecnolégico.

Con respecto a la primera indicacion (ver Figura 3), la que se refiere al uso de los deslizadores y su
efecto sobre la representacion simbolica de la fraccion, se ha observado especificamente, que el
deslizador del numerador se desliza muy rapido, esta situacién provoca que la fraccién representada
se salga del intervalo [0, 3] y los alumnos no aprecien con claridad ese cambio entre las fracciones
visibles (las que estan en el segmento de 0 a 3) y las no visibles en el segmento de recta (las fracciones
que son mayores que 3). Otra restriccion del uso de los deslizadores se puso de manifiesto con la
pregunta ;Qué pasa cuando el numerador es igual al denominador? Tres de los estudiantes
respondieron a esa pregunta como: “no se puede” o "no pasa nada”, ya que en vez de asignar a los
deslizadores del numerador y denominador el mismo valor numérico, se centraron en la magnitud del
segmento de tales herramientas (ver Figura 3) y trataron de igualar la posicidon de los puntos que se
deslizan a través de ese segmento.

Debido a la primera observacion, se propone disefiar un applet que se usara antes del descrito en el
apartado anterior, en el cual se considere la dependencia del numerador con el denominador.

Las preguntas 1 y 2 son muy generales. Los estudiantes intentan responder con expresiones como “la
fracciébn cambia”, sin embargo se esperaba que pudieran hacer otro tipo de observaciones. Por
ejemplo en el caso de la pregunta 1, se pedia que expresaran hechos como los siguientes: “cada vez
que se aumenta el numerador, la fraccion correspondiente aparece a la derecha de la anterior”,
“conforme aumenta el numerador, el segmento asociado a la fraccién es cada vez mas largo”, “la
fraccion que aparece es mayor porque el punto estd mas a la derecha que el anterior”, o bien
observaciones mas precisas como “si el numerador es mayor que 12, el punto que representa a la
fraccion ya no se ve en la pantalla”.
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La pregunta 3 la contestaron de manera correcta la mayoria de los alumnos, consideramos que es por
la relacién que tienen con el aspecto de la fraccion como fracturador, es decir, donde se relaciona de
manera directa el todo con las partes, ya que para responder, los alumnos identifican correctamente el
nimero de partes en las que se divide el segmento unidad y las partes que se toman.

La pregunta 4 fue la que resultdé mas dificil para los alumnos, la mayoria de ellos respondié “no se
puede porque el denominador sélo llega hasta 10". Esto podria ser una limitacién del modelo que se
emple6 para el disefio, se deben propiciar los procesos de generalizacién de los alumnos. Aunque
cabe seflalar que hubo quienes respondieron con ideas relacionadas a lo que se esperaba como
respuesta:

e “(En el deslizador no se puede). Pero me imagino que si el denominador fuera 25, las lineas de
la recta numérica se dividieran en partes cada vez mas pequefias.”

e "Que cada segmento se dividiria en 25 partes”.

e "Pues que la fraccidn se partiria en 25 partes”.

Se observa que para responder la pregunta siete la mayoria de los estudiantes se apoyaron en lo que
se plantea en la pregunta seis, ya que una de las respuestas en la pregunta siete es 7/2, pero también
hubo quienes utilizaron las herramientas del applet, ya que dieron como respuesta fracciones del tipo
31/10, que son fracciones que incluso ya no se podian escribir usando los deslizadores, otras del tipo
10/3 y 11/3, fracciones donde se dejo fijo el denominador, en este caso 3, y a partir de que el
numerador tomé valores mayores a nueve la fraccién se dejo de ver en el segmento de recta que esta
en la pantalla.

4. Conclusiones

En esta primera aproximacién al uso de la secuencia de enseflanza estructurada con applets para
apoyar la constitucion de mejores objetos mentales de las fracciones de los estudiantes se puede
hacer una reflexion en torno a tres tematicas. La primera versa sobre la familiaridad de los alumnos
con el uso de recursos tecnoldgicos en el aula. En la observacion llevada a cabo con este grupo de
escolares se puso de manifiesto que ellos no estan acostumbrados a trabajar con applets para llevar a
cabo actividades matematicas en el salon de clase y en consecuencia para construir conocimientos.
Desde otra perspectiva, las herramientas que proporciona GeoGebra no les eran familiares, pero se
pudo apreciar que después del segundo applet la mayoria de ellos se familiarizaron con el
funcionamiento de dichas herramientas.

La segunda tematica de reflexién es sobre la dependencia que los estudiantes tienen del profesor. Los
alumnos, al principio, solicitaban el apoyo del profesor. No se logré determinar si era por dificultad a
la hora de comprender las instrucciones, falta de interés o desconocimiento del entorno informatico.
No todos los alumnos recurrieron al interactivo para responder las preguntas. Una posible causa se
encuentra en que no siempre era posible visualizar simultdneamente el applet y las preguntas. Esto
lleva a pensar en un cambio en el disefio del applet, de manera que se vea todo en una pantalla y que
no se requiera usar el desplazamiento de pantalla hacia arriba y hacia abajo.

Respecto a los conocimientos previos que tienen los estudiantes, es decir, respecto a la tercera
tematica considerada, se observd que 5 de los 28 estudiantes no reconocen el nombre de los
elementos que componen el simbolo de las fracciones, ya que no los relacionaron con los deslizadores
del numerador y del denominador que aparecen en los applets. En el pretest se observd que los
alumnos no tenian conocimientos relacionados con la representacion de las fracciones como punto en
la recta numérica, ya que la totalidad de alumnos dejaron sin respuesta las preguntas de esa seccién.
Después de la experimentacion se aplico un postest, en el cual la mayoria de los alumnos
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respondieron correctamente a cuestiones que evallan la representacién de fracciones en la recta
numérica. Falta hacer un andlisis detallado de las actuaciones de los alumnos tomando en cuenta una
revision desde el pretest, y la interaccion alumnos-applets en cada una de las etapas de la secuencia
didactica, hasta el postest.

Las observaciones descritas en esta parte del articulo seran una guia importante para mejorar el
disefio de los applets y en consecuencia de la secuencia didactica para la siguiente fase de la
investigacion.
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