DECONSTRUCCION DE UNA TAREA

Pedro Gomez y Gonzalo Henao

En este documento, introducimos y ejemplificamos la nocion de deconstruccién de un pro-
blema de las matematicas escolares. Para ello, presentamos el problema de la gestion de aula
en matematicas, establecemos la nocion de tarea de matematicas y revisamos la literatura so-
bre las demandas cognitivas de una tarea en matematicas. Con base en esa informacion, in-
troducimos la nocion de deconstruccion de una tarea y la ejemplificamos con una parte de un
problema Sigma. La deconstruccion de una tarea se basa en el procedimiento del analisis di-
déctico (Gomez, 2007) y se fundamenta en las nociones y procedimientos que configuran los
analisis de contenido, cognitivo, de instruccion y de actuacion. Finalmente, describimos co-
mo se disefia la implementacion de la tarea con base en la informacién anterior.

PROBLEMA

La gestion en el aula de un problema de matemadtica es un proceso complejo. El procedimien-
to usual con el que un profesor aborda este problema consiste en organizar a los estudiantes
para trabajo individual, dar un tiempo para que los estudiantes intenten resolverlo, recoger los
errores y corregirlos en el tablero. Este puede ser el caso con el problema que presentamos a
continuacion.

Sub-problema 1 del problema Sigma Competencia de atletismo

Luego de un afio de la fusion de las empresas A y B, Manuela y Pablo deciden organizar
un bazar. El bazar tiene como propdsito integrar a los empleados y sus familias. Una de
las actividades programadas para el bazar consiste en una carrera de atletismo de 5000
metros. Jorge esta realizando una practica profesional (pasantia) en el area de telecomu-
nicaciones en la empresa de Pablo. Jorge acepta la invitacion de Pablo para participar en
la carrera de atletismo. Pablo también es uno de los competidores.

Sub-problema 1

Jorge y Pablo tienen diferentes estrategias para correr de acuerdo a su preparacion fisica.
Las funciones que describen la distancia recorrida en metros de Pablo y Jorge en funcion
del tiempo t (medido en minutos) para cada uno de los de los corredores esta dada por
las funciones
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El profesor se puede limitar a entregar el problema a sus estudiantes sin dar mas explicacio-
nes. En muchos contextos, los estudiantes se han acostumbrado a resolver los problemas me-
diante procedimientos rutinarios en los que plantean una serie de operaciones aritméticas o
algebraicas a partir de la informacion que reconocen en el enunciado del problema. Si esta
estrategia no les permite resolverlo, ellos acuden al docente para que le ayude a resolver el
problema. Es comun que el profesor opte por darle la solucion al estudiante cuando ve que
este no logra encontrar una solucion.

Esta forma de gestionar la ensefianza y el aprendizaje dentro y fuera del aula genera du-
das sobre los resultados que se pueden obtener en el aprendizaje de los estudiantes. El profe-
sor deberia tener claro lo que espera que sus estudiantes aprendan (objetivo de aprendizaje),
conocer en profundidad el contenido matematico que estd implicado en el problema, prever
las posibles actuaciones de los estudiantes al abordar el problema (estrategias de solucion y
errores) y disefiar las ayudas que les puede proporcionar para contribuir a que superen sus
dificultades. Con esta informacion, el profesor puede disenar la temporalidad con la que los
estudiantes deben abordar el problema (etapas), los esquemas de agrupamiento con los que
estudiantes resolveran el problema en cada etapa, los tipos de interaccion que quiere promo-
ver en esas etapas y su actuacion a lo largo de las sesiones para ayudar a los estudiantes en su
proceso de aprendizaje.

Hemos desarrollado el procedimiento de deconstruccion de una tarea como estrategia pa-
ra que un profesor analice el contenido implicado en un problema y establezca las demandas
cognitivas del problema, de tal forma que pueda, a partir de esa informacion, disefiar la ges-
tion del problema en clase. Por consiguiente, el procedimiento de deconstruccion de un pro-
blema tiene dos propositos: (a) establecer las demandas cognitivas y (b) disefiar la gestion en
clase del problema. A continuacion, delimitamos la nocion de tarea que utilizaremos en este
documento y fundamentamos nuestra propuesta en la literatura sobre las demandas cognitivas
de una tarea. Con base en esas ideas, introducimos la nocion de deconstruccion de una tarea.

NOCION DE TAREA

El término “tarea” tiene diversos significados en el entorno educativo. En Colombia, el signi-
ficado usual de tarea se refiere a los deberes que el profesor asigna a los estudiantes para que
ellos realicen en su casa y presenten en la siguiente sesion de clase. En algunas ocasiones,
también hace referencia a los ejercicios rutinarios que el profesor asigna a los estudiantes du-
rante una clase. Nosotros utilizamos una nocion de tarea con un significado mas amplio. Co-
mo lo explicamos anteriormente, las tareas son el elemento central del proceso de ensefianza
y aprendizaje. Aunque hay diferentes tipos de tareas, nosotros centramos nuestra atencion
aqui en las tareas de aprendizaje. Las tareas de aprendizaje son aquellas tareas que el profesor
propone a los estudiantes con el propdsito de contribuir a que ellos logren las expectativas



que ha establecido y superen sus limitaciones de aprendizaje. Una tarea de aprendizaje tiene
un contenido matematico, implica un requerimiento de accioén por parte de los estudiantes y
pretende contribuir a su aprendizaje. Nosotros concretamos esta idea con una condicion adi-
cional: una tarea solicita la solucién de un solo requerimiento (pregunta) con base en una in-
formacion dada. Por consiguiente, atn si tienen el mismo contexto y la misma informacion
de partida, dos preguntas en relacion con ese contexto y esa informacion determinan dos ta-
reas diferentes.

Si retomamos el caso del sub-problema 1 del problema Competencia de atletismo que
presentamos anteriormente, observamos que ese sub-problema implica una tarea de aprendi-
zaje relacionada la descripcion de la situacion de la carrera transcurridos 10 minutos de ini-
ciada.

ANALISIS COGNITIVO DE UNA TAREA

Las nociones de demanda cognitiva de una tarea y de andlisis de instruccion de una tarea co-
menzaron a desarrollarse en la Educacion Matematica en los afos 70 en el area de la Educa-
cion Matematica (Greeno, 1987; Resnick, 1975, 1984; Resnick, Wang y Kaplan, 1973). Estas
primeras aproximaciones tenian un corte conductista que seguian las ideas seminales de
Bloom (1956). No obstante, estas ideas se han desarrollado desde otras perspectivas, particu-
larmente una aproximacion cognitiva al analisis de tareas (Henningsen y Stein, 1997; Winn,
1990). Por ejemplo, se ha establecido la idea de las redes de pensamiento y estrategias para
resolver una tarea (Schoenfeld, 1987). Se comienza a desarrollar entonces las nociones de
analisis cognitivo de las tareas que buscan establecer los procesos psicolégicos implicados
como descripciones de las actuaciones de los sujetos (Resnick, 1975). De esta forma, Gardner
(1985) introduce la nocion de andlisis de instruccidon de una tarea como su “descomposicion
en las sub tareas que la componen... con el propoésito de su ensefianza” (p. 157). Algunos ex-
pertos sugieren que este trabajo se realice por expertos (Clark, Feldon, van Merri€nboer,
Yates y Early, 2008) y lo llaman andlisis cognitivo de tareas. Por otro lado, en su trabajo se-
minal, Doyle (1988) define el nivel cognitivo de una tarea académica como “los procesos
cognitivos que los estudiantes deben realizar para resolverla” (p. 170).

Stein, Grover y Henningsen (1996) justifican la importancia del anélisis cognitivo de una
tarea con base en su influencia en el aprendizaje de los estudiantes porque permite establecer
qué es lo que pueden aprender y distinguir aquellas tareas que contribuyen a la construccion
profunda de significado (p. 459). De esta forma, es posible establecer categorias de las tareas
segin su demanda cognitiva (Stein, 2000). Estas categorias han sido refinadas recientemente
por Boston y Smith (2009). Estas ideas han sido utilizadas en diversos estudios recientes (p.
ej., Charalambous, 2008; Johnson, 2007).

Las ideas que presentamos en este documento se enmarcan en el contexto de investiga-
cién que acabamos de describir. Nuestro propdsito consiste en caracterizar una tarea desde
las dimensiones del curriculo (conceptual, cognitiva, formativa y social, Rico, 1997a). Para
ello, nos basamos en el modelo del analisis didactico (Gomez, 2007) y utilizamos como he-
rramientas de andlisis de la tarea algunos de los organizadores del curriculo (Rico, 1997b)
que configuran el modelo del analisis didactico en cada una de sus dimensiones. EI modelo
del andlisis didactico se ha utilizado en planes de formacion de profesores de matematicas
como procedimiento para el disefio de tareas y de unidades didacticas (Goémez y Gonzalez,
2013). En este caso, utilizamos este modelo en otro sentido: partir de una tarea, establecer sus



elementos y fundamentos, identificar sus demandas cognitivas y usar esta informacién para
disefiar su implementacion. Denominamos este proceso como la deconstruccion de una tarea.

DECONSTRUCCION Y CARACTERIZACION COGNITIVA DE UNA
TAREA

Inspirados en las ideas anteriores, introducimos las nociones de deconstruccion y caracteriza-
cioén cognitiva de una tarea. Caracterizar cognitivamente una tarea implica, en primera ins-
tancia, delimitar el contenido al que se refiere y caracterizarlo. En segunda instancia, y con
base en esa informacion, caracterizar cognitivamente una tarea implica establecer las expec-
tativas de aprendizaje a las que quiere contribuir y las limitaciones de aprendizaje que pre-
tende ayudar a superar. Finalmente, esta caracterizacion también implica organizar esas ex-
pectativas y limitaciones de tal manera que se pongan de manifiesto las diferentes estrategias
que los estudiantes pueden activar al abordar la tarea. Por consiguiente, para caracterizar
cognitivamente una tarea, es necesario establecer las siguientes cuestiones.

1. Los conceptos, procedimientos, sistemas de representacion y fendmenos que estan impli-
cados en la tarea.

2. Las estrategias y formas de pensamiento que los estudiantes pueden activar y poner en
juego al abordar la tarea.

3. Los conocimientos y el pensamiento que ponen en juego en cada paso de una estrategia.
4. Los errores en los que pueden incurrir al activar una capacidad o un criterio de logro.
5. Su grafo de criterios de logro.

Utilizamos la nocidn de camino de aprendizaje para caracterizar las diferentes estrategias que
un estudiante puede utilizar al abordar una tarea. Los caminos de aprendizaje estdn compues-
tos por una sucesion de capacidades. Estas dos nociones se encuentran descritas en detalle en
Gomez, Gonzalez y Romero (2014) y Gonzalez y Gémez (2015). El andlisis de cada camino
de aprendizaje y la revision de la literatura permiten establecer los errores en los que los es-
tudiantes pueden incurrir al activar algunas de las capacidades. Dado que una tarea suficien-
temente compleja puede implicar varias formas de resolverla, es posible establecer mas de un
camino de aprendizaje. Reunimos estos caminos de aprendizaje en un grafo de criterios de
logro. Cada criterio de logro retine sucesiones de capacidades que representan un procedi-
miento dentro de la estrategia de resolucion (Romero y Gémez, 2015). La figura 1, muestra el
grafo de criterios de logro del sub-problema 1 Competencia de atletismo. Esta tarea contiene
tres caminos alternativos de solucion.
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Figura 1. Grafo de criterios de logro del problema I Competencia de atletismo

Si analizamos la tarea que indaga por la situacion de la carrera en el minuto 10, encontramos
tres caminos de aprendizaje alternativos. El camino de aprendizaje de la parte superior CdL1-
2-3-4-5-6-11-12, sugiere que el estudiante organiza la informacion del problema (CdL1),
pero puede incurrir en el error de considerar s6lo un segmento de la funcién (E1). Luego, el
estudiante identifica la funcion definida a trozos que modela mateméaticamente la situacion
planteada (CdL2), aunque puede reconocer solo parte de las funciones que definen la funcién
a trozos (E2) o abordar las funciones de la funcién a trozos como independientes (E20) e
interpreta esta funcion (CdL3), pero desconoce que una funcion definida a trozos esta
definida por varias funciones (E3). Luego, el estudiante determina que debe hallar el valor de
la funcion para un punto indicado (CdL4), por lo que decide obtener el valor de la funcion
para ese punto, al sustituir el valor suministrado para la variable independiente (CdL6). El
puede incurrir en los errores de reconocer solo parte del dominio y recorrido de la funcion,
principalmente cuando la funcidén presenta discontinuidad (E4) o confundir si el valor
indicado en el problema pertenece a la variable dependiente o independiente. Seguidamente,
el estudiante comprueba la veracidad de la respuesta con relacion al enunciado del problema
(CdL11). Sin embargo, puede producir una respuesta inconsistente con la pregunta (E16).
Finalmente, el estudiante es capaz de explicar con argumentos matematicos la respuesta
obtenida (CdL12). No obstante, el estudiante puede establecer ideas que carecen de
argumentos (E17) o determinar una solucion que no satisface las condiciones matematicas
del problema (E18).

El segundo camino alternativo CdL1-2-3-4-5-7-11-12, propone que el estudiante obtenga
el valor solicitado de la grafica de la funcion que hace con un software (CdL7), aunque puede
digitar errébneamente las funciones en el software o programa (E9) o emplear una
configuracion del software que no le permite obtener una grafica adecuada de la funcion
(E10).



El tercer camino alternativo CdL1-2-3-4-5-8-9-10-11-12 insinia que el estudiante
obtenga las parejas ordenadas de la funcién (CdLS), las organice en una tabla (CdL9) y las
represente graficamente para observar el comportamiento de la funcion en el punto indicado
(CdL10). Sin embargo, el estudiante puede emplear valores muy cercanos para la funcion que
no le permiten obtener parejas suficientes para observar su comportamiento (E11) y obtiene
parejas ordenadas mediante la sustitucion que no corresponden a la funcion (E12). También,
podriamos encontrar que el estudiante confunda los valores de la variable independiente con
los de la variable independiente cuando los organiza en la tabla. También puede suceder que,
cuando realiza la grafica, el estudiante trace el eje de coordenadas y con medidas diferentes
para cada intervalo de la escala (E14) o que grafique solo algunas de las funciones que
definen la funcion a trozos (E15).

De esta forma, los criterios de logro con sus errores asociados se organizan en caminos
de aprendizaje, que describen las alternativas de solucién de la tarea. Si se organizan los
caminos de aprendizaje, obtenemos el grafo de criterios de logro de la figura 1. A
continuacion, describimos el procedimiento de andlisis que da lugar a la informacién que
acabamos de presentar.

PROCEDIMIENTO DE ANALISIS

La caracterizacion cognitiva de una tarea implica un procedimiento de andlisis de la tarea y
del tema de las matematicas escolares al que se refiere. La informacion que surge de esos dos
andlisis se relaciona de manera ciclica. El propoésito de ese procedimiento consiste en identi-
ficar las estrategias de resolucion de la tarea con base en las capacidades y los errores corres-
pondientes.

Delimitacion del tema y analisis de contenido

El primer paso del procedimiento consiste en delimitar el tema al que la tarea se refiere. Esto
implica establecer la estructura matematica que sirve de contexto para la tarea. De esta forma,
se busca identificar el tema de las matematicas escolares al que se refiere la tarea y su rela-
cion con otros temas de las matematicas escolares. Una vez que se ha delimitado el tema, es
necesario caracterizar el contenido que se encuentra implicado en la tarea. Para ello, utiliza-
mos el procedimiento del analisis de contenido propuesto por Cafiadas, Gomez y Pinzon
(2015). El lector encontrard en este documento la descripcion detallada de las nociones y los
procedimientos que utilizamos en este apartado.

El procedimiento de andlisis de contenido implica determinar los conceptos y procedi-
mientos que estan implicados en el tema. También es necesario identificar las diferentes ma-
neras en que el tema se puede representar. Finalmente, se debe establecer las relaciones entre
el tema y los fendmenos (matematicos y no matematicos) que le dan sentido. Es decir, se de-
ben identificar los contextos en los que el tema se puede usar o en los que el tema permite
resolver problemas. En otras palabras, el andlisis de contenido de un tema consiste en esta-
blecer, para el tema,

1. sus conceptos y procedimientos y sus relaciones,
2. los sistemas de representacion mas relevantes para el tema y

3. los fendmenos para los que el tema sirve de modelo y las relaciones entre esos fenomenos
y el tema.



A continuacion, ejemplificamos el analisis de contenido para el sub-problema 1 Competencia
de atletismo. Inicialmente, describimos los conceptos, procedimientos y sus relaciones para el
tema relacionado con el sub-problema.

Conceptos, procedimientos y sus relaciones

Una funcién definida a trozos se expresa con una notacion funcional comun, donde el cuerpo
de la funcidn es una lista de expresiones matematicas asociadas a un subdominio o intervalo.
La variable independiente x se usa para las distintas expresiones de la funcion (f (x) o y) con
una condicion que especifica su dominio de aplicacion.

La gréfica de una funcioén definida a trozos es continua en un intervalo, si estd definida
en todo el intervalo, y no hay discontinuidad en ningtin punto extremo de los subdominios en
ese intervalo. Una funcion definida a trozos puede ser continua para todos sus subdominios,
pero no ser continua en todo su dominio.

La representacion grafica de las funciones definidas a trozos nos permite realizar el ana-
lisis de su comportamiento en un punto o en un intervalo. Las tareas relacionadas con el tema
son las situaciones que plantean un modelo matematico en su enunciado. Por esta razon, los
estudiantes deben conocer su definicion para lograr extraer su representacion simbolica y es-
tablecer los procedimientos para su representacion grafica y andlisis del comportamiento en
el punto o intervalo indicado. En la figura 2, consolidamos la estructura para la funcion defi-
nida a trozos.

Expresion .
Simbdlica Grafica

| Dominio || Rango |
rY rY

Funcién
definida a
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A 4

Caracteristicas

Continuidad

Figura 2. Estructura conceptual de la funcion definida a trozos

Simplificamos las relaciones entre los principales conceptos del tema funcion definida a tro-
zos. Pretendemos que el estudiante sea capaz de emplearlos para resolver situaciones proble-
ma que involucran el tema.

Sistemas de representacion para el sub-problema 1 Competencia de atletismo

En la figura 3, presentamos los sistemas de representacion de la funcion definida a trozos, sus
signos y las traducciones presentes entre ellos a través de las lineas punteadas. Identificamos
un sistema de representacion simbolico que emplea nimeros, letras y simbolos pertenecientes
a las operaciones aritméticas para constituir sus signos. Estos signos constituyen la funcion
definida a trozos mediante la expresion algebraica
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Figura 3. Sistemas de representacion para la funcion definida a trozos y sus traducciones

Ya introdujimos el sistema de representacion simbodlico. Hallamos un sistema de representa-
cién numérico cuyos signos son de la forma (c, f(c)). En este sistema de representacion, la
funcion se representa por medio de pares ordenados.

La funcién definida a trozos se puede simbolizar mediante el sistema de representacion
tabular, que dispone de una columna para organizar los valores de la variable independiente y
tantas columnas como expresiones matematicas definan la funcion a trozos. La misma orga-
nizacion puede hacerse mediante filas.

El sistema de representacion grafico utiliza el plano cartesiano, valores numéricos, esca-
las y el trazo de la grafica como sus signos. Asi, las reglas para graficar en el plano cartesiano
establecen las relaciones entre estos signos.

El aplicativo en linea Desmos para graficar funciones definidas a trozos y el programa de
geometria dindmica Geogebra, entre otros, cuentan con elementos propios y las reglas para
representar graficamente a estas funciones. Por consiguiente, lo consideramos un sistema de
representacion ejecutable de las funciones definidas a trozos.

Estructuras, contextos fenomenologicos y las relaciones entre esos fenomenos para el tema

El andlisis fenomenologico es un proceso complejo que no haremos aqui. Podemos identifi-
car diferentes subestructuras a partir de los tipos de funciones y la definiciéon de sus intervalos.
Por ejemplo, encontramos funciones definidas a trozos constantes, polindmicas, parte entera,
de valor absoluto, exponenciales, logaritmicas, trigonométricas, etc. Un ejemplo de una fun-
cion definida a trozos que pertenece a la subestructura polindmica, es el caso de la funcion
que establecid la compafiia de electricidad con el fin de regular el consumo de energia. La



empresa ha disefiado la siguiente tarifa: los primeros 100 kwh (kilovatios hora) se pagaran a 2
UM (unidades monetarias) el kwh, para los siguientes 200 kwh costara 3 UM el kwh y 6 UM
de alli en adelante. Expresamos el valor de la factura como una funcién de la cantidad de kwh
consumidos al mes mediante la funcion simplificada
2x,s10 < x <100
—_ 1 <
T(x) = 3x —100,s5i 100 << x <300
6x — 1000, si x > 300

Analisis de la tarea: resolucion
Una vez que se ha caracterizado el tema al que la tarea se refiere, el primer paso del analisis
de la tarea consiste en resolverla, con el conocimiento del experto, pero en el papel del estu-
diante. Esto implica registrar cada paso de la resolucion, tanto en aquello que se registra en el
papel, como también en el pensamiento que da lugar a esas actuaciones. De esta manera, se
deben identificar dos cuestiones: (a) las diferentes estrategias que los estudiantes pueden uti-
lizar para abordar la tarea y (b) las capacidades que componen esas estrategias. Por otro lado,
el andlisis de contenido puede proporcionar informacion adicional para afinar las capacidades
que se hayan identificado y para intuir caminos de aprendizaje alternativos.

Ejemplificamos las diferentes estrategias que puede emplear el estudiante para resolver
las dos tareas del sub-problema 1, que ilustra el grafo de criterios de logro. Probablemente
haya otras alternativas de solucion diferentes a las presentadas aqui.

Pablo = P; Jorge = J; tiempo (medido en minutos) =t

—25(t —10)2+ 2500 0<t<10
P(t) = { 24((t B 10))2 + 2500 £ 10 en el caso de Pablo y J(t) = 250t para el caso de
Jorge.
Sub-problema 1
Parte A. ;{Qué sucede en la carrera para t = 10?
Solucion algebraica Solucion por medio de software o aplicativo
El estudiante halla la distancia recorrida por ~ El estudiante puede usar un software o aplicativo de
Pablo para t = 10. Para ello empleard la los que existen en el mercado o que se consiguen de
funcién P(t) = —25(t — 10)% + 2500 forma gratuita, para graficar las funciones. De esta

manera, ¢l puede observar su comportamiento y
determinar que sucede en el minuto 10 de la carrera.
P(10) = —25(0) + 2.500 En la figura 4, presentamos la grafica que obtuvo el

tudiante en Graph'.
P(10) = 2.500 metros estudiante en Lrap

P(10) = —25(10 — 10)? + 2.500

También, debe hallar la distancia recorrida
por Jorge en el mismo tiempo. Debe emplear
la funcion J(t) = 250t.

J(10) = 250 = 10
J(10) = 2.500 metros

" El programa para realizar graficas de funciones de Windows Graph en su version 4.4.2, esta disponible en
https://graph.uptodown.com/windows




Reflexion: Cuando han transcurrido 10
minutos de iniciada la carrera, Pablo y Jorge
han recorrido la misma distancia, que
corresponde a 2.500 metros.

Figura 4. Grafica de las funciones en Graph

Reflexion: En la representacion gréfica, el
estudiante observa que en el minuto 10 se presenta
un intercepto. Es decir, el estudiante puede concluir
que, en este momento de la carrera, los dos
competidores van a la par.

Solucién grafica
El estudiante realiza una tabla de valores, que posteriormente representa en el plano cartesiano. En

la tabla 1, presentamos los datos obtenidos por el estudiante.

Tabla 1
Datos para las distancia recorridas por Pablo (P(t)) y Jorge (J(t)) respectivamente

T 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pt) 0 475 900 1275 1.600 1.875 2.100 2275 2400 2475 2.500

Jo) 0 250 500 750 1.000 1.250 1.500 1.750 2.000 2.250 2.500

En la figura 5, presentamos las graficas obtenidas por el estudiante. Si comparamos las dos
gréficas, observamos que la interseccion ocurre cuando el tiempo es 10 minutos.
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Figura 5. Representacion grdfica realizada por el estudiante para comparar las funciones

Reflexion: La grafica que realiz6 el estudiante le muestra que, cuando han transcurrido 10 minutos,
los dos competidores han recorrido la misma distancia (2.500 metros).

Analisis de la tarea: dimension cognitiva

Realizamos el andlisis de la tarea en la dimension cognitiva con base en las ideas y procedi-
mientos del analisis cognitivo propuestos por Gonzalez y Gomez (2015). Esto implica, en
primera instancia, identificar las expectativas de aprendizaje a las que la tarea pretende con-
tribuir. Para ello, es necesario, por un lado, deducir el objetivo de aprendizaje al que la tarea
apunta y, por el otro, establecer los conocimientos previos que son necesarios para abordar la
tarea y las capacidades que los estudiantes pueden activar cuando la aborden. En segunda ins-
tancia, el andlisis cognitivo proporciona herramientas para establecer las limitaciones de
aprendizaje que se encuentra implicadas en la tarea: los errores en los que los estudiantes
pueden incurrir al abordarlas y las dificultades que se encuentran en el origen de esos errores.
Finalmente, el andlisis cognitivo proporciona los procedimientos para identificar y estructurar
las diferentes estrategias que los estudiantes pueden poner en juego para resolver la tarea. El
andlisis de la tarea desde la dimensidn cognitiva, implica las siguientes cuestiones.

1. Formular un objetivo de aprendizaje al que la tarea puede contribuir.
2. Establecer los conocimientos previos que son necesarios para abordar la tarea.

3. Describir y caracterizar las capacidades que conforman los caminos de aprendizaje que se
hayan encontrado.

4. Identificar los errores en los que los estudiantes pueden incurrir al activar las capacidades
que configuran los caminos de aprendizaje.

5. Agrupar secuencias de capacidades en criterios de logro que permitan simplificar las es-
trategias de resolucion.

6. Construir el grafo de criterios de logro. Este grafo incluye los errores en los que los estu-
diantes pueden incurrir.
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Para la tarea del ejemplo, formulamos como objetivo de aprendizaje resolver situaciones que
implican fendmenos cotidianos asociados a funciones definidas a trozos que ya estan expre-
sadas de forma matematica. Establecimos los conocimientos que los estudiantes deben de-
mostrar antes de resolver la tarea del ejemplo que presentamos en la tabla 2.

Tabla 2
Listado de conocimientos previos del sub-problema 1 Competencia de atletismo

CP Descripcion

1 Reconoce funciones lineales y cuadraticas expresadas de forma algebraica, las representa en el
plano cartesiano

Construye tablas de valores a partir de datos registrados en situaciones de la vida real

Reconoce en un grafico cartesiano cuando una funcién es creciente, decreciente o constante

2

3

4 Aplica propiedades algebraicas para transformas expresiones

5 Resuelve ecuaciones cuadraticas implicadas en diferentes contextos
6

Emplea un software para realizar representaciones graficas de funciones

Nota. CP: conocimientos previos.

A partir de las posibles formas que pueden utilizar los estudiantes para resolver la tarea pro-
puesta, enumeramos las capacidades que esperamos desarrollen los estudiantes. En algunos
casos, agrupamos dos o mas capacidades para describir un procedimiento que el estudiante
debe realizar. A estos procedimientos les llamaremos criterios de logro. En la tabla 3, organi-
zamos el listado de criterios de logro para el sub-problema que estamos analizando.

Tabla 3

Listado de capacidades del sub-problema 1 Competencia de atletismo

CdL Descripcion

1 Organiza la informacién enunciada en un problema de funciones a trozos

2 Reconoce las funciones a trozos que modelan algebraicamente un fenémeno

3 Interpreta la informacion enunciada en una situacion particular de un problema de funciones a
trozos

4 Emplea el dominio indicado de las funciones para determinar lo que sucede en un punto e

intervalo de las mismas
Identifica que debe hallar el valor de la funcidn para un punto indicado
Obtiene el valor de la funcién a partir de la sustitucion del valor de la variable independiente

Halla el valor solicitado de la funcion con la ayuda de un software que la grafica

[o <R e Y|

Establece parejas ordenadas que obtiene mediante la sustitucion en la funcion a trozos que
describe la situacion
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Tabla 3
Listado de capacidades del sub-problema 1 Competencia de atletismo

CdL Descripcion

9 Organiza las parejas ordenadas en una tabla de valores de la funcion para el punto indicado

10 Representa graficamente la funcion en papel cuadriculado a partir de los datos obtenidos en la
tabla de valores, para observar el comportamiento en el punto indicado

11 Determina la veracidad del resultado obtenido con relacion al enunciado del problema

12 Argumenta matematicamente a sus compafieros el resultado obtenido

Nota. CdL: criterio de logro.

Asociamos los posibles errores en que pueden incurrir los estudiantes al activar cada criterio
de logro. Organizamos los errores por conjuntos de dificultades. En la tabla 4, presentamos el
listado de dificultades y errores asociados para el sub-problema 1 Competencia de atletismo.

Tabla 4
Listado de dificultades y errores para el sub-problema 1 Competencia de atletismo

E Descripcion

D1. Conocimientos parciales para determinar aspectos del modelo matemaético

1 Considera solo un segmento de la funcion definida a trozos

2 Reconoce solo parte de las funciones que definen la funcién a trozos

D2. Caracterizacion de funciones definidas a trozos

3 Desconoce que una funcion definida a trozos estd definida por varias funciones

4 Precisa solo parte del dominio y recorrido de una funcién definida a trozos, principalmente si
presenta discontinuidad

6 Confunde si el valor indicado en el problema pertenece a la variable independiente o a la
variable dependiente

11 Emplea valores muy cercanos para la variable dependiente, que no le permiten obtener las
parejas suficientes para observar el comportamiento de la funcién

12 Obtiene parejas ordenadas mediante la sustitucion de valores que no corresponden a la
funcion definida a trozos

13 Confunde los valores de la variable independiente con los de la variable dependiente, cuando
los organiza en una tabla de valores

D3. Manejo del sistema de representacion simbolico de funciones definidas a trozos

7 Sustituye valores de la funcion en un trozo que no corresponde
8 Se equivoca al realizar operaciones aritméticas en la sustitucion de valores
20 Aborda las funciones que definen a una funcién a trozos como independiente
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Tabla 4
Listado de dificultades y errores para el sub-problema 1 Competencia de atletismo

E Descripcion

D4. Manejo del sistema de representacion grafico de funciones definidas a trozos

14 Traza el eje de coordenadas y con medidas diferentes para cada intervalo de la escala

15 Grafica solo algunas de las funciones que definen la funcidn a trozos

D5. Manejo de software y programas para matematicas

9 Digita erroneamente las funciones en el software o programa
10 Emplea una configuracion del software que no le permite obtener una grafica adecuada de la
funcién

D6. Conocimientos necesarios para interpretar la solucion de la situacion matemadtica en el problema

16 Emite una respuesta inconsistente con la pregunta
17 Establece ideas que carecen de argumentos matematicos
18 Establece una solucion que no satisface las condiciones matematicas del problema

Nota. E: error, D: dificultad

Con estos elementos, construimos el grafo de criterios de logro que describe los posibles ca-
minos de aprendizaje que recorrera el estudiante en la solucién de las tareas. Este es el grafo
de criterios de logro que presentamos en la figura 1.

Analisis de la tarea: dimension de instruccion

Comenzamos el andlisis de instruccion de la tarea con la nocioén de ayuda. El analisis de los
errores en los que los estudiantes pueden incurrir da lugar a la formulacién de ayudas (Gomez
y Mora, 2015). Las ayudas se refieren a aquellas actuaciones del profesor que proporcionan
oportunidades para que los estudiantes superen los errores en los que han incurrido. En la ta-
bla 5, presentamos las principales ayudas para el sub-problema que venimos trabajando.

Tabla 5
Descripcion de las ayudas para el sub-problema 1 Competencia de atletismo

E A Descripcion

1-2-20 1  Indique al estudiante que revise el video sobre la funcion definida a trozos y que
identifique sus principales caracteristicas. Puede consultar el video en
https://youtu.be/ZbzWO0rBoWVA

3 2 Proporcione un listado de funciones definidas a trozos a sus estudiantes y pidale a sus
estudiantes que las represente graficamente. Pueden emplear el simulador Desmos, que
puedes consultar en https://www.desmos.com/calculator/ueqnbdgdch para realizar y
analizar las graficas de estas funciones.
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Tabla 5
Descripcion de las ayudas para el sub-problema 1 Competencia de atletismo

E A Descripcion

4 3 Realice preguntas al estudiante como: ;determine el tramo inicial y tramos final de la
funcion definida a trozos?, ;estd considerando todos los tramos de la funcion o s6lo una
parte de ellos?

6 4  Pida al estudiante que recuerde cuando una variable es dependiente y cuando
independiente. Ahora, pidale que identifique en la funcién dada, cual es la variable
dependiente y cual la independiente. Luego, digale que asigne de nuevo el valor indica a
una de las dos variables de la funcion

7 5  Indique al estudiante que a cada una de las funciones definidas a trozos le corresponde
un dominio. Por tanto, s6lo los valores de este dominio son validos para dicha funcién

8-35- 6  Pida al estudiante que compare el procedimiento que él emplea para sustituir los valores
26-29 en la funcioén y despejar la variable, con el procedimiento empleado por un compafiero
que lo hace bien, sin indicarle esto ultimo

9-10- 7  Indique a los estudiantes que deben consultar las funciones correspondientes o la

22-32 configuracion del software para realizar el calculo que requieren

5-11- 8  Explique al estudiante que puede realizar la representacion grafica de la funcion definida

12-13- a trozos en el graficador de funciones en linea Desmos. Ahora, digale que compare los
21 valores obtenidos en las graficas con los trabajados en el procedimiento manual

14-15 9  Pida al estudiante que realice la representacion grafica de algunas funciones y que
obtenga la tabla de valores respectiva. Luego, indiquele que observe las caracteristicas
que emplea el programa para realizar la grafica y la tabla de valores, esto le permitira
realizar correcciones a la representacion realizada manualmente de la funcion. Para
realizar la grafica y tabla de valores puede usar el programa Graph o en linea el
graficador de funciones matematicas MAFA que puede consultar en http://www.mathe-
fa.de/es#result

16-38 10 Interactie con los estudiantes para aclarar la conexién entre el enunciado y la respuesta o
solucion del problema

17-18 11 Pida al estudiante que explique la validez de la respuesta obtenida a través de
contraejemplos, valores diferentes a los seleccionados para la solucion, entre otros.

Nota. E: error; A: ayuda

El analisis del objetivo de aprendizaje y del grafo de criterios de logro debe dar lugar a que el
profesor establezca
1. latemporalidad de la tarea y, dentro de esa temporalidad,

2. las formas de agrupamiento de los estudiantes y
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3. los esquemas de interaccion.

Estas nociones se describen en detalle en Goémez y Mora (2015). Esperamos que el docente
disponga de dos horas de clase de 60 minutos cada una para presentar y desarrollar las tareas
del ejemplo. Pretendemos organizar grupos de tres estudiantes que resolveran cada tarea de
forma individual. Luego, ellos deben comparar los resultados y explicar a sus compaifieros los
procedimientos empleados. Durante la resolucion de la tarea, los estudiantes pueden interac-
tuar con sus compaieros o con el docente cuando surjan dudas que no puedan resolver. Al
terminar la tarea, el docente puede motivar a sus estudiantes para que expliquen cada alterna-
tiva de solucion al gran grupo, con el fin de observar las diferentes alternativas de solucion
disponibles.

Analisis de la tarea: dimension social (evaluacion)

El analisis de la tarea desde la dimension social implica desarrollar instrumentos y procedi-
mientos de recoleccion y andlisis de la informacion que le permitan al profesor establecer el
progreso de los estudiantes y tomar decisiones sobre su actuacion con base en esa informa-
cion. Estos instrumentos y procedimientos se describen en detalle en Romero y Gomez
(2015) y Marin y Gémez (2015). El profesor puede incluir el esquema de semaforos para que
los estudiantes informen sobre como han abordado la tarea y en qué cuestiones han tenido
dificultades (Gomez et al., 2014). El también puede llevar un diario en el que, con base en el
grafo de criterios de logro de la tarea, registre la actuacion del grupo. De esta forma, el grafo
de criterios de logro le servird de referencia a lo largo de la resolucion de la tarea: ¢l podra
establecer qué caminos de aprendizaje activan diferentes estudiantes, en qué errores incurren
y, por consiguiente, qué ayudas pone en juego con base en esos errores.

Los procedimientos anteriores se refieren a lo que se conoce como la evaluacion forma-
tiva. No abordamos aqui la evaluacién sumativa. No obstante, consideramos que esa evalua-
cion debe atender las diferentes estrategias de solucion y los errores que se identifican en el
grafo de criterios de logro.

DISENO PARA LA IMPLEMENTACION

El disefio de la implementacion se formula con base en la informacion anterior. El profesor
habra establecido la temporalidad de la tarea y, dentro de esa temporalidad, propondran las
formas de agrupamiento de los estudiantes en los diferentes momentos de la tarea y los tipos
de interaccion que promovera en cada uno de ellos. Su actuacion durante la sesion de clase
estara guiada por la informacion que recoja y analice con los semaforos de los estudiantes y
con su diario. Esta informacién le permitira tomar decisiones sobre las ayudas que debe im-
plementar para contribuir a la superacion de los errores de los estudiantes y a su progreso en
el aprendizaje.
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