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RESUMEN

A raiz de las reflexiones que surgen del andlisis del
actual Modelo Curricular de la Universidad de Sonora
donde el estudiante ocupa un lugar activo y protagénico
en la construccion de su conocimiento, y tomando en
cuenta que en la Universidad de Sonora estamos en un
momento de reflexién y andlisis encaminados hacia la
propuesta de un nuevo modelo curricular basado en
competencias, sabiendo que en ambos se insiste en el
uso de las nuevas TIC's en los procesos de ensefianza
y aprendizaje, en lo que a matemdticas se refiere, es
oportuno hacer algunos senalamientos en relacion a la
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precision de los contenidos disciplinares a estudiar (el qué
enseriar). También considerarlos aspectos metodolégicos
encaminados a propiciar el aprendizaje de los mismos
(el cémo ensenar). En este articulo se hace un andlisis
parcial de estos aspectos, ejemplificdndolo con uno de
los conceptos fundamentales en matemdticas, desde
el nivel bdsico hasta el superior. Este concepto es el de
simetria, en el cual algunos libros de texto y mds de un
tipo de software matemdtico muy reconocidos, propician
errores de comprension.
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INTRODUCCION

En la conjuncion de esfuerzos por mejorar la
comprension y aprendizaje de las matematicas, concurre
una amplia diversidad de factores; sélo por mencionar
algunos listamos los siguientes: Institucion y nivel
educativo que se imparte en la misma, modelo curricular
que se sigue, infraestructura fisica con la que se cuenta,
nivel de preparacion disciplinar y pedagdgica de los
maestros, biblioteca con textos adecuados, eleccién y
forma de uso de libros de textos; nivel, calidad y precisién
de los contenidos disciplinares y uso adecuado de las
nuevas tecnologias de la informacién y la comunicacién
(NTIC's). Aunque el conjunto de factores concurrentes es
mucho mayor que los ya mencionados, sabemos que no
es posible abordarlos todos a la vez, por lo cual, en este
articulo nos restringiremos a hacer un breve analisis de los
siguientes contenidos disciplinares:

® Expresados en los libros de texto

® Expresados en softwares educativos.

IMPORTANCIA DE LOS
CONTENIDOS DISCIPLINARES

Al abordar el anadlisis de los procesos de aprender
y enseflar matematicas, nos encontramos con una
amplia gama de opiniones al respecto, desde quienes
piensan que para ensefar bien matematicas basta con
saber mucho de matemadticas, hasta quienes piensan
que lo unico indispensable es contar con una buena
formacion pedagdgica, con lo cual podran tener éxito al
ensefar cualquier disciplina. Mostrando los hechos que
ninguna postura extrema funciona, se debe considerar
la importancia de ambos aspectos, una solida formacién
matemadticay un sustento teéricofirme de las metodologias
de ensefanza.

Cuando el enfoque de la ensefianza estd basado en
una teoria del aprendizaje bien definida, pero el objeto
matematico en estudio es impreciso, o peor aun, erréneo,
entonces caemos en la situacion de estar ensefiando muy
bien un error. Irénicamente hubiera sido mejor hacer
una mala ensefianza del error, ya que un error muy bien
ensefado se afianza tanto o mas como un concepto
preciso bien ensenado. La firme ensefanza de un error
produce mayor dafo, que el beneficio de algo correcto
bien ensefiado, causando mayor dificultad de romper la
estructura del error [1].

Por otro lado, si el maestro tiene una sélida formacion
matemadtica, pero no es consciente de los procesos
pedagdgicos y sélo se limita a la tradicional exposicién
oral y escrita, puede producir una consecuencia frecuente,
como puede observarse al hacer preguntas a estudiantes
de licenciatura acerca de temas vistos el semestre
anterior, el tiempo de retencién de los conceptos es muy
corto y la esperanza de que sea capaz de aplicarlos, por
consecuencia, es muy baja en el estudiante comun.
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DOS TEMAS PARTICULARES

A manera de ilustracién de la adecuada combinacién
de precisiéon disciplinaria y estrategia pedagdgica
requeridas para la precisa y duradera comprensién de
un concepto matematico, consideraremos dos temas:
uno de nivel basico comunmente estudiado en la escuela
secundaria, del cual s6lo haremos breves comentarios y
otro transversalmente presente desde jardin de nifios hasta
los primeros niveles de licenciatura, del cual hablaremos
mas ampliamente, a la vez que se analizaran frecuentes
errores conceptuales al respecto. Los temas referidos, en
orden de mencion, son:

® Casos de congruencia de triangulos

® Simetria

El tema que principalmente nos ocupard, como ya se
indico, es el de simetria.

Casos de congruencia de triangulos

Desde la escuela secundaria hemos aprendido, aunque
frecuentemente olvidado, que los casos de congruencia
de tridngulos son tres:

® |ado, lado, lado (LLL)

® | ado, dngulo, lado (LAL)

® Angulo, lado, 4ngulo (ALA)

En esta ocasion s6lo mencionaremos que el comun
de los profesores, segun experiencias en diplomados
impartidos para el nivel de secundaria, tanto a nivel
regional como nacional:

a) No saben de entre cuantas combinaciones posibles se
eligen los casos conocidos.

b) No saben argumentar por qué los casos conocidos si
son casos de congruencia.

) Entre los que no son casos de congruencia (como LLA),
no se proporcionan argumentos de por qué no lo son
ni mucho menos un analisis de posibles casuisticas
particulares en las que, por ejemplo, el caso LLA que en
lo general no es caso de congruencia, en lo particular
silo es.

d) No se da argumento del por qué no incluir el caso LAA,
como caso de congruencia, erréneamente rechazado,
porque silo es.

e) Practicamente se aceptan como “dogmas de fe” que
los casos de congruencia son los tres conocidos, sélo
porque los libros asi lo dicen.

Esta problematica vale la pena analizarla ampliamente
en otro articulo. Esto nos hace ver que ni la matematica
basica, como disciplina didactica, esta lo suficientemente
discutida.

Este es un buen ejemplo de contenido del nivel
basico en el que no se presenta precisién disciplinaria ni
estrategias adecuadas de ensefanza.

Abordaremos ahora el tema que especialmente
nos interesa mas, por estar transversalmente presente
casi desde jardin de nifios hasta niveles superiores de la
matematica y otras ciencias.
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La simetria

Definicién etimoldgica: lat. symmetria de gr.
symmetria ouppetpia [syn ouv gr. 'con',  «wnion-
+metr(o)- ugr. <medida> + -ia gr. <cualidad:]

En general, se entiende como proporciéon adecuada
de las partes de un todo entre si y con el todo mismo.
Regularidad en la disposicidn de las partes o puntos de un
cuerpo o figura.

Definicibn matemadtica: como antecedente del
concepto matematico de simetria, en el XXXII Congreso
Nacional de la SMM realizado en Guadalajara, Jalisco en
el afo 1999, se presenté una ponencia cuyo titulo era una
pregunta doble:

“iEs toda reflexion una simetria? y ;Es toda simetria
una reflexion?”

Al plantear estas preguntas a priori a la gran
concurrencia de distintos puntos del pais, la respuesta
unanime para ambas preguntas fue un Si, causandoles
gran desconcierto cuando se les dijo que la respuesta a
ambas es NO.

El motivo de la unanimidad inicial y el desconcierto
posterior esta en el hecho de como se ha presentado el
conceptodesde los primeros niveles de laeducacién basica,
donde se ha hecho creer que la simetria siempre tiene que
ver con la transformacién geométrica llamada reflexion,
al grado de identificarlas. Para dar inicio al analisis de esta
problematica conceptual, mediante ilustraciones daremos
respuesta de nuevo a la doble pregunta mencionada
anteriormente, sirviéndonos esto de preambulo para
enunciar la definicion matematicamente correcta del
concepto de simetria.

La primera pregunta a analizar y responder es: ;Es toda
reflexion una simetria? La respuesta laconica a la pregunta
es NO, las razones las ilustramos a continuacion:

Una reflexion en el plano, con respecto a una recta
tomada como eje, haciendo el lugar de espejo (por eso se
le llama reflexién), la definimos puntualmente asi:

“El punto P’ es reflejo del punto P con respecto a la
recta [ si el segmento PP’ es perpendicular a Iy ademas los
puntos Py P’ equidistan de "I (Figura 1).

Wi,

58 | EPISTEMUS

m£P'0OC =90.00°

PO =444m O o _s4acm

Figura 1. Reflexidn de un punto con respecto a un eje.
Mas globalmente:

“Una figura M’es el reflejo de unafigura M con respecto
alarecta I si todo punto de M’ es reflejo de alglin punto de
My reciprocamente” (Figura 2).

Figura 2. Reflexion de una figura con respecto a un eje.

Ante la experiencia de vernos en un espejo (Reflexién)
nunca pensamos que la imagen y yo somos un todo, sino
que mi ser real es uno, mientras que el ser virtual (imagen)
es otro, tan es asi que si una persona es diestra (derecha)
suimagen en el espejo es siniestra (zurda). Esto se advierte
debido a que se piensa que reflexion y simetria es lo mismo
(comprobado por afios en una encuesta que se presenta
en anexo) por ver al objeto y a la imagen como un todo.
Debemos aprender a distinguir entre un objeto y su
imagen (Figura 3).
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C
Figura 3. Reflexion sin simetria.

Si tomamos al segmento BC como un espejo (eje de
reflexion), la circunferencia C1 de color rojo como el “objeto
real”, el cual consiste de un conjunto de puntos en el plano
que equidistan del punto fijo O llamado centro, siendo el
punto P uno de ellos, la imagen reflejada obviamente no
es la misma circunferencia. La circunferencia C1’ de color
azul, en la cual estd, en la posicién respectiva, laimagen del
punto P llamada P’; no es un solo sistema, sino que C1 es
una figura y su reflejo C1’ es otra distinta en este caso
todos los puntos de C1 tienen su imagen en otro conjunto
distinto de C1, en el conjunto C1’; en particular, el punto
P que estd en C1, tiene su imagen P’ en otro conjunto
distinto, el conjunto C1'.

Si giramos el eje I (segmento BC), centrado en C, hacia
la izquierda, de tal manera que el punto O quede muy
cerca de I, observamos que las dos circunferencias ( C1y
C1’) tienden a fusionarse en una sola (Figura 4), y cuando
finalmente la recta I pasa por O, las dos circunferencias se
convierten en una sola y ahora si cualquier punto P de C1
tiene su imagen reflejada P’ en la misma C1 (Figura 5). En
este momento podemos afirmar que el eje de reflexién 1,
que existe como tal, se convierte en un auténtico eje de
simetria, precisamente porque ahora si cualquier punto
de C1 tiene su imagen reflejo en el mismo C1.
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Figura 4 Reflexiéon
cercana a simetria.

Figura 5. Simetria
de reflexion.

Esto nos muestra que la Reflexion con respecto
a un eje (como si fuera un espejo) es una auténtica
transformacion en el plano (una isometria por preservar
distancias), mientras que la simetria axial no es una
transformacion, sino una circunstancia o situacion que en
un momento dado puede presentarse al hacer reflexiones
con respecto a un eje de reflexion.

Esta ilustracion, aunque es posible presentar una gran
variedad de ellas, nos basta para poder afirmar que: No
toda reflexion es una simetria. Con esto, aunque sea en
forma ilustrativa, hemos dado una respuesta a la primera
pregunta, ahora, en términos similares, daremos respuesta
a la segunda pregunta, la reciproca de la primera:

¢Es toda simetria una reflexion?

En la figura 6, se presenta un hexagono regular
ABCDEF y sus diagonales radiales tomando como centro
de rotacion al punto O. Todo el conjunto es girado un
angulo RQS (cuya medida se muestra), obteniendo un
conjunto imagen consistente en el hexagono congruente
de vértices A'B'C’'D'E'F’, de color rojo, que no coincide con
el original. Se muestra un punto P de la figura original y
su imagen P’ bajo la rotacién indicada, no pertenece al
conjunto original, lo cual nos ilustra que esta rotacién
realizada NO ES UNA SIMETRIA.

En cambio, en la figura 7, se nos presenta una rotacion
del mismo hexdgono original con respecto al mismo
centro, pero ahora con un angulo de rotacion de 60°.
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Figura 6. Rotacion sin simetria.

E D' D m£RQS = 60.00°

A F A'B

Figura 7. Simetria de rotacion.

Con este angulo de rotacién, al igual que con los
angulos de 120°, 180°, 240°, 300° y 360° (equivalente a 0°),
todos los puntos del conjunto inicial tienen sus imagenes
en el mismo conjunto, lo cual nos indica que la figura
original tiene seis simetrias de rotacion, esto nos ilustra
que no solo las reflexiones pueden producir simetrias,
sino también las rotaciones, las traslaciones (esto se puede
ilustrar mediante cenefas infinitas en el plano) y otra gran
variedad de transformaciones en el plano, por lo que,
como respuesta a la segunda pregunta, podemos afirmar:

':{;
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“No toda simetria es una reflexion”.

Tenemos ya suficientes elementos para dar una
definicién matematica del concepto de simetria en
el plano accesible a un lector no especializado, pero
suficientemente precisa, de la siguiente manera:

Si T es una transformacion del plano en él mismo
(T:E? > E?) y S esta contenido en E? (S c E?), decimos
que T es una simetria para el conjunto S si el conjunto
S queda invariante bajo la transformacion T, o sea que,
si para cualquier elemento x de S (x € S), su imagen
pertenece también a (T'(x) €S); también decimos
que el conjunto S es simétrico con respecto a la
transformacion T.

Obsérvese que una transformacion del plano no
necesariamente provoca una simetria en un conjunto
dado S, pudiendo provocarla o no en otro conjunto S,
por lo cual no es correcto asignarle a una transformacion
el calificativo de simetria, sino que necesariamente debe
considerarse la transformacién y el conjunto al que
se aplica simultdneamente. De ello se desprende que
tampoco es correcto ubicar el término simetria dentro de
un menu de transformaciones, como sucede en ciertos
tipos de software, lo cual se comentara mas abajo.

Error institucionalizado

Nos preguntamos ;qué factores determinan que un
concepto se institucionalice?

Los factores son muy diversos, sélo mencionaremos
algunos por su relevancia:

® Libros de texto

® Programas oficiales

® Practicas docentes

® Software especializado

® Sitios de internet

Por brevedad de espacio, consideraremos solo el
aspecto de uso de software especializado, recurso cada
vez mas influyente. S6lo mencionaremos brevemente,
con respecto al uso de libros, que en México esta
institucionalizado el error en todos los textos del nivel
basico, desde primaria hasta secundaria [2]; en el nivel
medio superior ni siquiera se aborda el tema; en USA
podemos encontrar libros (por supuesto en Inglés) que dan
un tratamiento correcto al tema, tanto en el equivalente a
nivel secundaria [3] como en College [4] y con mayor razén
a nivel universitario [5], y también en [6].

Software profesional de matematicas

Otra de las fuertes vias de consolidacion de
conceptos matematicos correctos o en su defecto, via
de institucionalizacién del error conceptual, es la gran
diversidad de software que cada vez mas se usa en el
aula, en laboratorios de cOmputo y en casa; centraremos
nuestra atencion en el andlisis de algunos ejemplos de
software de geometria dindmica, en cuyo menu veremos
el enfoque que se le da al tema de las transformaciones y
de la simetria.
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Software de geometria dindmica queincluyenala =5 —————

T NTE fe e =

reflexion como una transformacion y no la llaman BT T PO T B S ENr e
simetria

Mostramos a continuacion porciones del menu de
transformaciones de tres ejemplos de software que ilustran
el correcto uso de los términos: e ‘r =

La figura 8 nos presenta una porcién del menu ‘.f =
del software “The Geometer’'s Sketchpad” version T 8.

5.06, donde puede verse que, al activar el submenu de -
transformaciones, estd conceptualmente correcto, ya que

la opcion “Mark Mirror” se usa para activar a una recta o

segmento como “eje de reflexion”, no de simetria y mas

abajo a la transformacidn la llama reflexion.

e E g 0 e
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Figura 9. Menu Transformaciones del Cinderella.

En lafigura 10 se muestra el menu de transformaciones
de unodelos software mas usado actualmente (por ser muy
bueno y gratuito) llamado “GeoGebra”. Aqui se muestra
una vista del menu de transformaciones correspondiente
a la versién 4.2, de nuevo puede verse en este software, el
manejo correcto de la terminologia de transformaciones,

—— : en especial la reflexion.
G}, L teceen | T T I
aTrms bdln rEE DO SSTITWRRSD CETIRE WA
b el ol el ded 5]
A T i —
Figura 8. Menu Transformaciones del SketchPad. W e
a uty D e AT W g
[ S S——
El siguiente recuadro correspondiente a la figura 9, " P i o o e

muestra cdmo uno de los mejores software de este tipo
llamado Cinderella (Aqui usada la versiéon 2) le llama
“use un espejo” a la transformacion de reflexion, siendo
coherente. El espejo puede ser un punto, una recta (espejo
plano) o incluso una circunferencia (Inversidn), en este
caso se ilustra con un ejemplo de reflexién con respecto
a una recta.

Figura 10. Menu Transformaciones Geogebra version 4.2.

Software @ de geometria dinamica que
ERRONEAMENTE ubica a la simetria en el mend de
transformaciones identificandola con reflexion.

Tal vez el mas influyente en esta linea es un software
de origen Francés llamado “Cabri Geometre Il Plus”, cuyo
menu de transformaciones se presenta en la figura 11,
donde puede verse como identifican simetria axial con la
reflexion con respecto a una linea recta.

L e—
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Figura 11. Menu Transformaciones de Cabri Il Plus.

GEUP

Se hace llamar “la version espanola del Cabri”, y
por consecuencia, como puede verse en el menu de
transformacionesilustrado enlafigura 12, correspondiente
a la versién 6, adolece del mismo error conceptual en lo
que a simetria se refiere.

Ll
=
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- HEm

"EEE eE R AT E
dibd 1S

-

[:

e
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Figura 12. Menu Transformaciones de GEUP 6.

Geogebra 4.4

La figura 14 nos muestra el menu Transformaciones de
la version 4.4 del software llamado Geogebra, en donde
podemos apreciar que esta nueva version cayé en los
errores conceptuales de Cabri Geometer Il Plus y GEUP
Version 6.
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Figura 13. Menu Transformaciones de GeoGebra Version
4.4.

Esto ilustra como la fuerza del error institucionalizado,
tanto en libros de texto como en algunos tipos de software
profesional, ha permeado; ain en un software tan
prestigiado como GeoGebra que de laversion 4.2, en el que
se hacia un correcto manejo del menu de transformaciones
(siendo en ésto aun mejor la version 3 que no incluia entre
paréntesis la palabra inversion después de la opcién
“Reflexién con respecto a una circunferencia”, ya que
provocaba una problematizacién acerca del significado de
esa transformacion, propiciando en que se problematice
la posibilidad de descubrir que se trata de la inversion),
al pasar a la versidn 4.4; mientras que mejoré en muchos
otros aspectos, en lo que al menu de transformaciones
se refiere, cayo en el error de identificar la Reflexién con
Simetria Axial.

Esperamos que lo aqui analizado propicie el inicio
de un proceso de revisidon de algunos de los conceptos
mas fundamentales de matematicas, eliminando
algunos errores conceptuales institucionalizados en la
escuela desde el nivel basico hasta los primeros afos de
licenciatura, como sucede con el caso del concepto de
simetria.
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