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Este documento presenta consideraciones para la ensefianza de la conica elipse,
a partir de aspectos historicos, matematicos y didacticos relativos a ella. Se cen-
tra la mirada en la importancia de las herramientas mecénicas para la ensefianza
de las conicas y su relacion con argumentos demostrativos. Se proponen indica-
ciones generales de actividades para la ensefanza de la elipse.

Es necesario aclarar que este documento presenta algunas consideraciones
expuestas en Beltran (2014) y algunos avances en mi trabajo de grado para
titulo de Magister en Educacion con énfasis en Educacién Matematica. Este
documento se divide en dos secciones: la primera presenta consideraciones a
los aspectos teoricos, incluyendo lo epistemologico y didéactico de las conicas;
la segunda seccidon se centra en actividades que se pueden realizar para su
ensefianza, basadas en los trabajos de Boytchev (2011) y Beltran (2014).

CONSIDERACIONES RELATIVAS A LOS ASPECTOS TEORICOS

Antes de proponer algunas indicaciones generales para las actividades de
enseflanza de la coénica elipse es indispensable revisar algunos aspectos
tedricos que pueden dar pautas para la ensefianza de este concepto
matematico. En este documento se revisan tres aspectos tedricos importantes:
matematicos, histéricos y didacticos.

Aspectos matematicos

Diferentes libros de geometria analitica (e. g., Larson, Hostetler, Edwards y
Lopez, 1989; Lehmann, 1992/1974) muestran distintas formas de abordar el
estudio de las conicas. Larson et al. (1989) mencionan tres formas de introdu-
cir las conicas. La primera se basa en la concepcidn griega de las conicas co-
mo intersecciones de conos y planos, la segunda recurre a la ecuacion general
de segundo grado y la tercera forma (la que acogen estos autores) se basa en la
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concepcidn de lugar geométrico, presentando, asi, las condiciones que cumple
cualquier punto del lugar geométrico y la formula candnica de cada conica.

En términos de Larson et al. (1989), una elipse es el conjunto de todos los
puntos (x,y) cuya suma de distancias a dos puntos fijos distintos (focos) es
constante (Cuadro 1). La recta que une los focos corta la elipse en dos puntos
llamados vértices. La cuerda que une los vértices es el eje mayor, y su punto
medio es el centro de la elipse. La cuerda perpendicular al eje mayor por el
centro es el eje menor de la elipse. La forma canodnica de la ecuacion de una
elipse con centro en (h,k) y ejes mayor y menor de longitudes 2a y 2b,
respectivamente, donde a > b es:

G- -0 G- =R _

a? b2 b2 a? 1

Eje mayor horizontal Eje mayor vertical

Cuadro 1. Expresion matematica actual de la elipse

Aspectos historicos

El porqué de la necesidad de considerar la historia tanto del proceso de
evolucién de las matematicas como de la implementacion de herramientas
mecanicas para (re)construir y demostrar que la herramienta especifica
describe una determinada conica, se evidencia a partir de lo que expone Bell
(1985, p. 54): “Ningan tema pierde tanto cuando se le divorcia de su historia
como las Matematicas”. Ademas evidencia que “las herramientas son parte de
la misma construccion de las matematicas en muchos momentos”. Beltran
(2014) expresa entre sus conclusiones que es importante el uso de herra-
mientas mecanicas en la construccidon de las conicas. Si se acepta que el uso
de las herramientas (o artefactos mecanicos) puede ser provechoso para la
enseflanza de las derivadas, es necesario pensar como incorporarlas en la
actividad del aula para que los estudiantes lleguen a reconocer las propiedades
de las conicas y, asi, mediante las adigualdades, aquellas se conviertan en
recurso para la comprension del saber relativo a la derivada sin involucrar la
preconcepcidn del concepto de limite.

Ahora bien, considerando que es muy amplio aspirar a utilizar todo el espectro
de herramientas mecanicas desarrolladas durante los siglos XVvI y XVII (época
donde se realiza la mayor creacion de este tipo de herramientas), se enfatiza en
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el artefacto realizado por Frans Van Schooten, un elipsografo, que permite
mostrar de manera “sencilla” algunas de las propiedades de la curva elipse.
Influyen en Van Schooten, para la creacion de su artefacto mecanico, los
textos de Apolonio, Arquimedes y Pappus, todos relacionados con las conicas.
Otro hecho que lo influye es que durante su formacidon matematica, entre los
anos 1635 y 1640, Van Schooten conoce a René Descartes, quien le envia
algunos de sus documentos. Ruiz (2003) muestra que la relacién entre
Descartes y Van Schooten llego a tal punto que Descartes le da a conocer su
texto Géometrie antes de ser publicado, con el fin de que Van Schooten
expusiera sus apreciaciones y realizara la traduccidon del documento al latin.

A continuacién se describe el elipsografo de Van Schooten y, a partir de la
matematica de la época del inventor, se demuestra que la curva que traza es
una elipse, con lo cual se evidencia como Van Schooten acepta que ese
instrumento realiza la curva elipse. Dado que la herramienta material no
permite trazar de manera continua toda la curva, en este articulo se alude a una
version digital que simula el elipsografo de Van Schooten (Figura 1). El
elipsdgrafo estd formado por dos barras rigidas en forma de cruz (repre-
sentadas en color azul en la Figura 1) y dos barras moéviles (representadas una,
en color morado y la otra, en rojo y verde en la Figura 1). En la version fisica
las barras fijas tiene la forma de T inversa.

M L

D N F

Figura 1. Representacion de la version digital — Figura 2. Acercamiento a los tridngulos
que simula el elipségrafo de Van Schooten

Para dar una idea del funcionamiento del elipségrafo, ha de saberse que el
trazo de la curva depende del movimiento que se le imprima directamente al
segmento de color morado, movimiento este del cual depende el movimiento
del segmento de color rojo y verde; en ese proceso, el punto L que pertenece al
segmento rojo y verde, describe la curva. A la curva descrita se le llama curva
mecanica, ya que es a partir del movimiento simultdneo de dos lineas rectas
como ella se genera. Para la época de Van Schooten, esta curva no se aceptaba
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como una curva matematica, pues su aceptacion implicaba contravenir la
geometria euclidiana que no permite realizar curvas a partir de rectas. Sin
embargo, era necesario demostrar que la curva descrita era una elipse y la
demostracion seria aceptada si usaba inicamente la matematica euclidiana.

La demostracién se basa en la proporcion de areas de los tridngulos GML y
LNF (Figura 2). A continuacidon se expresa la demostracion a partir de los
datos conocidos presentes en el instrumento.

Datos conocidos: GL = a, LF = b, £GLM = £LFN, £MGL = £NLF. A partir
de esto se puede determinar que los tridngulos GLM y LFN son semejantes;
por tanto, se tiene una proporcion entre las medidas de sus lados. De esto se
puede afirmar que:

DN? NF?
GL2 ~ LF?

El Teorema de Pitdgoras permite mostrar que NF? = LF?—LN2. Asi, la
proporcion anterior queda como:

DN? LF? — LN? DN? LF? LN? DN? ) LN?
GL2 LF?2 GL?2 ~ LF? LF? GL2 LF?

Usando Nocion Comun 2 de Euclides (Libro I) se puede decir que:

DN?Z N LN? ) LN? N LN? DN? N LN? )
GL2 ' LF?’ LF2 ' LF2 GL?2 ' LF?°

Es decir, la suma entre dos razones da como resultado la unidad para todos los
puntos L que describen la curva. Esto concuerda con la nocion de elipse que se
tenia en la época. Ademads, como Van Schooten tuvo acceso a los documentos
de Descartes, se presenta la demostracion analitica con el fin de mostrar que
los mismos procedimientos usados llevan a la notacién actual de la elipse.

DN = x DM =y NF? =b2—y2  GM? =a? —x?

Cuadro 2. Conversion de la notacion a los términos actuales

Con los datos anteriores (Cuadro 2), se explica lo realizado, que coincide con
la forma actual de hacer la demostracién (Cuadro 3):
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xZ b2 _y2 xZ b2 y2 X

a2 b2 a2 b2 b2 a2 b2 az bz

Cuadro 3. Conversiones aplicadas a la demostracion anterior

Aspectos didacticos

Desde el punto de vista didactico, trabajos como los de Cortés y Soto (2012)
muestran que el uso de instrumentos de creaciéon de conicas como el anti-
paralelogramo articulado de Van Schooten y el elipsografo de palancas y
colisa de Inwards permite un acercamiento al concepto de elipse a partir de su
reconstruccion. Da también una visidon de la evolucion del concepto, ya que se
implementan diferentes herramientas para reconstruir diferentes tipos de
curvas.

El aprendizaje de las secciones conicas en el aula escolar presenta varias
dificultades, errores y obstaculos cognitivos y didéacticos. Referente a lo
cognitivo se presenta el conflicto con el uso de simbologia adecuada. Godino
y Font (2003) mencionan que este tipo de dificultad se puede presentar al
realizar yuxtaposiciones y operaciones entre términos desconocidos (uso de
las variables x,y) y términos conocidos (términos h, k). Rico (1995) presenta
varios tipos de errores de significado que tienen los estudiantes; menciona, en
particular, los errores presentes en el pensamiento humano, entre los cuales
estan los errores inducidos por el lenguaje o la notacion. Ademads Rico sefala
que estos errores (de significado) se presentan cuando los estudiantes ignoran
el significado de los simbolos o conceptos con los que estan trabajando.

Como lo menciona Boytchev (2011), existe la necesidad de mostrar a los
estudiantes las conicas como algo mas que los diferentes tipos de cortes de un
plano a un cono. Seria significativo que los estudiantes llegaran a interactuar
con las conicas desde diferentes puntos de vista, ya que esto les permitiria
vislumbrar algunas de sus propiedades.

Ademads, experimentos tales como generar una elipse con la luz de una
lampara, dibujar una hipérbola utilizando un hilo de longitud fija, o construir
un mecanismo de rodadura que genera una elipse pueden representar aportes
considerables para que el estudiante logre observar la forma de las conicas y
diferenciarlas; sin embargo, no permiten realmente, como lo muestra
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Boytchev (2011) ofrecer explicaciones claras sobre las diferencias entre estas
figuras, o la manera de calcular los focos de la elipse.

Boytchev (2011), con relacidon al uso de artefactos mecanicos sostiene que
existe un interés latente por usar este tipo de artefactos para la ensefianza de
conceptos matematicos. Existe una gran variedad de herramientas para la
realizacion de representaciones de las conicas. La Universidad de Modena y
Reggio Emilia presenta en uno de sus sitios web' una gran variedad de estas
herramientas, cada una con un simulador interactivo que permite ver su
funcionamiento asi como las medidas variables.

CONSIDERACIONES PARA LA ENSENANZA DE LAS CONICAS

Para la ensefianza de las coénicas (y, en este caso, la elipse), pero no
exclusivamente para dicho tema, se puede sefialar que existen varias
metodologias (e. g., ingenieria didactica e investigacion-accion) y estrategias.
En este documento se presentan actividades generales para enseiar la elipse a
través de la resolucion de problemas matematicos, considerando las posturas
de Bohorquez y Sanjuan (2009).

Si bien no se presentan actividades puntuales, se toman y retoman algunas
indicaciones para actividades de ensefianza de las conicas. Para esto es
necesario considerar lo que presenta Beltran (2014) para la ensefianza del
concepto de derivada con el uso de las conicas. Esta idea esta en consonancia
con la de varios autores que proporcionan indicaciones generales para
actividades con este fin. Entre estos autores se destaca Boytchev (2011), quien
propone actividades generales en las que el uso de herramientas, sean
cotidianas o mecdnicas, aportaria a la ensefianza de las conicas, y el uso de
alguna de estas permitiria a los estudiantes el pensar no solo en las conicas
como contenido matematico sino como un concepto vivo presente en aspectos
de la vida tan sencillos como jugar con la luz y observar un vaso con agua.

Para la ensefianza de la derivada, Beltran (2014) manifiesta la necesidad del
trabajo con curvas conicas, desde la construccion y el andlisis de sus
propiedades. Si bien el interés no estd en la ensefianza de las cdnicas, sino de
la derivada desde una conceptualizacién de la recta tangente, se destaca la
necesidad de conocer, realizar y analizar las curvas conicas. Para ello, se usan

! http://www.macchinematematiche.org/index.php?option=com_content&view=article&id=76&Itemid=153
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ciertas herramientas mecanicas como el paraboldgrafo de Cavalieri y el
elipsdgrafo de Van Schooten. Crean también los artefactos, estudian las curvas
y demuestran que cada curva obtenida efectivamente es la cénica que se
pretendia obtener. A continuacion, con base en Beltrdn (2014) quien aporta
una organizacion secuencial de las posibles actividades segtn las principales
acciones para el uso de las conicas, y en Boytchev (2011) quien sugiere
actividades potenciales que tienen en cuenta las herramientas presentadas para
la ensefianza de las conicas, se propone la siguiente secuencia de actividades:

1 | Introduccion | Presentar a los estudiantes unas primeras aproximaciones a la for-
ma de graficar funciones de diferentes tipos (lineales y cuadrati-
cas). Presentar los objetos con los que se va a trabajar. Se espera
que estos objetos sean de la vida cotidiana (e. g., vasos con agua,
luces y sombras). Esto con la intencioén de que los estudiantes pue-
dan determinar algunas relaciones entre los sucesos y las conicas.

2 | Trabajo con | Trabajar las herramientas de la vida cotidiana desde aspectos mas
objetos coti- | centrados: se pueden incluir las caracteristicas de las sombras se-
dianos gun la posicion de una fuente de luz o segun la inclinacién del vaso
con agua. Se espera que puedan realizar caracterizaciones tanto en
lenguaje informal como en lenguaje semiformal.

3 | Construccion | Una vez realizado el trabajo con herramientas cotidianas, se espera
herramientas | que los estudiantes hayan logrado unas primeras concepciones de
mecanicas las conicas al haber construido las herramientas mecénicas que las
producen (o simulaciones, segun la poblacion misma). También
que los estudiantes puedan identificar similitudes entre lo observa-
do con las herramientas mecanicas y los objetos cotidianos.

El construir las herramientas y observar las caracteristicas tanto de
las construcciones como de las curvas que se generan, se espera
Trabajo con | que le permita a los estudiantes observar las caracteristicas de las

4 | herramientas | coOnicas vistas tanto en los objetos cotidianos como con las herra-
mecanicas mientas. Se espera que los estudiantes logren profundizar en el
lenguaje para describir la elipse y hacer uso de este para determinar
algunas propiedades que se observen de esta conica.

CONCLUSIONES

Es de mencionar que la implementaciéon de una herramienta especifica de
cualquier tipo afecta la interaccion del estudiante con el saber especifico que
se pretende ensefiar mediante su uso. Esto debido a que la interaccion
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privilegia algunas perspectivas mientras que invisibiliza otras. Boyer (1986)
muestra que en ciertos momentos histéricos, las interacciones con herra-
mientas para solucionar un problema especifico de las conicas (y otros
conceptos matematicos) privilegiaron algunas interpretaciones de tales
saberes. En este sentido, la implementacion de las herramientas que quieren
poner en juego, efectivamente pueden invisibilizar algunas caracteristicas de
la elipse o restringir la aplicacion de estas caracteristicas en contextos reales
(e. g., la astronomia).
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