TRATAMIENTO DE LOS TEOREMAS DE EXISTENCIA EN
UN LIBRO DE GEOMETRIA PLANA

Andrea Ortiz, Santiago Cardozo y Oscar Molina

Universidad Pedagogica Nacional
dma_yortiz931@pedagogica.edu.co, dma_scardozo900@pedagogica.edu.co, ojmolina@pedagogica.edu.co

El grupo de investigacion Aprendizaje y Enserianza de la Geometria
(“Z - G) hace una propuesta curricular para el nivel universitario que tiene como
objetivo, entre otras cosas, que los estudiantes den sentido a cuestionarse sobre
la existencia de los objetos geométricos en el marco de una teoria especifica, y
perciban que no tiene mucho significado hablar de objetos cuya existencia no se
ha justificado. En este articulo se pretende exponer la clasificacion de los teo-
remas de existencia incluidos en el libro Geometria plana: un espacio de
aprendizaje, desde dos perspectivas: en la primera, se mostrara la clasificacion
de los teoremas teniendo en cuenta su enunciado; en la segunda, la clasificacion
se describird segun su demostracion. El libro mencionado sintetiza la propuesta
del grupo “£- G.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Cuando en un curso universitario se pretende cuestionar la existencia de los
objetos que hacen parte de un sistema teorico especifico, pensar en una
justificacion para garantizar tal existencia parece no tener sentido para los
estudiantes. Claro, consideran que la existencia de los objetos es algo natural o
sencillamente piensan que es suficiente la definicion de los objetos para
justificar su existencia. En relacion con esto, de Guzman (1998, citado en
Selden, 2012) comenta que una de las dificultades més notorias que enfrentan
los estudiantes, en su transicion de la secundaria al nivel universitario, tiene
que ver con las demostraciones de existencia de objetos, dado que no es facil
para ellos reconocer la necesidad de garantizar tedricamente tal existencia. En
general, los objetos matematicos se introducen en la escuela mediante una
definicion, se estudian a partir de la manipulacion de diferentes tipos de
representacion, y la justificacion de su existencia no es un tema que
usualmente se trate; en este contexto, la existencia de los objetos geométricos
no se cuestiona.
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En cuanto a lo anterior, el grupo Aprendizaje y Enserianza de la Geometria
(Z-G) hace una propuesta curricular para el nivel universitario, uno de cuyos
objetivos es que los estudiantes den sentido a cuestionarse sobre la existencia
de los objetos geométricos en el marco de una teoria especifica (para este ca-
so, la geometria plana euclidiana), y perciban que no tiene mucho significado
hablar de objetos (salvo unos pocos —punto, recta y plano) cuya existencia no
se ha justificado. De manera concreta, el estudio reportado en este articulo, si
bien no pretende concentrarse en una propuesta didactica para tratar teoremas
de existencia, si pretende contribuir a abordar la problematica planteada con
un andlisis de los teoremas de existencia desde un punto de vista matematico.
Consideramos que hacer un tal estudio contribuye a que asuntos como los que
destacamos a lo largo de este documento, sean tenidos en cuenta por profeso-
res cuando disefien propuestas que aborden estos teoremas en la universidad
(y por qué no, en el nivel secundario). Asi nuestra intencién no sea formular
una propuesta didactica, presentamos una clasificacion de los tipos de ta-
reas/problemas que el libro Geometria Plana: un espacio de aprendizaje
(Samper y Molina, 2013) incluye para abordar los teoremas de existencia que
trata. Con ello, damos ciertas luces, un tanto especificas, para un potencial di-
sefo didactico sobre el asunto.

MARCO CONCEPTUAL DE REFERENCIA

En primera instancia, se expone la idea de teorema en Mariotti (1997). En
seguida, se hace referencia a la clasificacion de las definiciones desde la
perspectiva de dos autores, y se explica su pertinencia/utilidad en el trabajo'
que se esta desarrollando.

Teorema desde la perspectiva de Mariotti

Segin Mariotti (1997), la caracteristica principal de un teorema es estar
enmarcado por una teoria conformada por un conjunto de principios y reglas
que permitan validar el enunciado mediante el cual se le formula. Trabajando
esto desde la perspectiva matematica, lo que se busca es demostrar la validez
de enunciados que sean ciertos y que consigan validez en correspondencia con
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determinada teoria. Partiendo de esto, la autora afirma que un teorema es un
un sistema de tres elementos: afirmacion o enunciado, demostracion, y teoria.

El enunciado estd conformado por una estructura légica y un contenido
geométrico. En la estructura logica del enunciado se vinculan la hipdtesis y la
tesis de la proposicion condicional con la que se expresa el enunciado del
teorema; por otra parte, el contenido geométrico del enunciado del teorema
esta constituido por los objetos y propiedades de indole geométrica que estan
involucrados en el enunciado, y por la relacion de dependencia que liga dichos
objetos con algunas propiedades.

En cuanto a la demostracion del teorema se consideran dos elementos
importantes: la garantia y la necesidad de aceptacion. Maturana (1988, citado
en Mariotti, 2006) explica la importancia de estos dos elementos y la relacion
que existe entre ellos; dicha relacién inicia cuando el sujeto valida un
enunciado, y continua cuando este enunciado se acepta como parte de la teoria
en la que se estd trabajando y, por tanto, se convierte en una potencial
garantia; la importancia de este proceso radica en que el estudiante, con base
en los enunciados que valida, construye un marco teorico sobre el que puede
fundamentar las demostraciones que haga.

En otras palabras, se puede hablar de demostracion cuando hay un enunciado
que contiene elementos que pueden ser justificados y cuando existe un marco
tedrico en el que esos argumentos tienen validez (Mariotti, 2012). En relacion
con lo anterior, se considera importante el tercer elemento mencionado por
Mariotti, la teoria. Disponer de una teoria implica tener un sistema de
principios compartidos y reglas de deduccion que estan relacionadas entre si, y
los cuales soportan los argumentos para garantizar que un enunciado es
verdadero. Una teoria matematica esta compuesta por postulados, teoremas y
definiciones. A proposito del marco tedrico, es necesario realizar una
descripcion de la teoria de Birkhoff, modelo usado por el libro Samper y
Molina (2013) para abordar el estudio de la geometria plana euclidiana.

Birkhoff y la geometria euclidiana

Algunos matematicos que trabajaban con la geometria de Hilbert quisieron
enfatizar en la ensefianza de la geometria en el ciclo de secundaria, para lo
cual debieron adaptar los axiomas formulados por Hilbert. Respecto a esto,
Birkhoff hizo una propuesta que se publicd en 1940 en el texto escolar Basic
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Geometry. El sistema propuesto por Birkhoff incluye cuatro postulados de
geometria euclidiana; se caracteriza por cumplir una serie de propiedades que
se pueden confirmar con la elaboracidon de construcciones que se abordan con
regla y transportador. A continuacioén se describen algunos de los elementos
de la teoria de Birkhoff. Los postulados que caracterizan esta teoria son los
siguientes:

Los puntos A4, B, ... de cualquier recta se pueden colocar en correspondencia
(1,1) con el conjunto de los niameros reales, para que |xz — x4| = d(A, B) para
todos los puntos A4, B. Definiendo de esta manera distancia.

Las semirrectas [, m, ... a través de cualquier punto O puede ser puesto en co-
rrespondencia (1,1) con los nimeros reales (mod 2m), por tanto, si A # 0 y
B # O son puntos de [ y m respectivamente, la diferencia a,, — a;(mod 2m) es
la medida del angulo ZAOB. Ademas, si el punto B en m varia continuamente
en una recta r que no contiene al vértice O, el nimero a,, varia continuamente
también.

El sistema teoérico usado por Samper y Molina (2013) se basa en la propuesta
de Moise (1963), que a su vez se fundamenta en el modelo de Birkhoft.

Definiciones como parte del sistema teorico

Las definiciones en un sistema teorico desempeiian un papel crucial. A través
de las definiciones, se introducen los objetos de la teoria: las definiciones ex-
presan las propiedades caracteristicas de los objetos; por tanto, otras propieda-
des de los objetos definidos, las relaciones entre ellos y los objetos de la teoria
se pueden establecer mediante procesos de deduccion.

Expuesta la importancia de las definiciones dentro de un sistema teorico, a
continuacion, se muestran dos perspectivas, la de Aristoteles y la de Mariotti,
en relacion con dicho asunto; ello dara cierto contexto para el estudio que se
pretende realizar.

Definiciones desde la perspectiva de Aristdteles

Aristoteles clasificod las definiciones en nominales y reales. En términos de
hoy, podemos decir que las nominales proveen una lista de propiedades que
caracterizan complemente al objeto sin aludir a otros objetos mas que los que
conforman al objeto mismo (Harari, 2004). Tales propiedades no se pueden
obtener directamente en el marco de un sistema teorico especifico, es decir, no
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existen elementos (i. e., postulados o teoremas) del sistema tedrico que
explicitamente y de manera inmediata provean un objeto con dichas
propiedades. Por otro lado, las definiciones reales se reconocen por proveer
una lista de propiedades del objeto que se vale de otros objetos de la teoria
(que no necesariamente componen a la figura) cuya existencia previamente ha
sido demostrada en el marco del sistema teorico. De esta lista de propiedades
se pueden deducir las propiedades del objeto dadas en la definicién nominal.

Por ejemplo, si se toma la definiciéon nominal del objeto geométrico rectas
paralelas (1. e., dos rectas que son coplanares y no se intersecan), solo se
pueden listar las propiedades que caracterizan completamente a este objeto, es
decir, la propiedad de ser coplanares y la de no intersecarse, sin embargo no se
puede realizar un construccién directa de dicho objeto, puesto que la
definicion no provee otros elementos distintos a los antes mencionados.

En cuanto a la definicion real del mismo objeto: (i) dos rectas son paralelas si
y solo si son perpendiculares a una misma recta, o (i1) dos rectas son paralelas
si y solo si al trazar una trasversal a ellas, los dngulos alternos internos son
congruentes, se observa que se alude a propiedades de otros objetos con los
cuales es posible construir el objeto asi definido. Por ejemplo, si se toma como
definicion real la expuesta en (i), basta con construir dos rectas
perpendiculares a una misma recta y comprobar que dichas rectas resultan ser
paralelas. Por otro lado, si se toma la expuesta en (ii), se hace necesario
construir dos rectas, trazar una recta transversal, y comprobar que las rectas
resultan paralelas si los angulos alternos internos son congruentes.

Definiciones desde la perspectiva de Mariotti

Mariotti y Fischbein (1997) sostienen que en matematicas todos los objetos
deben ser declarados y claramente definidos. Se refieren a dos tipos de defini-
cion: (a) la definicion para introducir los objetos basicos de la teoria, y (b) la
definicion para introducir nuevos elementos en la teoria. Las definiciones del
primer tipo se declaran a través de los axiomas que caracterizan los objetos (e.
g., la definicion de grupo en la teoria del Algebra Abstacta), mientras que para
las del segundo tipo, se permite la introduccion de un nuevo elemento median-
te algun teorema que afirme la existencia de tal elemento dentro de la teoria.

En esta perspectiva, y teniendo como marco el sistema de Birkhoff se pueden
distinguir objetos que se clasifican en el tipo b de definiciones mencionado
por tales autores; claro, salvo los objetos primitivos del sistema, todos los ob-
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jetos involucrados en €l se introducen mediante un teorema de existencia. Los
objetos primitivos, si bien no son definidos, existen en dicho sistema producto
de postulados (axiomas en términos de Mariotti y Fischbein, 1997).

METODOLOGIA

La metodologia general del trabajo es un andlisis de texto. Las etapas del
estudio fueron: busqueda de referentes tedricos, construccion del marco
tedrico, construccion de categorias de andlisis, analisis de los teoremas de
existencia expuestos en el libro en cuestion. Para presentar el andlisis se
utilizaron tablas que sintetizan la clasificacion realizada. Las categorias de
analisis, como se dijo antes, atienden a los referentes tedricos encontrados.
Hicimos dos clasificaciones: una relativa al enunciado y otra, a la
demostracion; los tipos de cada clase son de nuestra autoria.

ANALISIS

A continuacion se presenta, grosso modo, una caracterizacion de las categorias
empleadas en el estudio.

Clasificacion de teoremas de acuerdo al enunciado

Enunciado que atiende a una definicion (ED): Enunciado de teorema que
provee existencia de un objeto o una relacién cuya definicion se ha provisto
previamente.

Entre los enunciados que atienden a definiciones precisamos dos tipos: El
primero (ED1) incluye enunciados que explicitan la existencia de un objeto
que previamente ha sido definido; un ejemplo de este tipo de enunciado es
aquel que provee la existencia de la bisectriz de un angulo, objeto que
previamente se ha definido en el marco del sistema teorico. El segundo tipo
(ED2) corresponde a enunciados que proveen existencia de objetos que
cumplen condiciones especificas (que no hacen parte de la definicion del
objeto, si este la tiene) explicitadas en el mismo enunciado. Esas condiciones
son relaciones que cumple el objeto con respecto a objetos dados en el
antecedente del enunciado.

Enunciado que atiende a un postulado (EP): Enunciado de teorema que
provee existencia de un objeto o una relacién que no posee definicidon previa
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(se trata de objetos y relaciones primitivos del sistema). Vale la pena precisar
que en este caso la existencia de los objetos la garantiza un postulado.

Enunciado que atiende a condiciones especificas (ECE): Enunciado de
teorema que provee existencia de un objeto que cumple una propiedad
especifica; en otras palabras, el consecuente da la existencia de un objeto que
cumple propiedades que dependen de las condiciones nombradas en el
antecedente. Estos objetos pueden ser primitivos o no del sistema.

Clasificacion de teoremas de acuerdo a la demostracion

Demostracion inmediata (DI): Demostracion en la que las aserciones de sus
argumentos proveen las condiciones de teoremas o postulados que de manera
inmediata dan la existencia del objeto en cuestion.

Demostracion mediata (DM): Demostracion de existencia de un objeto cuya
definicion hace parte del sistema. La demostracion se conforma con varios
argumentos que, articulados, generan condiciones suficientes para que un
objeto inicial resulte ser el objeto cuya existencia se quiere demostrar; en otras
palabras, los argumentos usados no contienen garantias que provean de
manera inmediata las propiedades del objeto en cuestion segun su definicion.

CONCLUSIONES

Los enunciados de los teoremas de existencia en el libro que se analiz6 en el
estudio, en su gran mayoria, atienden a una definicion o a un postulado; sin
embargo, los teoremas cuyos enunciados atienden a condiciones especificas
desempenan un papel preponderante en el sistema tedrico, dado que se usan
con frecuencia en situaciones de construccion.

La clasificacion realizada de los teoremas de existencia proporciona al docente
una forma de abordar dichos teoremas en clase; ello debido a que se
profundiza en la estructura del sistema tedrico en el cual se trabaja.
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