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Resumen

Se sintetiza el contenido probabilistico de dos series de libros de texto para educacion primaria,
analizando el significado de la probabilidad latente y comparando los contenidos con las
directrices curriculares. Usamos herramientas de andalisis del enfoque onto-semiotico para
identificar y describir como se introduce cada objeto matematico (situacion problema, lenguaje,
concepto, propiedad, procedimiento y argumento) en los libros seleccionados. Los resultados
muestran la introduccion de objetos matematicos ligados a cuatro significados de la probabilidad.:
el intuitivo esta presente en todos los ciclos, el clasico y el frecuencial en los dos ultimos, mientras
que el subjetivo solo se menciona de forma tangencial. La comparacion de las dos series muestra
coincidencia en la mayoria de objetos encontrados; se resalta el tratamiento diferenciado del
enfoque frecuencial, pues una editorial solo presenta el punto de vista estadistico y la otra también
desarrolla el punto de vista probabilistico.
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Abstract

We summarize the results of analyzing the probabilistic content in two series of primary school
textbooks and the latent meanings of probability they introduce in comparing them with the
curricular guidelines. We use the onto-semiotic approach and describe the way the mathematical
objects are introduced in the selected textbooks (problem situations, language, concepts, properties,
procedures and arguments). Our results show the introduction of mathematical objects linked to
four meanings of probability: the intuitive meaning is present in all the different levels, the classical
and frequentist in the two upper levels, and the subjective approach is only tangential. There is
coincidence in both series in the majority of objects included; we found different treatment of the
frequentist approach, since one editorial only presents the statistical point of view, while the other
also develops the probabilistic point of view.

Keywords: Meanings of probability, analysis of textbooks, probabilistic literacy

INTRODUCCION

La ensenanza de la probabilidad se ha introducido en la educacion primaria en diversos paises en
las ultimas décadas (Jones, Langrall y Mooney, 2007; Batanero, Burril y Reading, 2011) con la
finalidad de formar el conocimiento y razonamiento probabilistico desde la infancia, para que el
ciudadano pueda desenvolverse con éxito en las situaciones inciertas.

Los documentos oficiales (MEC, 2006; MECD, 2014) proponen que la ensefianza de la
probabilidad sea mas experimental, para proporcionar a los nifios una experiencia estocastica desde
su infancia, reforzando sus intuiciones probabilisticas, en linea con los estandares americanos
(CCSSI, 2010, NCTM, 2000). Mediante un lenguaje elemental probabilistico, juegos, experimentos
y observacion de fendémenos naturales, se intenta que el nifio aprenda a reconocer la aleatoriedad y
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al final de este ciclo educativo sea capaz de comparar y estimar algunas probabilidades sencillas.
Una novedad en esta propuesta es un cambio desde un significado exclusivamente clasico de la
probabilidad a un significado frecuencial, que conecta estadistica y probabilidad (Batanero, 2005).

Una implicacion de esta decision es la necesidad de adaptar el contenido de los libros de texto, para
que los conceptos que tratamos de introducir sean asequibles a los nifios, pues con frecuencia, estos
textos determinan el discurso matematico escolar y regulan la ensefianza y el aprendizaje (Cordero
y Flores, 2007). Los libros son un producto de la transposicion didactica, descrita por Chevallard
(1991), donde el conocimiento matematico formal se ha adaptado para convertirlo en conocimiento
matematico para ser ensefiado. El andlisis de libros de texto es un componente del analisis
curricular, dado que el curriculo escrito y la forma en que lo interpretan los profesores es un paso
entre el curriculo pretendido y el implementado en el aula (Herbel-Eisenmann, 2007). Ortiz (2002)
subraya la importancia del analisis de libros de texto por ser una fuente de contenidos y actividades
para la ensefianza y aprendizaje de una disciplina. Ademas, menciona que el papel de los
profesionales dela educacion es vigilar epistémicamente los contenidos que figuran en los libros de
texto, para identificar significados sesgados y evitar su transmision a los estudiantes.

Este trabajo pretende contribuir en tal sentido, caracterizando los objetos matematicos, considerados
en el enfoque onto-semidtico (Godino, Batanero y Font, 2007 y 2012), para los significados de la
probabilidad adecuados a la educacion primaria, que se presentan en dos series de libros de texto de
amplia difusion en la comunidad autonoma de Andalucia. A continuacion se presenta el marco
teorico y el método utilizado, asi como una sintesis de los resultados, que se detallan mas
ampliamente en Gomez (2014). Resultados parciales del estudio se han publicado en Gémez, Ortiz,
Batanero y Contreras (2013), Gomez, Ortiz y Gea (2014) y Gémez, Batanero y Contreras (2014).

MARCO TEORICO
Significados de la probabilidad

Aunque los juegos de azar han abundado en diferentes culturas, el inicio de la teoria matematica de
la probabilidad ha sido tardio, sin que haya un acuerdo sobre las razones de este retraso (Bennet,
1999). Borovenik y Kapadia (2014) sugieren que las creencias que ligaron el azar con las
ceremonias religiosas o magicas y la concepcion determinista del mundo pueden haber sido una
razon para no intentar matematizar estos fenémenos. Lo que es cierto es que la probabilidad, desde
su emergencia, ha estado sujeta a diferentes interpretaciones y debates filoséficos que todavia
continian y se relacionan con la concepcion y definicion del azar en diferentes periodos historicos
(Batanero, 2005 y 2015; Batanero y Diaz, 2007; Batanero, Henry y Parzysz, 2005; Borovcnik y
Kapadia, 2014).

Una vez iniciado el célculo de probabilidades, se han diferenciado dos puntos de vista
complementarios (Hacking, 1975): por un lado, la probabilidad trata de medir el grado de creencia
personal en la verosimilitud de los sucesos inciertos (perspectiva epistémica); por otro, la
probabilidad trata de medir objetivamente esta verosimilitud a partir de datos de experimentos y
observaciones (perspectiva estadistica). De estas dos corrientes principales se deducen diversos
significados, entre los que tendremos en cuenta en nuestro estudio los intuitivo, cldsico, frecuencial
y subjetivo (Fine, 1971), puesto que los hemos identificado en nuestro andlisis previo de los
documentos curriculares del Ministerio y de la Comunidad Auténoma de Andalucia (Goémez y
Contreras, 2014).

Significado intuitivo. Al igual que aparecieron en las culturas primitivas, las ideas intuitivas sobre
el azar aparecen tanto en nifios como en adultos que no han estudiado probabilidades, quienes usan
frases y expresiones coloquiales como posible, previsible, presumible, para “cuantificar” sucesos
inciertos y expresar su grado de creencia en ellos. En consecuencia, la aproximacion intuitiva,
donde se asignan cualitativamente probabilidades a los sucesos en base a las preferencias
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individuales, es apropiada en la educacion primaria (Godino, Batanero y Canizares, 1987). En este
enfoque se emplean diversas expresiones lingiiisticas para referirse a estas comparaciones: "mas
probable", "muy probable". En algunos casos se ordenan por su mayor verosimilitud y se
cuantifican s6lo en casos sencillos, sin formalismo matematico.

Significado cldsico. A partir del siglo XVII matematicos tales como Cardano (1961/1663)
resuelven algunos problemas relacionados con los juegos de azar, pero el concepto de probabilidad
no se formaliza hasta comienzos del siglo XVIII. La preocupacion por las ganancias esperadas en
estos juegos, lleva a definir la esperanza matematica antes que la probabilidad (Heitele, 1975). La
correspondencia entre Pascal y Fermat, se considera como el punto de partida de la teoria de la
probabilidad; aunque ellos usan la probabilidad en forma implicita, sin llegar a definirla (Batanero y
Diaz, 2007). De Moivre propone la primera definicion formal de probabilidad, posteriormente
refinada por Laplace (1995/1814).

Si constituimos una fraccion cuyo denominador es el nimero de chances con la que el suceso
podria ocurrir y el denominador el nimero de chances con las que puede ocurrir o fallar, esta
fraccion serd una definicion propia de la probabilidad de ocurrencia (De Moivre, 1967/1718,

p.1).

Laplace propone una forma de célculo que implica reducir los acontecimientos aleatorios a un
cierto nimero de casos igualmente posibles. Esto constituye una debilidad, pues esta definicion no
es aplicable cuando los experimentos tienen infinitas posibilidades (la variable es continua) o no se
cumple la equiprobabilidad. Por tanto se encuentran pocos casos donde pueda aplicarse este
significado, fuera de los juegos de azar (Batanero, Henry y Parzysz, 2005). Sin embargo ha sido
popular en la ensefianza; pues los nifios se interesan por los juegos de azar. Mas alla del calculo de
probabilidades sencillas requiere de razonamiento combinatorio, que es dificil para los nifos, por lo
que en la actualidad este enfoque ha perdido su primacia en la educacion primaria.

Significado frecuencial. Bernoulli proporciona la primera demostracion de la /ey de los grandes
numeros en su libro Ars Conjectandi. Esta demostracion fue aceptada como prueba del caracter
objetivo de la probabilidad (Batanero, 2005). Sin embargo, hasta 1928 no se dio una definicion
formal de la probabilidad desde el punto de vista frecuencial (von Mises, 1952/1928). La
probabilidad se define como el valor hipotético hacia el cual tiende la frecuencia relativa de un
suceso al estabilizarse, asumiendo la repetibilidad del ensayo. Algunos problemas filosoficos de
este enfoque (Godino et al., , 1987) son los siguientes: no se obtiene un valor exacto para la
probabilidad, sino que siempre se dan aproximaciones; no se sabe con certeza el nimero idoneo de
experimentos para aceptar la estimacion; a veces es imposible contar con idénticas condiciones en
la experimentacion. Otra objecion es que no se podria aplicar en algunos campos del conocimiento,
por ejemplo a fendomenos econdmicos o histéricos que por su naturaleza son irrepetibles.
Didacticamente tiene la ventaja de conectar estadistica y probabilidad.

Significado subjetivo. La demostracion por Bayes de su teorema indicd que la probabilidad (a
priori) de un suceso puede revisarse a partir de nuevos datos para transformarse en una probabilidad
a posteriori. Esta idea fue retomada mas tarde por Ramsey (1931) y de Finetti (1974/1937), quienes
definen las probabilidades como grados de creencia personal basados en el conocimiento y
experiencia personal. La probabilidad pierde su caracter objetivo, pues esta condicionada por un
cierto sistema de conocimientos. No es necesaria la repeticion en idénticas condiciones y se amplia
el campo de aplicacion de las probabilidades. La controversia sobre el estatuto cientifico de esta
vision de la probabilidad surge ante la dificultad de hallar una regla para asignar valores numéricos
que expresen los grados de creencia personal (Batanero, 2005). Didacticamente el interés de esta
vision es que formaliza la idea intuitiva de aprender de la experiencia.
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Investigaciones previas

Los estudios de la presentacion de la probabilidad en libros de texto de matematica son escasos,
siendo los principales en Espana los de Azcérate y Serrad6 (2006), Barragués y Guisasola (2006) y
Ortiz (2002). Todos ellos concluyen que predominan los aspectos procedimentales sobre la
comprension conceptual o el desarrollo de razonamiento probabilistico.

Ortiz (2002) analiz6é una muestra de 11 libros de texto espafioles para alumnos de 14-15 afios que
fueron usados en el periodo 1975-1991. Los significados clasico y frecuencial se presentaban en
todos los libros, casi siempre de manera formal; muy pocos presentaban el subjetivo. El autor se
bas6 también en el enfoque onto-semidtico y realizé un analisis detallado de los principales objetos
matematicos presentes en dichos libros. Los conceptos de espacio muestral y frecuencia relativa se
introducian en la mayoria de los libros estudiados, pero pocos mencionaban las propiedades de la
aleatoriedad o la frecuencia relativa. El autor también realiz6 un estudio detallado de las variables
que caracterizan los problemas de probabilidad.

Azcarate y Serradd (2006) analizaron la estructura de cuatro series de libros de texto de educacion
secundaria obligatoria. Una diferencia en la organizacion de los contenidos es que mientras dos
editoriales los presentan de forma lineal (primero nociones teodricas y luego actividades de
aplicacion), en las otras dos la presentacion es helicoidal (alternan nociones teodricas y actividades
basadas en recursos manipulativos y trabajo cooperativo). Observan presencia mayoritaria del
significado clasico en unas editoriales y del frecuencial en otras, y concluyen que las relaciones
entre estos dos significados no se formalizan.

Barragués y Guisasola (2006) analizan 34 libros de texto universitarios, la mayoria de los cudles
omiten aspectos importantes del conocimiento disciplinar, como las diferentes interpretaciones de la
probabilidad y sus relaciones o el desarrollo histérico de este concepto.

Para completar estos trabajos nos centramos en los textos de primaria, con especial interés en
analizar el modo en que ahi se presentan los diferentes significados de la probabilidad.

METODOLOGIA

Las dos series de los libros de texto analizados se eligieron por su amplio uso en Andalucia durante
el curso 2011-2012 (tras una consulta via web a la Consejeria de Educacion). Cada una de estas
editoriales, denominadas en lo que sigue como Serie 1 o 2, tenia uno o dos proyectos vigentes en
este curso para cada ciclo. La muestra fue constituida por un texto de primer ciclo, dos de segundo
ciclo y dos de tercer ciclo por cada editorial; en total diez libros de texto (ver Anexo).

Los temas dedicados a probabilidad o estadistica de estos textos fueron analizados mediante un
andlisis de contenido (Krippendorff, 1997), adaptando la metodologia de Cobo (2003), con los
pasos siguientes:

e Division del texto en unidades de analisis conformadas por parrafos independientes.

e Fijacion a priori de las variables para el andlisis, basdndonos en los objetos matematicos
considerados en el enfoque onto-semiodtico (Godino, Batanero y Font, 2007 y 2012): situaciones
problema, lenguajes, conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos de la probabilidad
en cada uno de sus significados.

e Definicion de las categorias, para cada variable de andlisis. Estas categorias se determinan
mediante sucesivas revisiones de los documentos curriculares, en modo ciclico e inductivo de
acuerdo a trabajos previos (Ortiz, 2002; Batanero, 2005; Batanero y Diaz, 2007; Batanero,
Henry y Parzysz, 2005).
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e Establecimiento de la presencia de cada una de las categorias en los libros de la muestra, a
través de la comparacion del contenido de estos textos con la lista de categorias elaborada en el
paso anterior y anadiendo categorias en caso necesario.

e Seleccion de ejemplos en los textos y elaboracion de tablas cuya lectura facilite la obtencion de
conclusiones sobre la presentacion de cada uno de los tipos de objetos matematicos primarios en
estas dos series.

A continuacioén presentamos un resumen de los resultados del analisis, organizado segun los objetos
matematicos considerados en nuestro estudio. También indicamos algunas investigaciones previas
en que se ha desarrollado alguno de los apartados que sigue.

SITUACIONES PROBLEMA

De acuerdo a nuestro marco tedrico, las situaciones- problemas son el punto de partida de la
actividad matematica. Los libros de texto estudiados proponen actividades enmarcadas en juegos de
azar sencillos conocidos por el nifio y experiencias de su vida cotidiana, que se clasifican en los
siguientes tipos de situaciones problema:

o SPI. Expresion de grados de creencia en la ocurrencia de sucesos. En las series analizadas hay
pocas actividades de reconocimiento del azar en el primer ciclo, y €stas se refieren basicamente
a dispositivos usados en juegos de azar; los experimentos sencillos en contexto cotidiano son
mas frecuentes a partir del segundo ciclo. El grado de creencia se representa en una escala
cualitativa; corresponde por tanto al significado intuitivo.

o SP2. Valoracion de probabilidad en juegos de azar. Actividades referidas a juegos de azar se
proponen en los tres ciclos, con diverso nivel de complejidad; es el contexto mas habitual para
ejemplos que siguen a la definicion de un concepto probabilistico. La asignacion numérica
aparece en la Serie 1 al final del segundo ciclo y en la Serie 2 en el tercer ciclo, después de
trabajar con la regla de Laplace. Sin embargo, este campo de problemas aparece con alta
frecuencia en actividades didécticas de los dos ultimos ciclos, pidiendo la valoracion cualitativa
de la ocurrencia de un suceso con calificativos como “muy, mas, igual, menos o poco” probable.

e SP3. Prevision de tendencias en fenomenos aleatorios a partir de datos observados. La
recoleccion de datos por parte de los mismos nifios aparece pocas veces en estos textos. Se
proponen desde segundo ciclo en la Serie 1; sin embargo, la mayoria parten de datos
recolectados previamente, presentados dentro del mismo texto en una tabla de datos.

e SP4. Estudio de sucesos donde la probabilidad puede cambiar en funcion de la informacion
disponible. Los textos analizados presentan algunas situaciones ligadas a fendmenos naturales o
a juegos de destreza, que dependen de la disponibilidad de informacidén o conocimiento previo.
Por su naturaleza corresponden al significado subjetivo; sin embargo, su tratamiento se hace a
un nivel mas sencillo, acorde con la edad del niflo, se valora la verosimilitud de forma intuitiva;
pero la experiencia personal del nifio puede llevar a diferentes respuestas.

Un ejemplo de cada una de ellas se muestra en la Figura 1 y su presencia en los textos en la Tabla 1.
Observamos que estos problemas de una forma sencilla introducen los cuatro significados de la
probabilidad considerados. Todas estas situaciones problema favorecen un primer contacto con la
capacidad de contextualizar el pensamiento probabilistico y el lenguaje, tanto en contextos publicos
como privados; por tanto permiten desarrollar uno de los componentes de conocimiento en el
modelo de alfabetizacion probabilistica de Gal (2005). Las situaciones de tipo intuitivo se
restringen a primer ciclo; la clasica y subjetiva en los otros dos; s6lo una de las dos series propone
problemas de probabilidad ligados al enfoque frecuencial, en contra de lo propuesto en las
orientaciones curriculares.
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Figura 1. Tipos de situacion problema en los textos

Tabla 1. Situaciones problema en los libros de texto

1° ciclo 2° ciclo 3° ciclo
Situaciones problema Serie 1 Serie2 Seriel Serie2 Seriel Serie?2
SP1. Expresion de grados de creencia en la X X X X X X
ocurrencia de sucesos
SP2. Valoracion de probabilidades en juegos de azar X X X X
SP3. Prevision de tendencias en fendmenos aleatorios X X
a partir de datos observados
SP4. Estudio de sucesos cuya probabilidad cambia en X X X X

funcion de la informacion disponible

LENGUAJE PROBABILISTICO

Como componentes de este lenguaje se analizaron los términos y expresiones verbales, expresiones
numéricas y simbdlicas, asi como representaciones tabulares y graficas, observando una gran
diversidad entre textos, que se describe con detalle en Gémez et al. (2013).

Identificamos 70 expresiones ligadas a la probabilidad en los textos analizados, que hacen alusion a
algunos de los conceptos probabilisticos, a sus propiedades o a procedimientos asociados. Respecto
a la aleatoriedad encontramos los siguientes: Acertar, Adivinar, Aleatoria, Asegurar resultado,
Azar, No saber, Saber qué saldra, Saber de antemano, Saber resultados posibles, Sin mirar y Suerte.
La mayoria de los vocablos pertenecen a dos de las categorias que distinguen Shuard y Rothery
(1984): palabras que aparecen en las matematicas y en el lenguaje ordinario, aunque difiere el
significado en los dos contextos, y palabras que en ambos contextos tienen significado idéntico o
muy proximo. Pensamos que la diversidad de términos observada puede aumentar la dificultad del
tema, sobre todo si se utilizan términos del lenguaje cotidiano con otra acepcion; por ejemplo, en el
lenguaje ordinario el término seguro a veces se emplea para referirse a un suceso de probabilidad
cercana a uno, mientras que en matematicas, siempre indica un suceso de probabilidad uno.

Se observo que el uso de expresiones cotidianas es mas frecuente que el de expresiones formales y
simbodlicas en estas colecciones, acorde con la edad de los nifios. Esta riqueza de lenguaje, en las
series de texto, apoya el componente comunicativo en el modelo de alfabetizacion probabilistica
(Gal, 2005); que incluye el uso de lenguaje, en particular verbal y numérico, puesto que permite
comunicar no solo la probabilidad de un suceso sino también otros constructos relevantes para un
ciudadano de la era de la informacion.

Por otra parte, la mayoria de expresiones hacen alusion a los significados cldsico e intuitivo; pocas
estan asociadas al significado frecuencial, de poco peso (o nulo) en las editoriales; y ninguna se al
significado subjetivo, debido a que las pocas situaciones asociadas a este significado estan
formuladas de manera que el nifio las relacione con el intuitivo o el frecuencial.
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En cuanto al lenguaje numérico, se observo una gran variedad, en contraposicion con el simbolico
que apenas aparece. En ambas editoriales los nimeros enteros se introducen desde primer ciclo con
funciéon nominal o numérica. Las fracciones se utilizan desde segundo ciclo, principalmente para
representar la frecuencia o el valor de la probabilidad (en especial en la Serie 2). En la Serie 1,
desde el tercer ciclo, se hace la equivalencia de estas fracciones con numeros decimales, en
concordancia con el curriculo, que sugiere retrasar hasta tercer ciclo la introduccién de la
representacion con decimales. De otro lado, la mayor parte del lenguaje simbdlico es comun con
otros bloques de contenido y se introduce en el ciclo en que el nifio lo aprende o en el siguiente. Es
de notar que la desigualdad se encontrd solo en un texto, para expresar relaciones de orden en la
comparacion de probabilidades.

La complejidad del lenguaje tabular avanza con los cursos; paralela al incremento del nimero de
objetos matematicos y la complejidad de sus relaciones (Tabla 2). Su principal uso se asocia con
presentacion de datos; s6lo al final de la educacion primaria se relaciona explicitamente con la
probabilidad, al presentar las frecuencias relativas como estimaciones de probabilidades, facilitando
su articulacion con la estadistica y la introduccion del significado frecuencial. Aunque, en general,
los autores de los libros no hacen mencion de la relacion entre estadistica y probabilidad, ni resaltan
que la suma de las frecuencias relativas debe ser igual a uno. Observamos la variedad de tablas y su
complejidad al incluir frecuencias relativas y en algun caso, incluso frecuencias agrupadas.

Tabla 2. Tipos de tablas presentadas en los textos

Primer ciclo Segundo ciclo Tercer ciclo
Tipo de tabla Serie 1 Serie2 Seriel Serie2 Seriel Serie 2
Listado de datos X X
Tabla de recuento X X
Tabla de frecuencias sin agrupar X X
Tabla de frecuencias con datos agrupados X
Tabla de doble entrada X
Tabla de frecuencias relativas X X
Tabla de frecuencias y probabilidad X

En cuanto al lenguaje grafico, se observod el uso de diagramas de barra, de sectores y pictogramas,
relacionado con el tratamiento de datos, en ambas editoriales (ver ejemplos en la Figura 2).
También se presenta en ambas editoriales el diagrama en arbol, que se emplea como recurso
sistematico de enumeracion, aunque no se hace una conexion explicita con el célculo de
probabilidades compuestas o condicionadas. Al igual que en el uso de lenguaje tabular, la Serie 1
desarrolla mas el significado frecuencial, aqui con la presencia del histograma; representacion que
no se usa en la Serie 2. El pictograma, en cambio, se adelanta en la Serie 2 respecto a la Serie 1.
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FIGURA 2. EJEMPLOS DE LENGUAJE GRAFICO ASOCIADO EN LOS TEXTOS A LA
PROBABILIDADCONCEPTOS

Aunque conocimiento conceptual y procedimental son dos partes de un continuo, el primero es
flexible y mas generalizable, ya que no esté ligado a un tipo especifico de problema (Rittle-Johnson,
Siegler y Alibali, 2001). En la Tabla 3 presentamos los conceptos probabilisticos basicos
identificados en el analisis, clasificados de acuerdo al significado de la probabilidad en que toman
su sentido. Observamos que a nivel de educacidon primaria estos conceptos se introducen de manera
informal, sin desarrollar todas sus propiedades y no se utiliza la terminologia formal o definiciones
de los mismos. Estos conceptos en su conjunto incluyen la mayoria de ideas estocasticas
consideradas fundamentales por Heitele (1975), quien opina que dichas ideas deben constituir una
guia del curriculo de probabilidad desde la escuela primaria a la universidad. Asimismo, estos
conceptos serian componentes de las tres ideas probabilisticas fundamentales en el modelo de Gal
(2005): variacion, aleatoriedad e independencia, asi como sus contrapartes constancia,
determinismo y asociacion. Hacemos notar que conceptos como experimento compuesto,
dependencia e independencia no se incluyen en las orientaciones curriculares.

Tabla 3. Conceptos en los libros de texto

Primer ciclo Segundo ciclo Tercer ciclo

Concepto segiin significado Seric1 Seric2 Seriel Seric2 Serie I  Serie 2

Significado Intuitivo

CIl. Azar y variabilidad X X X X X X
CI2. Suceso; seguro, posible e imposible X X X X X X
CI3. Posibilidad, grado de creencia X X X X X X
Significado Cldsico

CCl. Juego de azar X X X X X X
CC2. Casos favorables; casos posibles X X X
CC3. Probabilidad X X X
CC4. Juego equitativo X X
CC5. Experimento compuesto X X X X X
Significado Frecuencial

CF1. Colectivo (poblacion); atributos X X X X X X
CF2. Ensayo; ensayos repetidos X X

CF3. Frecuencia (absoluta, relativa) X X X X
CF4. Valor estimado de la probabilidad X X
Significado Subjetivo

CS1. Suceso incierto X X X X
CS2. Probabilidad como grado de creencia X X X X
personal

CS3. Dependencia, independencia X X X X X

Ambas editoriales desarrollan conceptos bésicos de los cuatro significados de la probabilidad.
Durante todos los ciclos se observan conceptos propios del significado intuitivo y en los dos tltimos
ciclos, los significados clasico, frecuencial y subjetivo. Algunos conceptos no se formalizan, como
es de esperar a esta edad, solo se presentan en forma intuitiva, en especial los ligados al significado
subjetivo. La Serie 2 presta mayor atencion al significado cldsico; mientras que la Serie 1 también
desarrolla conceptos del significado frecuencial, respecto al cual habia propuesto situaciones
problema. Los resultados en detalle de este andlisis se presentan en Gomez et al. (2014).

PROPIEDADES

La presentacion de propiedades en los textos analizados es informal pues hay pocos enunciados
explicitos y ninguna demostracion, como corresponde a esta edad. En la Tabla 4 presentamos
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aquellas propiedades que se contemplan de modo implicito en las orientaciones curriculares. Un
analisis mas detallado se encuentra en Gomez et al. (2014).

Ambas editoriales incluyen propiedades de los cuatro significados de la probabilidad. Se observa la
presencia durante todos los ciclos de propiedades del significado intuitivo, con respecto a la
impredecibilidad y a la tipologia de sucesos. Las propiedades fundamentales de los significados
clasico y frecuencial se presentan gradualmente; con mayor presencia del primero, muy baja
atencion a la experimentacion y sin mencion a la simulacion, a pesar de la importancia que dan las
orientaciones curriculares al uso de tecnologias. Asimismo, dos propiedades fundamentales del
significado subjetivo estan mencionadas en los dos ultimos ciclos.

Cabe resaltar que la Serie 1 desarrolla cuatro propiedades del significado frecuencial que facilitan la
comprension de su caracter aproximado y su relacion con la estadistica. Ambas editoriales, durante
todos los ciclos, incluyen propiedades del significado intuitivo que vinculan con los significados
frecuencial y subjetivo, como que la probabilidad se puede revisar en funcion de la experiencia; y
en los dos ultimos ciclos presentan la asignacion cldsica como cuantificacion de una posibilidad, y
dos propiedades del subjetivo referidas a la posible relacion de causas y resultados.

Tabla 4. Propiedades presentes en los libros de texto y los documentos curriculares

Primer ciclo  Segundo ciclo  Tercer ciclo
Serie 1 Serie 2 Serie 1 Serie 2 Serie 1 Serie 2

Propiedad segln significado

Significado Intuitivo
PI1. Impredecibilidad del resultado X X X X X X
PI2. Posible: cualquier resultado X X X X X X
PI3. Imposible: nunca se verifica X X X X X X
PI4. Seguro: siempre ocurre X X X X X X
PIS. Calificable comparando X X
Significado Clasico
PC1. Numero de resultados finito y numerable X X X X X X
PC2. Equiprobabilidad de sucesos elementales X X X X X X
PC3, PC4. Casos favorable; posibles X X X X X X
PC5. Valor objetivo, calculable X X X
PCé6. Regla de Laplace X X X
Significado Frecuencial
PF1. Colectivo X X X X X X
PF2. Atributos equiprobables o no X X X X X X
PF3. Probabilidad: Valor objetivo estimable X X
Significado Subjetivo
PS1. Suceso incierto: impredecible X X X X
PS2. Probabilidad: condicionada X X X X

También hemos encontrado propiedades consideradas por las editoriales y que no se identificaron
en el analisis de los documentos curriculares. En particular, la Serie 1 desarrolla propiedades del
significado frecuencial que facilitan la comprension de su caracter aproximado: Convergencia de la
frecuencia a la probabilidad; caracter aproximado de la estimacion y variabilidad de la estimacion.

PROCEDIMIENTOS

La exposicion de los procedimientos en los textos analizados (Tabla 5) es informal y no se hace
énfasis en la evaluacion de la calidad de la informacion disponible. Ambas editoriales incluyen
procedimientos de cada uno de los significados de la probabilidad, sin mencion de la interpretacion
de resultados. La presencia de procedimientos asociados al significado intuitivo es notable en todos
los ciclos, donde los procedimientos de reconocimiento aparecen desde primero y los de valoracion
desde segundo ciclo. El ciclo en que se introducen procedimientos del significado clasico varia de
una editorial a otra. En el significado frecuencial, el foco de atenciéon también varia de una editorial
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a otra: solo la Serie 1 incluye procedimientos de naturaleza probabilistica, ambas incluyen
procedimientos de naturaleza estadistica y ninguna incluye procedimientos de simulacién. Los
procedimientos del significado subjetivo estan implicitos en otros y tienen baja presencia en estos
textos, asi como en las directrices curriculares.

Tabla 5. Procedimientos presentes en los libros de texto y documentos curriculares

Primer ciclo Segundo ciclo  Tercer ciclo

Serie 1 Serie2 Serie 1 Serie 2 Serie 1 Serie 2

Significado Intuitivo
PRII. Distinguir fenémenos aleatorios y
deterministas x x x X * x
PRI2. Reconocer la impredicibilidad de un
resultado x x x X x x
PRI3. Reconocer tipos de sucesos X X X X X X
PRI4. Valorar cualitativamente posibilidades X X X X
PRIS. Comparar cualitativamente posibilidades X X X X
Significado Clasico
PRCI. Analizar juegos de azar X X X X X X
PRC2. Enumerar casos favorables o posibles X X X X
PRC3. Diferenciar casos favorables
PRCA4. Distinguir sucesos equiprobables X X X
PRCS. Comparar con razonamiento proporcional X X X
PRC6. Aplicar la regla de Laplace X X X
Significado Frecuencial
PRF1. Enumerar o discriminar atributos X X X X X X
PRF2. Calcular frecuencias relativas X X
PRF3. Representar distribucion de frecuencias X X X X X X
PRF4. Leer ¢ interpretar tablas de doble entrada X
PRFS5. Estimar la probabilidad a partir de ensayos X X
PRF6. Reconocer el caracter aproximado X X
Significado Subjetivo
PRS1. Analizar experimentos donde la X X < X

probabilidad depende de informacion personal

Respecto a procedimientos no contemplados en las directrices curriculares, es notable la inclusion
en la Serie 1 de dos procedimientos, enmarcados en situaciones del significado clasico, que son
transversales a los cuatro significados (calcular la probabilidad de la uniéon y del complemento), con
respecto al desarrollo del significado axiomatico. La Serie 2 incluye procedimientos que implican
creatividad ya que en los dos ultimos ciclos se pregunta al nifio por su propia ejemplificacion de
conceptos. Otros procedimientos, no incluidos en las directrices y si en los dos ultimos ciclos de la
Serie 1 son el calculo de probabilidades en experimentos compuestos y la determinacion de la
equitatividad de un juego. Los resultados en detalle se encuentran en Gomez et al. (2014).

ARGUMENTOS

Los textos analizados contienen cuatro tipos de argumento: uso de ejemplos y contraejemplos,
generalizacion, apoyo grafico y razonamiento inductivo; algunos de éstos se utilizan para varios
significados de la probabilidad, en tanto otros son propios de uno, como se describe a continuacion.

e Uso de ejemplos y contraejemplos. Es la forma de argumentacion mas frecuente en los libros de
texto revisados, con todos los significados de la probabilidad; en particular se utiliza en los
primeros cursos, donde los nifios no tienen el desarrollo cognitivo requerido para la
presentacion formal de conceptos probabilisticos.
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e Generalizacion. Para todos los significados de la probabilidad, la presentacion de algunos
contenidos, en segundo y tercer ciclo, incluye un ejemplo para relacionar el concepto con una
situacion conocida y una definicidon general para ampliar su validez. Sefialamos la introduccion
de la regla de Laplace que se presenta después del analisis detallado de un ejemplo sin que el
texto mencione las condiciones de aplicacion; como las situaciones propuestas en esta coleccion
asumen equiprobabilidad de sucesos elementales, se puede generar el sesgo de equiprobabilidad
o un conflicto potencial en el momento de introducir las otras formas de asignacion de la
probabilidad.

e Apoyo grdfico para comprobacion de propiedades. Los graficos estadisticos son trabajados en
esta muestra de textos en todos los cursos de la Educacion Primaria. En particular, observamos
que se utilizan diagramas de barras para facilitar la comprension de algunas propiedades del
significado frecuencial; suponemos que se debe al papel que juega la visualizacion en el
aprendizaje, particularmente en edades tempranas.

e Razonamiento inductivo a partir de datos. La interpretacion de tablas se trabaja en esta muestra
de textos en todos los cursos de la Educacion Primaria, con diferentes niveles de dificultad tanto
en las tablas como en su lectura. Algunas de estas lecturas pueden facilitar la comprension de
algunas propiedades del significado frecuencial.

CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado un resumen de nuestro analisis de la probabilidad en los libros de
texto de primaria. Los resultados han mostrado la diversidad de lenguajes, situaciones problema,
conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos relacionados con la probabilidad
introducidos en las series analizadas de libros de texto de educacion primaria. Se observd coémo se
motiva el desarrollo de la alfabetizacion probabilistica mediante el tratamiento inicial de cuatro
componentes de conocimiento, de los cinco descritos por Gal (2005): ideas probabilisticas
fundamentales, asignacion de probabilidades y evaluacion de la calidad de la informacion
disponible, terminologia y capacidad de contextualizar.

Las dos colecciones analizadas desarrollan parcialmente los cuatro significados de la probabilidad
sugeridos para estos ciclos en las directrices curriculares. La mayoria de conceptos se presentan en
forma intuitiva, sin definiciones formales y no se mencionan algunas propiedades o los supuestos
requeridos para el cumplimiento de propiedades; esto podria promover la generacion de conflictos
semiodticos, sesgos o heuristicas si el profesor no lo clarifica en el aula.

Las dos editoriales difieren en forma notable en cuanto a las caracteristicas de los procedimientos
propuestos y a la orientacion, reflejada en la inclusion de algunos contenidos asi como en el ciclo en
el cual se introducen los mismos. Llama la atencion la ausencia, en ambas colecciones, de objetos
matematicos relacionados con simulacion, a pesar de la importancia dada en los documentos
curriculares al uso de tecnologias.

El significado intuitivo es el que recibe mayor nivel de atencidn en ambas colecciones. Esta
presente en los tres ciclos, en el primer ciclo se introduce y desarrolla este significado, en los otros
ciclos se fortalece su desarrollo y se articula parcialmente con otros significados.

El significado cldsico estda muy presente en ambas colecciones en los tres ciclos; en el primero se
dan a conocer propiedades de este significado, aunque se estd desarrollando el intuitivo; en el
segundo se introduce con cierta formalidad y se articula parcialmente con el significado intuitivo;
en el tercer ciclo se fortalece su desarrollo, en particular su asignacion numérica.

El significado frecuencial de la probabilidad no recibe suficiente importancia. En los textos de
primer ciclo, hay algunas menciones a las propiedades del significado frecuencial, cuando se esta
desarrollando el intuitivo o cuando se presentan contenidos de tratamiento de datos. En los otros
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dos ciclos, se omite en la Serie 2 y se introduce con poco nivel de detalle en la Serie 1: en el
segundo ciclo, se introducen algunas propiedades con cierta formalidad y se articula parcialmente
con el significado intuitivo, y en el tercero se fortalece su desarrollo.

La omision del significado frecuencial en la Serie 2 puede favorecer la aparicion del sesgo de
equiprobabilidad en los nifios. Es de suponer que extiendan la aplicacion de la regla de Laplace a
todas las situaciones probabilisticas que enfrentan ya que no conocen otras alternativas de asignar o
aproximar numéricamente probabilidades. Por otra parte, el nuimero de ensayos presentados o
requeridos en la Serie 1 es menor que 30, con la desventaja que puede favorecer la heuristica de
representatividad o el sesgo de la ley de los pequefios numeros (Tversky y Kahneman, 1974).

El significado subjetivo de la probabilidad tiene muy baja presencia en ambas editoriales. Las
propiedades asociadas al significado subjetivo se encuentran presentes en los textos de motivacion
de los capitulos de probabilidad, nunca en forma explicita. Basicamente referidas a los conceptos de
suceso incierto y probabilidad como grado de creencia, sin utilizar estas denominaciones; no se
llega a la distincion entre probabilidades a priori y a posteriori. De alguna manera se siguen las
sugerencias de Godino, Batanero y Cafizares (1987) con respecto a usar en forma intuitiva este
enfoque, en la educacion primaria, con situaciones cotidianas del nifio. Seria labor del profesor
sugerir la asignacion, por parte del nifio, de valores numéricos a las probabilidades, que en los
textos solo se preguntan con valoracion cualitativa, asi como proponer la revision de estas
probabilidades asignadas, después de nuevas experiencias.

Comun a los cuatro significados, en las dos series de textos observamos la relevancia que tiene el
lenguaje en los procesos de ensefianzay aprendizaje de la probabilidad, asi como su gran riqueza y
diversidad. Este analisis sugiere que la presentacion de la probabilidad en los textos lleva un uso
diferenciado de diversas representaciones (tabular, verbal, grafica y numérica), dependiendo de la
editorial y el ciclo educativo. El lenguaje predominante en todos los ciclos es el verbal de uso
cotidiano. Los lenguajes numérico y simbdlico se introducen gradualmente, en concordancia con su
aparicion en otros bloques de contenido en el area de matematicas, aunque no se relacionan de
forma explicita. Los lenguajes tabular y grafico, que utilizan desde primer ciclo en contexto de
estadistica, aparecen casi desligados de la probabilidad.

También es comun, para los cuatro significados en las dos editoriales, el predominio de la
argumentacion basada en ejemplos y contraejemplos, y el aumento en la complejidad de la
argumentacion con el avance en los ciclos. En la preferencia por ese tipo de argumentacion
reconocemos un principio fundamental para el aprendizaje de los conceptos citado por Skemp
(1980): Introducir un concepto mediante una adecuada coleccion de ejemplos y una adecuada
secuenciacion de actividades, en lugar de hacerlo mediante la definicion. Cabe notar que la
generalizacion no es cuidadosa en cuanto a las condiciones de validez, y esto es un generador de
conflictos potenciales, sesgos o concepciones erroneas.

Los resultados de nuestro estudio muestran la amplitud y relativa profundidad del tema en las dos
colecciones de libros de texto analizadas y plantean el interrogante de como preparar a los futuros
maestros y maestras para enfrentarse con €xito a la ensefianza de la probabilidad en la educacion
primaria. Puesto que los contenidos de los textos a veces sobrepasan los reglados en las
orientaciones curriculares, el maestro debe tener criterio, tanto para elegir el libro de texto como
para hacer un uso adecuado del mismo.

Es importante que el maestro sea capaz de analizar las actividades propuestas en los libros de texto
e identificar los objetos matematicos que se requieren en el trabajo con las mismas y las posibles
dificultades de comprension por parte de los nifios. Sera necesario conocer los recursos didacticos
que complementan el libro de texto para apoyar el aprendizaje. Es también importante que el
maestro sea consciente de los diferentes significados de la probabilidad y como estos significados
se privilegian, secuencian y tratan a lo largo del curriculo. Es nuestra responsabilidad como
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formadores ayudarles a conseguir un adecuado conocimiento didactico-matematico para la
ensefianza de la probabilidad durante su formacion en nuestras facultades.
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Anexo: Muestra de libros de texto utilizada en el analisis
Serie I: Editorial Anaya
[T1]. Pérez, E., Marsa, M., Diaz, C., Ferri, T. y Cid, O. (2011). Matematicas 2. Proyecto Una a una.

[T2]. Ferrero, L., Gaztelu, 1., Martin, P. y Martinez, L. (2008). Matematicas 3. Proyecto Abre la puerta,
reedicion 2011.

[T3]. Ferrero, L., Gaztelu, 1., Martin, P. y Martinez, L. (2008). Matematicas 4. Proyecto Abre la puerta,
reedicion 2011.

[T4]. Ferrero, L., Gaztelu, 1. y Martin, P. (2009). Matematicas 5. Proyecto Abre la puerta.
[TS5]. Ferrero, L., Gaztelu, 1. y Martin, P. (2009). Matematicas 6. Proyecto Abre la puerta.
Serie 2: Editorial S.M.

[T6]. Labarta, P., Santaolalla, E., Ferrandiz, B. y Galve, R. (2011). Matematicas. 2°. Primaria. Conecta con
Pupi, reedicion 2012.

[T7]. Pefia, M., Aranzubia, V. y Santaolalla, E. (2008). Matematicas 3°. Proyecto Tirolina, reedicion 2011.
[T8]. Pefia, M., Aranzubia, V. y Santaolalla, E. (2008). Matematicas 4°. Proyecto Tirolina, reedicion 2011.

[T9]. Pena, M., Santaolalla, E., Aranzubia, V. y Sanz, B. (2009). Matematicas 6°. Proyecto Timonel,
reedicion 2010.

[T10]. Aranzubia, V., Santaolalla, E., Roldan, J. y Pérez, E. (2009). Matematicas 6°. Nuevo proyecto Planeta
Amigo.



