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Resumen

En este trabajo se reflexiona sobre la resolucion de problemas de probabilidad en la formacion de
maestros y profesores. Se introduce la idea de la resolucion de problemas con intencion didactica y
se analiza una manera de resolver problemas de probabilidad, que llamamos “por simulacion”.
Esta manera se introduce como un método de resolucion de problemas de probabilidad con
potencial heuristico;, su conocimiento se revela necesario en la formacion de los maestros y
profesores de matematicas como gestores del proceso de resolucion de problemas de probabilidad
por estudiantes de primaria y secundaria.
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Abstract

In this piece of work we reflect on the role of probability problem solving in preparing mathematics
teachers. We introduce the notion of problem solving with didactical intention and we show it in a
way to solve probability problems that we call “by simulation”. This way of solving problems is
introduced as a solving method with heuristic potential; its knowledge is considered as necessary in
preparing mathematics teachers in order to control the process of solving probability problems at
schools in a competent way.
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INTRODUCCION

En este trabajo hablamos, indirectamente, de la formacion de maestros y profesores en resolucion
de problemas de probabilidad. Hablamos de problemas de probabilidad y de la resolucion de
problemas de probabilidad, cuando en ella lo que interesa es comprender los procesos de resolucion
y los medios que se utilizan para ello. Por resolucion de problemas con intencion didactica nos
referimos a la resolucion cuando se enfoca al andlisis global del proceso y a las potencialidades del
problema y de su resolucion en otros niveles educativos, como la ensefianza primaria y secundaria.
Vemos la resolucion de problemas de probabilidad con intenciéon didactica como contexto
apropiado para la formacion de futuros maestros y profesores en didactica de la probabilidad.

En muchos otros lugares hemos avanzado la idea de que los problemas de probabilidad pueden
clasificarse de mas de una manera, segiin qué criterio se use para ello. Asi, dependiendo de la
tipologia de los datos y la manera en la que se relacionan entre ellos, identificamos una familia de
problemas de probabilidad que llamamos problemas ternarios de probabilidad condicional (Cerdan
y Huerta, 2007). Si nos fijamos en como actlia o puede actuar un resolutor de problemas de
probabilidad cuando maneja la informacion requerida para dar respuesta a lo que se pregunta, de un
modo ingenuo si se quiere, podemos distinguir tres grandes grupos de problemas: problemas
resolubles por asignacion, problemas resolubles por calculo de probabilidades y problemas
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resolubles por simulacion (Huerta, 2002). En el primer tipo un resolutor responde a la pregunta del
problema tomando una decision sobre la probabilidad preguntada, generalmente mediante una
asignacion de probabilidad a partir de la informacion disponible a lo largo de la resolucion del
problema. En el segundo, el resolutor responde mediante un calculo de probabilidades al interpretar
la informaciéon contenida en el problema, siendo consciente de que la pregunta del problema
consiste en una probabilidad desconocida que esta relacionada con las probabilidades conocidas
mediante relaciones precisas entre ellas, de tipo aditivo o multiplicativo (que a veces conoce y otras
no, aunque sospecha de su existencia). Un tercer grupo de problemas, debido a la falta de
informacion disponible, ni se abordan como problemas de asignacion ni como problemas de calculo
de probabilidades, si no de otra manera, que llamamos por simulacidn, los llamamos problemas
resolubles por simulacién. Algunos de estos tan obvios como el problema de la chincheta, aquel que
pide la probabilidad de que al lanzar al aire una chincheta ésta se pose de una manera determinada
sobre el suelo, aunque en general se trataria de aquellos problemas para los que no se dispone de un
modelo tedrico al que ajustarlo o para el que nuestra experiencia no puede aportar una informacion
fiable que nos permita responder a la pregunta formulada en €l, e incluso en aquellos problemas
para los cuales la consideracion del modelo tedrico implica la realizacion de calculos complejos
pero que, sin embargo, la informacion proporcionada por una simulacion adecuada del problema
permite al resolutor dar una respuesta al problema con un alto grado de de confianza en ella.

La distincion anterior no presta atencion exclusivamente al problema sino al resolutor. Asi, un
resolutor puede ver un problema de probabilidad como un problema de asignacion y otro resolutor
como un problema de célculo, simplemente por el modo de interpretar la informacion disponible y
usarla en un sentido u otro para obtener la respuesta del problema, bien como una decision sobre la
probabilidad de un suceso o bien como un calculo.

Esta distincion esta clara cuando se observan las multiples resoluciones que se han considerado para
hablar sobre la actuacion de los resolutores ante el famoso problema del taxi, The taxi cab problem
(Citaremos aqui tres: Tversky y Kahneman, 1982; Shaugnhessy, 1992; Kahneman, 2014).
Consideremos la siguiente formulacion:

Una noche, un taxi provocd un accidente tras el cual se dio a la fuga. En la ciudad operan dos compaiias de
servicio de taxis, la Verde y la Azul, cuyos colores se corresponden con el de las compaiiias. La mas numerosa
es la compaiiia Verde con un 85% del total de taxis en la ciudad. Un testigo observo que el taxi culpable del
accidente era azul. ;Qué probabilidad hay de que el taxi implicado en el accidente fuera azul y no verde?

La informacion sobre la fiabilidad del testigo no estd disponible de antemano, por lo que una
simulacion de su capacidad y agudeza visual en las mismas condiciones de visibilidad que la noche
de autos es requerida para poder estimarla y ser usada con posterioridad, tras la cual el problema
original queda reformulado de la siguiente manera:

Una noche, un taxi provocé un accidente tras el cual se dio a la fuga. En la ciudad operan dos compaiiias de
servicio de taxis, la Verde y la Azul, cuyos colores se corresponden con el de las compafiias. La mas numerosa
es la compaiiia Verde con un 85% del total de taxis en la ciudad. Un testigo observo que el taxi culpable del
accidente era azul. Comprobada la fiabilidad de este testigo, se comprobd que reconocid correctamente los
colores en el 80% de los casos y fracaso en el 20% restante. ;Qué probabilidad hay de que el taxi implicado en
el accidente fuera azul y no verde?

A partir de aqui el resolutor decide si aprecia el problema como resoluble por asignacion o por
calculo de probabilidades. El proceso de resolucion sera radicalmente distinto segiin qué decision
tome. Esta decision puede ser de experto o de aprendiz. En el segundo de los casos guiada por el
maestro o profesor que le ensefa. Pero, jes el maestro o profesor consciente de estas formas de
actuar en algunos problemas de probabilidad? El maestro o profesor, como resolutor, ;cree tener
competencia suficiente para abordar la resolucion de problemas por asignacion, por calculo o por
simulaciéon? ;Es realmente necesaria esta competencia en los maestros y profesores? O lo que es
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equivalente, ;jes realmente necesario que los futuros maestros y profesores sean conscientes de las
diferentes naturalezas de la probabilidad y las usen en la resolucion de problemas?

LA FORMACION DE MAESTROS Y PROFESORES Y LA RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE PROBABILIDAD

No descubrimos nada si afirmamos que los futuros maestros y profesores tienen muchas
dificultades al enfrentarse con tareas que implican a la probabilidad. Puede afirmarse, casi sin error,
que conceptualmente aquéllos tienen las mismas dificultades que tendran sus futuros alumnos.
Muchos estudios han tratado con estas dificultades y las han confirmado (por ejemplo, Contreras,
2011; Diaz y De la Fuente, 2007; Huerta y Cerdéan, 2010; Huerta, Cerdan, Lonjedo y Edo, 2011).
De ahi que la resoluciéon de problemas de matematicas deba estar presente en la formacion de
maestros y profesores, no ya solamente como estudiantes de un curso de matematicas para maestros
o de didactica de las matematicas, sino para entender algunos de los aspectos que relacionan el
proceso de resolucion de problemas de probabilidad con la construccion del pensamiento
matematico (probabilistico) del estudiante, y para aprender a ser gestores del proceso de resolucion
de problemas en las aulas de primaria y secundaria.

Santos (2012) formula una serie de preguntas alrededor de qué actividades de resolucion de
problemas deberian considerarse en un programa de formacion y desarrollo profesional de
profesores. Se incluyen preguntas relevantes que deberian ser tenidas en cuenta, también, cuando
hablemos de la resolucion de problemas de probabilidad en la formacion de maestros y profesores:

a. (Qué actividades de resolucion de problemas ayudan a los profesores a desarrollar y construir el
conocimiento matematico para la ensefianza?

b. ;Qué distingue o como se caracteriza el pensamiento matematico que deben exhibir los
profesores en sus experiencias de resolucion de problemas y disefio de actividades para la
ensefianza?

c. (Qué tipo de problemas favorecen la construccion del conocimiento matematico de los
estudiantes?

d. (Como se explica la construccion o desarrollo de un conocimiento nuevo en los estudiantes?

Con esto en mente, hemos considerado para la formacion de maestros y profesores la idea de la
resolucion de problemas de probabilidad con intencion didactica. Aquella que no solo presta
atencion a la resolucion del problema, sino también a su potencial didactico. Es decir, a la
posibilidad de que los problemas resueltos constituyan contextos apropiados para la ensefianza de la
probabilidad, ya sea en la escuela primaria o secundaria. Asi, al estudiante para maestro o al
estudiante para profesor se le situa en una doble condicion: como resolutor de problemas y como
futuro ensenante de dichos problemas. Como resolutor se pone en contacto con el conocimiento
matematico necesario para la resolucion de los problemas. Como futuro ensefante, evalta
potencialidades del problema y de su resolucion cuando, en este caso, el futuro resolutor serd un
estudiante de primaria o de secundaria, por lo que adquiere conocimientos sobre la ensefianza. Ya
hemos hablado de esta doble condicion de los resolutores con las problemas ternarios de
probabilidad condicional (Huerta y Arnau, 2014).

RESOLUCION DE PROBLEMAS DE PROBABILIDAD CON INTENCION DIDACTICA

En lo que sigue mostraremos qué entendemos por resolucion de problemas con intencion didactica
mediante lo que hemos llamando aqui, y también en Huerta (2015), la manera de resolver
problemas de probabilidad por simulacién. Distinguimos entre formacion de maestros y formacion
de profesores de matematicas de secundaria, por razones obvias, como veremos mas adelante.

Consideremos el siguiente problema de los pasteles:
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Una conocida firma de pasteleria regala con cada uno de sus pasteles una figurita que incluye en el interior del
envoltorio con el que los vende. La coleccion completa esta formada por 6 figuritas. ;Cuantos pasteles crees
que, por término medio, tendrds que comprar para tener la coleccion completa?

Ante un problema de probabilidad, como el de los pasteles, no estoy seguro de que los maestros, los
profesores de secundaria o los formadores de maestros y profesores seamos conscientes de lo que
puede haber detras de una sugerencia tan facil de formular como: puedes simular el problema con
un dado o de esta otra, un poco mas larga: saca papelitos de un saco en el que hayan 6 papelitos
numerados del 1 al 6, pero no olvides devolverlos cada vez antes de volver a sacar otro papelito ....
O tal vez seamos ilusos al pensar que este problema, y su sugerencia correspondiente, pueda darse
con alguna frecuencia en los centros escolares. No estoy seguro tampoco de que, aquéllos que nos
dedicamos con mas atencion a la didactica de la probabilidad y la estadistica seamos conscientes de
lo que realmente significa considerar la simulacion, junto al modelo de la urna, como una de las
ideas fundamentales en estocastica (Heitele, 1975) o de sus potencialidades y dificultades (Chaput,
Girard y Henry, 2011). Creo que no me equivoco si digo que no. Creo que, en muchos casos, esta
idea fundamental o, en su lugar, el método de resolucion de problemas por (o mediante el uso de la)
simulacidon, como queramos llamarlo, o bien esté trivializado: lanza el dado mucha veces, y “veras”
lo que pasa, o bien se convierte en un ejercicio mondtono y sin sentido ordenado por los profesores
lanza un dado muchas veces y anota los resultados que obtengas. A veces ni eso, la simulacion ya
ha sido hecha, “Juanito ha lanzado el dado 500 veces y este es el resultado...”.

(Cual es entonces el sentido de la simulacién al considerarla como una manera de resolver
problemas de probabilidad? Y, ;por qué considerarla asi puede ayudar a los maestros y profesores
en formacion en la ensefianza de los conceptos basicos de probabilidad y estadistica tanto en
primaria como en secundaria?

Ante un problema de probabilidad, un resolutor necesita informacioén con la que poder responder la
pregunta del problema. Sin ella no hay posibilidad de darla. La informacién disponible puede ser
objetiva o subjetiva, basada en informaciones de tipo tedrico o experimental o sustentada o
complementada en creencias u opiniones personales. Se trata asi de utilizar las diferentes
naturalezas con las que se puede considerar la probabilidad, objetiva (clasica o empirica) o subjetiva
(bayesiana), para responder a una pregunta en un problema. Si la informacion de tipo tedrico no
esta disponible para un resolutor, entonces solo la experimental o la subjetiva es la que si lo esta o
puede estar. Asi, la experimentacion o la simulacion como método ayuda al resolutor a obtener
dicha informacion, que puede usarse en algun sentido para dar respuesta a la pregunta que se
formula. Este es el sentido de uso que damos en este trabajo a la nocion de simulacion.

Resolviendo problemas de probabilidad con intencion didactica, como es la manera de resolver
problemas de probabilidad por simulacién que estamos ofreciendo aqui, ayudamos a los futuros
profesores a formarse no s6lo en los conceptos y procedimientos basicos implicados en la
resoluciéon del problema sino a formarse también como gestores “ilustrados” del proceso de
resolucion de los problemas. De esta manera, podra ser consciente de que, en sus clases y con sus
alumnos, tendra que decidir qué rol va a tener cada uno de los personajes que intervendran en la
resolucion de los problemas: los propios problemas (su pertinencia, utilidad, finalidad), los alumnos
(qué protagonismo le va a dar el futuro maestro en la simulacion) y ¢l mismo (el maestro/profesor
gestor del proceso). En particular, en la resoluciéon de un problema por simulacion, tendrd que
decidir qué le corresponde a €l gestionar del problema y su resolucion y qué le corresponde a los
estudiantes hacer como resolutores, cuando uno de los objetivos de la ensefanza sea, ademas, la
manera de resolver los problemas de probabilidad por simulacion. Aqui vemos un segundo sentido
en el que usamos la nociéon de simulacion: como contexto en el que producir ensefianza de
conceptos basicos de probabilidad en los niveles basicos de escolarizacion.
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LA MANERA DE RESOLVER PROBLEMAS DE PROBABILIDAD POR SIMULACION

(Qué entendemos por la manera de resolver problemas de probabilidad por simulaciéon? Llamamos
asi a un método de resolucion de problemas de probabilidad, con contenido heuristico, que recurre a
la simulacion durante el proceso de resolucion del problema.

Diremos que un problema de probabilidad se ha resuelto por simulacion si, durante el proceso de
resolucion, el problema formulado, al que llamaremos problema original, se ha transformado en
otro, al que llamaremos problema simulado, mediante algun generador de azar, de tal forma que,
desde un punto de vista probabilistico, el problema simulado es equivalente al original. Ademas, se
es capaz de abordar el problema simulado y dar una respuesta de la que se puede inferir una
solucion posible para el problema original (Figura 1). Una condicidén para que pueda llevarse a cabo
es que el experimento aleatorio simulado sea isomorfo al experimento aleatorio considerado en el
problema original; es decir, que conste del mismos numero de sucesos, que se pueda establecer una
correspondencia biyectiva entre ellos y que los sucesos puestos en correspondencia tengan la misma
probabilidad de ocurrir. Como la solucidon del problema simulado depende de un nimero dado de
ensayos o pruebas, entonces su fiabilidad o credibilidad dependera de la manera en la que se
considere la ley de los grandes o pequefios nimeros.

se transforma en

Problema
original

Problema
simulado

tiene una Se obtiene una
Solucioén del Solucioén del
problema original problema simulado

~_ 7

se traduce a

Figura 1. Esquema basico del proceso de resolucion de un problema de probabilidad por simulacion

Resolver un problema por simulacién implica considerar herramientas que transformen el problema
original en otro, de tal manera que, para la herramienta considerada, el problema original y el
problema simulado sean, probabilisticamente equivalentes'. Desde un punto de vista didactico, lo
interesante de dichas herramientas es su caracter y potencial heuristico (Puig, 1996), de exploracion
y de descubrimiento, que permiten ser consideradas en un numero de problemas distintos. Desde el
punto de vista del resolutor, interesa que su conocimiento y experiencia en las herramientas le
permitan obtener la mayor cantidad posible de informaciéon para que pueda ser tratada con
posterioridad con el fin de dar respuesta al problema original. Por tanto, situados en el problema
simulado, el resolutor ha de saber encontrar y formular una respuesta a lo preguntado en €l, lo que
le exige considerar los instrumentos y métodos estadisticos necesarios para tratar con la
informacion disponible. Ha de abordar asi un problema estadistico auxiliar asociado al problema
simulado. La respuesta dada al problema simulado, mediante la solucion del problema estadistico,
se ha de “devolver” con posterioridad al problema original, lo que necesariamente implica
considerar la naturaleza empirica de la probabilidad y su “estabilidad” ante un niimero elevado de
ensayos.
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Figura 2. El trabajo durante la manera de resolver problemas de probabilidad por simulacién®

Como el proceso de trasformacion depende de la herramienta considerada, a cualquiera que se
interese por los procesos de resolucion de estos problemas le puede surgir una serie de preguntas
que deberian tenerse en cuenta, ya sea en los analisis sobre la actuacion de cualquier resolutor o
bien durante la ensefianza de la manera de resolver los problemas por simulaciéon, como son, por
ejemplo (parafraseando a Puig, 1996, p. 41): ;cudl es la intencion de uso de la herramienta? Si uso
tal o cual herramienta, ;coOmo esta relacionado el problema original con el problema simulado por la
herramienta? Una vez obtenga una solucion al problema simulado, ;qué implicaciones puede tener
en relacion con la solucion del problema original? ;Qué se puede exportar de la solucion del
problema simulado al problema original y qué no? ;Cémo queda transformado el problema original
al incorporarle lo que se exporte de la solucién del simulado? ;jRequiere ser reformulado el
problema original? Estas preguntas no pueden contestarse en general, sino que han de plantearse
para cada herramienta. Asi, habria que considerar estas preguntas para diferentes generadores de
azar: urnas, dados, pirindolas, etc., tablas de numeros aleatorios, generadores de nlimero aleatorios
en hojas de célculo, programas en R o en Matlab.

Con el fin de ver en qué consiste la manera de resolver un problema por simulacion, consideremos
el problema de los pasteles formulado en el apartado anterior, en el que detras de la sencillez de su
enunciado oculta un buen nimero de dificultades para su resolucion teorica. Un problema similar ya
lo planted Shaughnessy (1983) en su propuesta de simulation for simulation (p. 340).

Asumamos que el problema formulado (el original) no se sabe resolver tedricamente pues el
modelo tedrico que da cuenta de ¢l estd al alcance de unos pocos e incluso fuera del nivel de
nuestros estudiantes o de los objetivos de ensefianza para el que se plantea el problema, no en balde
se trata de una cadena de Markov absorbente’. Propongamos como objetivo que el resolutor llegue
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a dar una respuesta al problema y que ésta sea lo mas razonable posible y, ademds, que mientras
esto ocurre aprenda a manejarse en entornos de incertidumbre. Nuestro objetivo no es, por el
momento, transitar hacia el modelo tedrico ni ensefar el algoritmo (Engel, 1975a) como paso
intermedio, sino una manera de dar respuesta al problema que llamamos por simulacion.

Segun se desprende del esquema de la Figura 1, para el trabajo que hay que hacer, pueden
identificarse cuatro momentos a lo largo del proceso de resolucion completo que implica, de una
parte, trabajo independiente en cada momento sin “perder de vista” a los otros: trabajo en el
problema original, trabajo en el problema simulado, trabajo con la solucion del problema simulado
y trabajo con la solucidon del problema original, y, claro estd, trabajo en las correspondientes
relaciones/traducciones (Figura 2). El trabajo que hay que hacer puede sugerirse durante el proceso
de ensefianza, descomponiéndose este en ocho “tiempos” para la indagacion y la reflexion, como
veremos en el apartado siguiente.

Excepto la primera vez, cada vez que adquiera un pastel obtengo una de las 6 figuritas* que o bien
no tenia aun e incrementa la coleccion, o bien ya tenia y estoy en las mismas circunstancias que
estaba antes de comprarlo. Pero cada vez que lo compro no sé qué figurita me va a salir hasta que
no abra el envoltorio. Por hipotesis (hipotesis 1) puedo pensar que cualquiera de las figuritas es
susceptible de aparecer en un pastel con la misma probabilidad que tendria cualquier otra, 1/6,
también bajo la hipdtesis (hipdtesis 2) de que la firma de la pasteleria ha distribuido uniformemente
sus figuritas entre sus bolsas conteniendo los pasteles que vende y (hipotesis 3) el centro comercial
distribuye los pastelitos uniformemente en sus estantes. Dejaré de comprar pastelitos en el momento
en el que tenga la coleccion completa. ;Tendré la coleccion completa alguna vez? ;Habra que
comprar muchos pasteles?

Al lanzamiento de un “dado cubico” y la correspondiente observacion de la cara sobre la que se
posa también se le ha concedido la hipotesis (hipotesis 1, en el problema original) de la
equiprobabilidad, asignandole a cualquiera de sus caras el valor de 1/6 para su probabilidad. Le
concedemos a los lanzamientos sucesivos de un dado, anotando cada vez los resultados que
aparecen, la hipotesis de ser un experimento aleatorio compuesto de pruebas independientes
(hipotesis 2 y 3, en el problema original). Lanzar el dado repetidamente, anotar el resultado de la
cara sobre la que se posa, hasta que se haya posado en las 6 caras por lo menos una vez simula el
proceso de comprar pasteles (por el lanzamiento del dado) hasta tener las 6 figuritas (todas las caras
del dado aparecen por primera vez en una racha de resultados). El problema simulado queda asi:
(Cual es el nimero medio de lanzamientos consecutivos que habra que hacer de un dado cubico
hasta que éste tarde o temprano se pose al menos una vez en todas sus caras? Como consecuencia,
(se posara sobre todas las caras, al menos una vez?, ;jhabra que hacer muchos lanzamientos para
que eso ocurra?

Abordemos el problema simulado. Lancemos el dado cuantas veces estimemos que sea necesario.
Diremos que hemos realizado una simulacion cuando al lanzar repetidamente el dado hemos
conseguido reproducir el suceso por el que se nos pregunta. Lo que esta simulacidon produce es
informacion sobre lo que ha ocurrido, informacion que debe ser organizada y tratada. Surge asi el
problema estadistico asociado al problema simulado. La consideraciéon y definicion de variables
estadisticas es consustancial al proceso y el tamafio de la poblacion también. Ahora la pregunta
[cudntas simulaciones hay que hacer para dar respuesta al problema? es, entre otras, pertinente. La
pregunta tiene multiples respuestas, probablemente tantas como resolutores y tantas como niveles
de exigencia sean requeridos para la respuesta que se proporciona. Por lo menos dos simulaciones,
por aquello de promediar. Ahora bien, el estado de incertidumbre que puede producir una respuesta
basada en dos simulaciones puede ser mayor que si hago muchas més. Pero, ;cuantas mas?

Algunos métodos para determinar la probabilidad experimental de un suceso sugieren realizar un
numero de simulaciones dado de antemano: 50, 100 o 1000, nimero con el que se considera que se
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puede proporcionar una respuesta razonable al problema simulado (por ejemplo, paso 7 en el
modelo de Byan, 1986). Otros, como los libros de texto por lo general, son mas ambiguos: muchas
simulaciones, cuantas mas mejor. En todo caso, siempre el resolutor se hard preguntas alrededor de
cualquier sugerencia que se le haga sobre el nimero de simulaciones que habra que hacer: ;Por qué
ese numero y no otro? La respuesta concluyente es de naturaleza matematica’, aunque el numero de
simulaciones dependera solo del resolutor y del grado de credibilidad o fiabilidad que éste otorgue a
una respuesta basada en el nimero de simulaciones que haya considerado razonable realizar. O, tal
vez, del profesor quien establece cudles son dichas condiciones. Por ejemplo, supongase que se
quiere una aproximacion de la probabilidad tedrica de hasta un 1% (&= 0.01) con un grado de
confianza del 95%, o= 0.95. En estas condiciones el profesor demanda de sus estudiantes un
numero de simulaciones 7ny que puede ser calculada usando la desigualdad de Chebyschev
(DeGroot, 1975, p. 185-186):

. rA-p)
S &(1-9)

0

Para obtener este niimero se ha de partir de una probabilidad teérica p conocida®. No obstante, se
puede estimar el maximo necesario, para una aproximacion y grados de confianza dados,

maximizando la funcion n = kp(1 — p), siendo K = una constante prefijada’. Este nimero

1
g2 (1-96)
tiene mas valor metodoldgico que real, ya que permite hacer el transito desde la simulacion en lapiz
y papel al uso consciente de la simulacion con la ayuda de un software. Pero podria carecer de valor
para un resolutor cuyo nivel de satisfaccion y exigencia de la solucion experimental aportada podria
adquirirse con un niimero menor de simulaciones.

En todo caso la respuesta al problema simulado depende del grado de precision y fiabilidad con la
que se quiera expresar. Pero no deja de ser una respuesta al problema simulado que requiere ser
traducida o usada para dar respuesta al problema original. En los términos en los que esta expresada
la pregunta: ;Cudantos pasteles crees que, por término medio, tendras que comprar para tener la
coleccion completa?, requiere ademas dar una credibilidad a la respuesta del problema simulado:
¢ Cual es el numero medio de lanzamientos consecutivos que habra que hacer de un dado hasta que
éste, tarde o temprano, se pose en todas sus caras?, puesto que pide del resolutor un grado de
creencia o credibilidad que le concede a dicho valor promedio.

UNA MANERA DE ENSENAR LA MANERA DE RESOLVER PROBLEMAS DE
PROBABILIDAD POR SIMULACION EN LA FORMACION DE MAESTROS Y
PROFESORES DE MATEMATICAS.

La gestion del proceso de resolucion de un problema de probabilidad no es la misma,
razonablemente, si a quienes se dirigen los problemas son los estudiantes de primaria o los de
secundaria. Tampoco puede serlo entonces la formacion de los maestros y de los profesores de
matematicas. Asi que dividiremos este apartado en dos atendiendo a la diferencia entre ambas
muestras, no solo por el nivel de formacion matematica de cada uno de ellos sino por su futura
competencia en la ensefanza de las matematicas. Aunque no describamos estos aspectos con
detalle, suponemos por hipotesis, en ambos casos, un nivel de preparacion deficiente en
probabilidad y un mayor nivel de preparacion en matematicas de los futuros profesores de
secundaria que de los futuros maestros.

Una manera de ensefiar la manera de resolver problemas por simulacion en la formacion de
maestros. Un ejemplo

Nuestro objetivo es que los futuros maestros adquieran un mayor conocimiento sobre conceptos
basicos de probabilidad mediante la resolucién de problemas y un conocimiento sobre su ensefianza
a través de la exploracion y andlisis de las potencialidades de la manera de resolver problemas de
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probabilidad por simulacion, es decir, sobre el papel del maestro como gestor del proceso con
nifos.
Describiremos a continuacion coémo se ha formulado este problema a estudiantes para maestro y

algunas consecuencias que se han observado. Los objetivos especificos de ensefianza son variados,
entre otros:

e Explorar las diferentes naturalezas del concepto probabilidad en la resolucion de problemas de
probabilidad.

e Explorar el potencial de la resolucion de problemas de probabilidad por simulacion.

e Explorar si la resolucion de problemas de probabilidad por simulacion facilita y permite
modificar el juicio subjetivo del resolutor sobre los fendmenos aleatorios implicados en el
problema.

Hay todavia un objetivo mas, sobre potencialidades, como consecuencia del trabajo mientras se
resuelve el problema: explorar el potencial que tiene el método de resolucion de los problemas por
simulacion y sus objetivos de ensefianza para la educacion primaria.

El problema se enuncia a los estudiantes tal y como lo hemos presentado en el apartado anterior,
junto con la tarea descompuesta en ocho tiempos y un conjunto de cuestiones asociadas a cada
tiempo a modo de sugerencias heuristicas (Puig, 1996). El nimero de tiempos esta relacionado con
las macro-etapas del método de resolucion (Figura 1) y las sugerencias con el trabajo que habria
que hacer en cada una de ellas (Figura 2). El nimero de sugerencias es variable y puede ser
modificado dependiendo del problema y del nivel de los resolutores. Los tiempos y las sugerencias
formuladas para el problema han sido las siguientes:

e Primer tiempo: Exploracion de la situacion real, identificacion de lo que estd sujeto a
incertidumbre y no lo estd, de lo que es conocido y desconocido en la situacion real.

— (Crees tener seguridad de que tarde o temprano se completara la coleccion de figuritas?
(Por qué?

— Al comprar un buen numero de pasteles, jen qué condiciones puede encontrarse la coleccion
de figuritas?

— Entonces, ;cuantos pasteles exactamente se tendrian que comprar para tener la coleccion
completa? ;Por qué?

e Segundo tiempo: Juicios subjetivos a priori derivados del analisis de la situacion real.

— (Qué crees que es mas facil que ocurra, conseguir la coleccion completa o no conseguirla?
JPor qué?

— Si no sabes exactamente cuantos comprar, al menos haz una conjetura sobre el cuéntos,
(Cuantos pasteles estimas que se tendrian que comprar, mas o menos, para poder conseguir
la coleccion completa? ;Por qué?

e Tercer tiempo: Fiabilidad o credibilidad de la conjetura.

— Quieres explorar hasta qué punto es fiable o creible tu conjetura sobre la posibilidad de
conseguir toda la coleccion completa y sobre el nimero de pasteles que habria que comprar
para obtenerla. ;Coémo lo harias?

e Cuarto tiempo: Simulacion, necesidad y uso de herramientas heuristicas. El problema simulado.

— ¢(Experimentar o simular? ;Puede experimentarse el problema? Por el contrario, ;solamente
se puede simular? ;Por qué?
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— Si vas a simular la compra de pasteles, ;qué vas a usar para ello? Si hay hipotesis que
formular, ;qué hipdtesis son estas?

— ¢(En qué consiste una simulacion?

— (Como queda el problema original en términos de la simulacion (el problema simulado)?
Formulalo sin usar las palabras “pasteles” ni “figuritas” solamente en términos de la
herramienta usada.

— (Puedes decir otra forma de simular el problema? Repite todas las cuestiones anteriores para
la nueva herramienta considerada.

— Las simulaciones pensadas y sus correspondientes problemas simulados formulados, ;en
qué crees que te van a ayudar a la hora de dar respuesta al problema original?

e Quinto tiempo: Simulacion productora de la informacion dependiente de la herramienta usada.
Tratamiento de la informacion, el problema estadistico asociado dependiente del numero de
simulaciones realizadas.

— Resuelve los problemas simulados.

e Sexto tiempo: Equivalencia de problemas. Equivalencia entre los problemas simulados
dependientes de las herramientas consideradas

— Tienes una solucion para cada uno de los problemas simulados. Si las comparas, ;qué
puedes decir de ellas?

— (Te lo esperabas? ;Por qué?

— Entonces, ;cudl de las soluciones anteriores vas a usar para dar respuesta al problema
original? ;Por qué?

e Séptimo tiempo: De la solucion del problema simulado a la solucion del problema original.

— Con la informacion disponible de las soluciones de los problemas simulados, trata de dar
respuesta a la pregunta formulada en el problema original: ;Cudntos pasteles crees que, por
téermino medio, tendrds que comprar para tener la coleccion completa?

— Justifica por qué crees que es ese numero. ;Qué significa para ti ese nimero?
e QOctavo tiempo. Devolucion de la solucion al problema original: utilidad y fiabilidad.
— (Hasta qué punto crees que es fiable la respuesta que acabas de dar?
— (Podrias mejorar ain mas esa fiabilidad de la respuesta o la credibilidad que le concedes?

— Seguro que has vivido situaciones como la que acabas de resolver en este problema. ;Hasta
qué punto la solucion que has obtenido se puede considerar como solucion de una situacion
real que hayas vivido?

— (Qué se puede aprovechar de esa solucion para la situacion real vivida por ti y qué no?
Explicate lo mejor que puedas.

— Lareflexion anterior, jafectaria a la formulacion del problema original? ;De qué manera?

Podria comprobarse como lo que se le ofrece al estudiante es un método de resolucién con potencial
heuristico en ocho pasos, ya que, por una parte, tiene la intencién de ser util no solo para este
problema sino para otros problemas de probabilidad en los que haya que tratar con probabilidades y
variables aleatorias y, por otra, tiene caracter de exploracion en busca de la informacion que permite
contestar a lo que se pregunta en ¢él. A lo largo del proceso, el futuro maestro puede considerar la
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posibilidad de actuar asi con sus futuros alumnos de primaria, teniendo en cuenta las restricciones
logicas del nivel educativo al que se dirige. Capella (2013 y 2014) muestra un ejemplo.

Una manera de ensefiar la manera de resolver problemas por simulacion en la formacion de
profesores de matematicas de secundaria. Un ejemplo

Con los futuros profesores de secundaria, uno de nuestros objetivos tiene por objeto acortar sus
dificultades cuando se enfrentan a problemas “elementales”. Estas dificultades surgen porque la
informacion que requieren para resolver los problemas se encuentra en un modelo teérico que saben
que existe pero que no llegan a ¢l y, desgraciadamente, no saben qué hacer si no: “sé que se trata de
un problema de Bayes pero no me acuerdo cémo era la formula”. Por otro lado, no se concibe que
un problema, por ejemplo de probabilidad, que puede resolverse mediante el uso de un modelo
teorico, se pueda resolver de otra manera, la manera que llamamos por simulacion, y que las
soluciones en ambos casos sean consideradas validas o pertinentes.

En la formacion de profesores los tiempos son distintos a aquéllos que describimos para los futuros
maestros. Pueden ser descritos por el esquema siguiente:

e Solucion tedrica del problema original.
e Traduccién del problema original al problema simulado.
— Formulacion del problema simulado.
— Prueba de la equivalencia en probabilidad de los dos problemas.

Disefio de la simulacion.

— Posibles generadores de azar. Tratamiento de les datos producidos por la simulacion.

Solucion del problema simulado.

Traduccion de la solucion del problema simulado al problema original:

— Aplicacion de la ley de los grandes nimeros al nimero de simulaciones necesarias con el fin
de que la simulacion produzca un resultado aceptable para el problema original.

e Metodologia de ensefianza que se deriva de estas resoluciones:
— Discusion razonada del uso de software.

— Discusion razonada de los diferentes papeles de los protagonistas (Profesores, alumnos y
contenidos que han de ser ensefiados).

El problema original tiene una solucion teorica que debe ser hallada en primer lugar. El profesor de
secundaria conoce el modelo tedrico que da cuenta del problema, aunque puede actuar como el
maestro y recorrer el camino en sentido contrario. Habiamos dicho que el problema de los pasteles
se modeliza mediante una cadena de Markov absorbente. En general este modelo no es conocido
por una amplia mayoria de futuros profesores de secundaria, ni siendo graduados en Matematicas.
Por ello, el modelo tedrico ha de ser implementado en nuestras clases, dado que el problema ha sido
considerado como pertinente en todos los colectivos de los que hablamos, alumnos de primaria,
secundaria, maestros y profesores. Si no se considera pertinente, no hay caso.

Una cadena de Markov se describe mediante una matriz de probabilidades, llamada matriz de
transicion, entre estados en los que se encentra el sistema. El sistema aqui es la coleccion de
figuritas y su estado varia con el tiempo o con las veces que se compre un pastelito. El grafo de la
Figura 3 ayuda a ver dichos estados, su tipologia y las probabilidades de transicion de uno a otro
vecino con éL
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Figura 3. Grafo del problema de los pasteles. Estados del sistema (la coleccion) y probabilidades de
transicion entre estados

En el sistema anterior siempre se avanza, nunca se retrocede, aunque nos podemos quedar
estancados por un momento, pero no siempre, de modo que tarde o temprano se alcanza el objetivo
de llegar al estado absorbente, teniendo asi la coleccion completa de figuritas. Esta propiedad de las
cadenas de Markov absorbentes desvia la atencion de la probabilidad de llegar a un estado del
sistema, desde otro cualquiera anterior, a evaluar el “tarde o temprano” con el que se llega al estado
absorbente, lo que se suele conocer como duracion media del paseo aleatorio por el grafo o tiempo
medio de espera para la absorcion.

Al igual que los arboles y otros sistemas de representacion son recursos para la resolucion de
problemas de probabilidad que incorporan reglas de calculo a modo de sistema de signos menos
abstractos que los requeridos en el modelo tedrico®, las reglas del valor medio de Engel (1975a)
resuelven también el problema representado en el grafo (Figura 3), en ausencia del modelo teorico.
El profesor de secundaria tiene asi una solucion teodrica del problema original tanto por la via del
modelo tedrico como por la via de los sistemas de representacion mas concretos y sus reglas de
calculo. Ninguna de ellas es, probablemente, pertinente para sus futuros alumnos de secundaria.

La busqueda del problema simulado se lleva a cabo de un modo similar a como se realiza con los
futuros maestros. La consideracion de las herramientas heuristicas y la formulacion del problema
simulado asociado a cada una exige de los futuros profesores una prueba de la equivalencia entre
los dos problemas (ver nota 1, al final).

La simulacion del problema y la solucién del correspondiente problema estadistico asociado
permiten que el futuro profesor sea consciente, no sin sorpresa, de que la solucion del problema
simulado sea muy parecida, si no la “misma”, que la tedrica, y que este parecido depende del
namero de simulaciones realizadas. El problema estadistico sobre cuantas simulaciones hay que
realizar para que la solucion del problema simulado sea aceptada como solucion del problema
original, dentro de unos margenes de fiabilidad, tiene sentido no solo porque el futuro profesor no
esta predispuesto a las simulaciones con “lapiz y papel” sino porque su respuesta tiene una fuerte
componente metodologica al cuestionar el uso de un software con el que realizarlas; se considera
una nueva herramienta heuristica, dependiendo del grado de fiabilidad que se imponga (el valor de
€) y del éxito si se repite esta experiencia con los estudiantes a lo largo del tiempo (el valor de & en
la desigualdad de Chebyschev). Asi se desarrolla una de sus competencias con las nuevas
tecnologias, elaborar programas en Matlab o en Excel, por ejemplo.

COMENTARIOS FINALES

En la formacion de maestros la manera de resolver problemas por simulacion tiene por intencion,
entre otras, que los estudiantes transiten desde un razonamiento basado en la subjetividad hacia otro
que incluya informacién mas objetiva, producto de la simulacion, en busca de una modelizacion de
los problemas. En cambio, en la formacion de profesores el transito tiene lugar en sentido inverso,
desde el razonamiento basado modelos tedricos hacia un razonamiento que incluye informacion
objetiva, fruto de la simulacién, no exenta en de cierta subjetividad e incluso de subjetividad
completa. En general, cuando el futuro profesor enfrenta ambas maneras de resolver un problema
de probabilidad, basada en el modelo teodrico o en la simulacion, es reacio a otorgar el mismo peso a
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ambos y siente cierto sesgo hacia el modelo tedrico. Esto puede tener ciertas consecuencias fatales
para muchos problemas de probabilidad, como el que hemos usado para mostrar uno de los aspectos
de nuestra manera de formar maestros y profesores, pues muchos de los modelos tedricos, como las
cadenas de Markov, no estan al alcance ni de futuros maestros ni de futuros profesores’. ;Supone
esto que muchos problemas reales, contexto ideal para mostrar lo que son las matematicas como
decia Freudenthal'® (1973), no pueden considerarse en la formacion de maestros y profesores por no
estar el modelo teorico al alcance de éstos? La respuesta es que, precisamente por esto, deberian
estar. La manera de resolverlos por simulacion es el punto en el que se encuentran ambos colectivos
y estos con sus estudiantes.

Entendemos la simulacion, y asi la hemos usado, en un doble sentido: como método de resolucion
de problemas de probabilidad con contenido heuristico y como un paso mas en el método. Tal vez
en esto ultimo es en donde coincidamos con la mayoria de trabajos en los que la simulacion esta
presente, muy numerosos por cierto, cubriendo un amplio catdlogo de objetivos: para tratar con la
naturaleza empirica de la probabilidad, en procesos de modelizacion, como herramienta en la
formacion de maestros y profesores, etc. Si en algo tiene sentido considerar la simulacion es como
un método para la resolucion de problemas de probabilidad con el que, no sin dificultades de
diferente indole, pueden convivir estudiantes de primaria, secundaria, maestros y profesores para un
problema dado. El que hemos mostrado aqui ha sido propuesto a todos esos colectivos mediante el
mismo enunciado y la misma propuesta de resolucion, habiendo diferentes gestiones de un mismo
proceso con diferentes reacciones por parte de los resolutores.

A veces se dice que la simulacion elimina las “matematicas” que resuelven un problema de
probabilidad. No podemos estar mas en desacuerdo con esta afirmacion. De hecho, la manera de
resolver problemas de probabilidad por simulacidon es como mejor interpretamos la afirmacion de
Freudenthal (1973). Pero ademas, entendemos la resolucion de problemas de probabilidad como un
proceso en la busqueda de informacion requerida para tomar una decision en situaciones de
incertidumbre, decision continuamente revisable en virtud de la actualizacion de dicha informacion.
En esto estamos proximos a Borovcnik (2011) y su idea del tipo de informacion disponible
“objetiva” y “subjetiva” que da lugar a las diferentes naturalezas del concepto de probabilidad:
objetiva y subjetiva. La manera de resolver problemas de probabilidad por simulacion facilita el uso
de ambos tipos de informacion y solamente al resolutor compete usar una u otra para tomar
decisiones en situaciones de incertidumbre.

Cuando un estudiante para maestro y profesor resuelve un problema por simulacion, el estado
animico en el que se encuentra al finalizarlo es de cierta incredulidad. Por su trayectoria y
experiencia “matematica” el futuro maestro entiende que la solucién que esta dando al problema
original por la via del problema simulado puede estar bien o puede estar mal, casi al mismo tiempo.
Ha estado en contacto con el azar, con lo aleatorio, con la incertidumbre. Es algo asi como que
necesita de una respuesta basada en un modelo tedrico para validar la suya. Aun sin entender el
modelo tedrico del que procede, si se le dice que en el problema de los pasteles la solucion tedrica
es 14.7 pasteles el numero esperado que hay que comprar es mas fiable que la suya, y ésta tanto mas
cuanto mas cerca esta de la proporcionada por el modelo tedrico desconocido. En el caso del futuro
profesor de secundaria, para quien la solucion teodrica es lo primero que obtiene y comprende su
origen, la sorpresa le asalta al resolver el problema por simulacion y observar que la solucion
obtenida por esta via es “muy parecida” a la obtenida tedricamente. En algunos casos, no se da
crédito a que ambas soluciones estén tan proximas. Algo asi se provoca al proponer a los futuros
maestros y profesores la resolucion de problemas de probabilidad con intencion didactica. No es
facil, pero vale la pena intentarlo.
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' Si al problema original se le puede asociar un modelo teérico que lo resuelve, diremos que el problema simulado
converge estocasticamente al problema original si las frecuencias relativas convergen en probabilidad hacia las
probabilidades teoricas y los valores medios de las variables estadisticas cuantitativas convergen en probabilidad a las
esperanzas matematicas de las variables aleatorias correspondientes. Reciprocamente, las probabilidades tedricas y las
esperanzas matematicas del problema original pueden interpretarse como frecuencias relativas o valores promedios en
el problema simulado.

? Incluso un esquema tan complejo como este no refleja fielmente todo el trabajo que hay que hacer cuando se aborda la
resolucién de un problema de esta manera.

? Un recurso alternativo para este problema es el abaco probabilistico de Engel (1975a). jUn algoritmo determinista
resolviendo una situacion aleatoria! Sugerimos al lector que resuelva el problema como le apetezca, bien
considerandolo como una cadena de Markov o bien considerandolo como “un paseo aleatorio” en el abaco de Engel. Si
no es asi, tampoco pasa nada, pues la lectura de este trabajo no depende de ello. Tal vez le apeteceria simularlo para
hacerse una ligera idea de “por donde van los tiros” o incluso ir mas alla, hacia una solucion razonable y fiable, o
incluso mas alla, al modelo teodrico. Una vez formulado, el problema pertenece solamente al resolutor.

* El namero es ilustrativo e intencionado, proporcionado por el profesor.

> Sea p la probabilidad tedrica de un suceso S. Sea fi, la frecuencia relativa asociada a ese suceso en n pruebas de un
experimento aleatorio que lo simula. La version fuerte de la ley de los grandes numeros establece la convergencia
estocastica de las frecuencias hacia las probabilidades en los siguientes términos: P(fir — p)—=%-1

6 Si se requiere aproximar un valor esperado por un valor promedio dependiendo del numero de simulaciones, hay que
tomar la desigualdad de Chebyschev correspondiente.

7 Para cualquier € y 8 que se considere, esta funcion alcanza un maximo para p=1/2. El niimero méximo de
. . , . 1

simulaciones dependera de estos valores y se puede estimar por = —
4e7(1-9)

¥ Una discusion sobre esto puede verse en Huerta (2002).

? En el pasado, el Grupo Cero apost6 por resolver problemas como estos en un proyecto curricular basado en la
resolucion de problemas. También lo hizo Engel (1975a, 1975b). Hoy se rescatan aqui.

1" “To explain to people what mathematics really means, one finds the most convincing examples in probability” (p.
583).



