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Resumen

El objetivo del trabajo es explorar como los estudiantes articulan sus conocimientos sobre los
enfoques de probabilidad (clasico y frecuencial) para dar respuesta a preguntas de probabilidad.
Se describen y analizan los razonamientos informales de 10 estudiantes de bachillerato (12° grado)
que habian estudiado un semestre de probabilidad y estadistica. Los datos se recogieron mediante
un cuestionario con tres situaciones de urnas en las que se pide estimar probabilidades y hacer
predicciones. El andlisis revela que dicha articulacion y los diferentes niveles en la calidad de las
respuestas dependen de ideas informales de aleatoriedad, independencia y variabilidad, y de la
manera en que se combinan para hacer predicciones con incertidumbre. Se concluye con una
propuesta de las proposiciones informales correspondientes a estas ideas cuyo manejo potenciaria
el razonamiento probabilistico informal de los estudiantes.

Palabras clave: Razonamiento probabilistico informal, enfoque clasico, enfoque frecuencial,
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Abstract

The purpose of the work is to explore how students articulate their knowledge of two approaches of
probability (classical and frequentist) to answer probability questions. Informal reasoning of 10
students (12th grade) who had taken a probability course of a semester is described and analyzed.
Data were collected through a questionnaire with three urn situations in which students are asked
to estimate probabilities and make predictions. The analysis reveals that such articulation and the
different levels in the quality of the answers depend on the informal ideas that the students have
about randomness, independence and variation, and how they are combined to make predictions
with uncertainty. As a conclusion, informal statements on those ideas whose domain would enhance
the informal probabilistic reasoning of students are proposed.

Keywords: Informal probabilistic reasoning, classical approach, frequentist approach, big ideas of
probability

INTRODUCCION

Los eventos y fendmenos aleatorios son sin duda mas frecuentes en la naturaleza y en la sociedad
que los fendmenos deterministas, por lo que la probabilidad es un area importante del pensamiento
matematico y cientifico con un amplio rango de aplicaciones. Gal (2005) ofrece dos razones por las
que es deseable y pertinente que los estudiantes aprendan probabilidad: una es cultural y formativa,
la probabilidad es parte del conocimiento matematico y estadistico, y es la base para aprendizajes
mas complejos; la otra razdn es practica ya que ayuda a los estudiantes a prepararse para la vida. En
la actualidad la probabilidad forma parte, en muchos paises, de los curriculos de matematicas que
van desde la enseflanza basica hasta la formacion profesional; sin embargo, en las casi tres décadas
transcurridas desde su introduccion en la instruccion basica, se ha formado la creencia social de que
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la probabilidad es dificil de ensefar y de aprender. Aunque los resultados de las investigaciones
didacticas sobre probabilidad no niegan dicha creencia, si avanzan en entenderla y explicarla.

A partir de las investigaciones, en la década de los 50, de Piaget e Inhelder (1975) sobre la génesis
de la idea de azar en el nifo, ha habido diversidad de estudios didacticos sobre el tema. Jones y
Thornton (2005) identifican en la historia de la investigacién en didactica de la probabilidad tres
periodos: 1) piagetiano, ii) post-piagetiano y iii) contemporaneo. Chernoff y Sriraman (2014)
preguntan cudles seran las caracteristicas de una proxima etapa en la investigacion del pensamiento
probabilistico y proponen llamarla periodo de asimilacién. Sin saber como serda dicho periodo,
especulan que un rasgo seria la adopcion de un enfoque unificado para la ensefianza y aprendizaje
de las interpretaciones clésica, frecuencial y subjetiva de la probabilidad. Jones, Langrall y Mooney
(2007), en su resena de la investigacion en didactica de la probabilidad, propusieron cuatro temas
adicionales a la agenda de investigacion para la didactica de la probabilidad propuesta por
Shaughnessy (1992). El primero de esos temas se refiere al estudio de las concepciones de los
estudiantes sobre los enfoques clédsico y frecuencial de probabilidad; al respecto Jones et al. (2007)
comentan: “...ha habido relativamente poca investigacion sobre el pensamiento de los estudiantes
acerca de la probabilidad experimental' y atin menos sobre el entendimiento de los estudiantes de
las conexiones entre probabilidad tedrica y la probabilidad experimental” (p. 946).

En la busqueda de resolver el problema de las dificultades que implica la ensefianza de la inferencia
estadistica y su aprendizaje, se ha propuesto explorar la posibilidad de ensefiar a razonar con las
ideas que subyacen a los procedimientos de inferencia antes de su formalizacion (Prat y Ainley,
2008). La misma argumentacion que justifica tal propuesta se puede aplicar a la probabilidad. Nos
preguntamos si es posible identificar y desarrollar sobre la base de las intuiciones y conocimientos,
razonamientos informales que incluyan las ideas principales de la probabilidad previamente o de
manera paralela al aprendizaje de los procedimientos y calculos tradicionales. En consecuencia, el
presente trabajo se ubica en una linea de investigacion que busca el desarrollo del razonamiento
probabilistico informal como una condicidn que puede favorecer un mejor desempefio de los
estudiantes en probabilidad.

Hasta el bachillerato los estudiantes tienen un nivel de razonamiento que Piaget (1950) llamo de las
operaciones formales; esto significa que son capaces de manejar sistemas de conceptos, por lo que
tienen la posibilidad de construir inferencias para articular redes de ideas basicas de probabilidad.
Una red conceptual fundamental para este nivel lo constituyen al menos la definicion clasica de
probabilidad, el enfoque frecuencial y la ley de los grandes numeros; pero estos conceptos estan
relacionados con las grandes ideas de aleatoriedad, independencia y variabilidad. La pregunta de
investigacion que se pretende responder en este trabajo es la siguiente: ;Cudles son los rasgos
importantes del razonamiento probabilistico informal en relacion con los enfoques clasico y
frecuencial de probabilidad que pueden llevar a cabo los estudiantes de bachillerato?

ANTECEDENTES

En esta seccion se hace referencia a una seleccion de estudios relacionados con las cuatro grandes
ideas propuestas por Gal (2005) en su trabajo sobre competencia probabilistica, a saber:
aleatoriedad, independencia, variabilidad y prediccién/incertidumbre. El objetivo es bosquejar un
contexto para el marco conceptual que se propone en la siguiente seccion.

Aleatoriedad. Batanero (2015) presenta un resumen de estudios importantes y discusiones sobre la
aleatoriedad en su relacion con la causalidad, la probabilidad, y los intentos de formalizacion del
concepto, asi como de las percepciones de la aleatoriedad de adultos, nifios y profesores. Siguiendo
algunas pistas ofrecidas por ella, referiremos estudios sobre aleatoriedad que aportan ideas
relacionadas con nuestro objetivo. La aleatoriedad es un concepto resbaladizo que se resiste a caber
en una definicion simple (Batanero y Serrano, 1999; Gal, 2005). Ha sido concebida como lo
opuesto a algo que tiene causas conocidas (Bennett, 1998) y su caracteristica primordial es la
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imposibilidad de prediccion; en la probabilidad clasica y en contextos de muestreo, la aleatoriedad
se entiende como equiprobabilidad (ver Batanero y Serrano, 1999, para otras interpretaciones). Para
Moore (1990) y Metz (1998), la aleatoriedad implica impredecibilidad en ensayos particulares y
estabilidad a la larga de las frecuencias de ocurrencia de los eventos.

Independencia. Steinbring (1986) llamo la atencion sobre el estatuto extraordinario de la
independencia estocéstica en la teoria de la probabilidad, analizando su desarrollo histérico y
ubicandolo en una perspectiva didéctica. Por otro lado, los psicdlogos Tversky y Kahneman (1982)
mostraron que mucha gente realiza juicios en situaciones de incertidumbre con base en la heuristica
de representatividad, ignorando en muchos de ellos la independencia de las situaciones, o no
haciendo las inferencias apropiadas de ella, aun cuando deberia ser evidente reconocerla, como en
el caso de la independencia de los resultados de lanzamientos sucesivos de una moneda. Varias
investigaciones en didactica de la probabilidad se relacionan con la representatividad y la
independencia; en particular, se han identificado los efectos de recencia positiva y recencia negativa
(la falacia del jugador) (Cox y Mouw, 1992; Fischbein y Schnarch, 1997; Fischhoff, 1982; Gal y
Baron, 1996; Shaughnessy, 1981). Por otro lado, la independencia estocastica se relaciona con el
concepto de probabilidad condicional; de este tema hay una gran cantidad de estudios didéacticos
que no constituyen antecedentes para el presente trabajo.

Variabilidad estadistica. La importancia de incluir el analisis de la variabilidad en los estudios de
didactica de la probabilidad y la estadistica fue sefialada inicialmente por Green (1993).
Shaughnessy (1997) mas tarde llama a los educadores a poner atenciéon en lo que denominan
variacion; comenta el problema de los dulces (Utilizado en las evaluaciones nacionales del progreso
de la educacion de los Estados Unidos de América): Una urna tiene 50% de dulces rojos, 30% de
dulces amarillos y 20% de dulces verdes. Se van a sacar 10 dulces al azar ;Cuéntos dulces rojos
crees que van a salir? Una respuesta frecuente es 5; la debilidad de esta respuesta, que era
considerada correcta, se pone en evidencia cuando se pide que se propongan los resultados de llevar
a cabo 5 veces el experimento y la mayoria de los estudiantes responden logicamente 5, 5, 5, 5, 5;
Shaughnessy se pregunta donde estd la “variacion”. A partir de dicho cuestionamiento se han
publicado diversos trabajos didacticos relacionados con la variabilidad aleatoria; algunas referencias
de estos estudios se pueden encontrar en Sdnchez, Borim y Coutinho (2011).

Prediccion/Incertidumbre. La mas clara e inmediata relacion entre prediccion e incertidumbre en la
teoria de la probabilidad se aprecia en la Ley de los Grandes Numeros (LGN). Aunque la version
matematica de esta ley ha sido y es un tema de cursos universitarios avanzados de probabilidad, con
la ayuda de recursos tecnoldgicos se han vislumbrado trayectorias para incluir versiones empirico-
virtuales de dicha ley en la ensefianza basica. Stohl y Tarr (2002) y Stohl, Rider y Tarr (2004)
utilizan el software Probability Explorer; en el primer caso, para observar como estudiantes de
primaria hacen inferencias sobre la probabilidad de un evento, a partir de muestras grandes de un
experimento aleatorio (generadas con la computadora); en el segundo, para promover y observar en
estudiantes de secundaria, y con ayuda de la herramienta tecnolégica, como establecen las
conexiones entre ‘probabilidad experimental’ y ‘probabilidad teérica’. Es decir, como llegan a
comprender que las frecuencias relativas tienden a la probabilidad, cuando el nimero de sorteos de
la variable aleatoria crece. Estos estudios se enfocan s6lo a ciertos aspectos de la LGN, sin explorar
el pensamiento sobre la incertidumbre.

Ireland y Watson (2009) y Konold et al. (2011) abordan el mismo problema con estudiantes de
secundaria utilizando el software TinkerPlots. Para Ireland y Watson un aspecto crucial en el
proceso es la necesidad de que los estudiantes establezcan una conexion entre las experiencias
reales y las experiencias virtuales (simuladas); es decir, el problema es que los estudiantes vean que
una simulacion es una genuina representacion de una situacion real y que los resultados vistos en
ella se transfieran a ésta. Informan que los estudiantes llegan a saber coOmo determinar la
probabilidad teorica de un proceso simulado, pero conservan serias dificultades para entender la
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LGN. Konold et al. (2011) estudian un caso en el que una estudiante (14 afios) de elevado talento no
consigue organizar en un todo coherente sus concepciones sobre ‘probabilidad estimada o empirica’
y ‘probabilidad teodrica (clasica)’, manteniéndolas como opciones independientes. Ella cree que no
puede haber un solo valor que exprese la probabilidad, pues ésta varia de ensayo a ensayo. La
probabilidad tedrica es una guia, pero no la relaciona con la convergencia de las frecuencias
relativas hacia la probabilidad. Estos estudios aportan solidos antecedentes para construir y explorar
trayectorias para los estudiantes de bachillerato en las que no se evite la incertidumbre sino que
aprendan a aceptarla y organizar los conceptos de la LGN para tratar de manera racional con ella.

MARCO CONCEPTUAL

El marco que se ha elegido para organizar los resultados del andlisis consiste de tres componentes
importantes: 1) Razonamiento probabilistico informal, ii) las grandes ideas de probabilidad y iii) los
enfoques de la probabilidad (clasico y frecuencial).

Cuando se habla de razonamiento probabilistico se puede hacer referencia a dos ideas en relacion;
por un lado, los argumentos que tienen como premisas y conclusiones enunciados de probabilidad,
es decir, que involucran conceptos matematicos de probabilidad; por el otro, los procesos de
entendimiento y construccion de tales argumentos. El razonamiento probabilistico informal es el
modo en que los estudiantes utilizan sus conocimientos y creencias para entender y argumentar la
respuesta a una pregunta, la solucién a un problema o la verdad de un enunciado probabilistico con
los que se comprometen. También es dual; por un lado, son las representaciones o formulaciones
que hacen de los razonamientos que contienen enunciados informales de probabilidad; por otro, los
procesos en que los estudiantes descubren y justifican enunciados de probabilidad con base en sus
conocimientos y sin utilizar los métodos y técnicas matematicas formales de la probabilidad.

La segunda componente esta formada por cuatro conceptos clave de la probabilidad: aleatoriedad,
independencia, variabilidad, prediccion /incertidumbre, que Gal (2005) sitia como parte de las
‘grandes ideas’ de la competencia probabilistica. La aleatoriedad se asocia con la impredecibilidad
de los resultados y con la regularidad estadistica, es decir, que sus frecuencias relativas tienden a
estabilizarse. La independencia se presenta cuando el resultado de un evento no altera las
probabilidades de otros eventos (previos, simultaneos o futuros). La variabilidad en probabilidad se
refiere a las diferencias entre las frecuencias de los eventos y los valores esperados o las frecuencias
relativas y la probabilidad de los eventos. La dualidad prediccion/incertidumbre es una relacion que
se construye en combinacioén con los conceptos anteriores y su representacion formal es la LGN.

La tercera componente se refiere a los enfoques clasico y frecuencial de probabilidad. Aunque la
aplicabilidad del enfoque clasico es muy limitada, tiene un valor didactico enorme pues permite
construir modelos de probabilidad (distribuciones) de situaciones manipulables. No obstante, dichos
modelos son estaticos y con pocas posibilidades de aplicacion si no se vinculan con el enfoque
frecuencial de probabilidad. Al hacerlo, los modelos construidos con el enfoque clasico se vuelven
instrumentos de prediccion (con incertidumbre) que revelan el potencial y sentido practico de la
probabilidad. Aunque la LGN es un teorema mas general de la probabilidad que no depende de la
definicion clésica, lo cierto es que una interpretacion o instancia de dicha ley expresa la relacion
entre el enfoque clasico y el enfoque frecuencial de probabilidad.

METODOLOGIA

El presente estudio es de tipo cualitativo y exploratorio ya que los datos son las respuestas de los
estudiantes en las que se buscan rasgos de la manera en que razonan con ideas de probabilidad. Los
participantes en el estudio fueron 10 alumnos del tercer grado de bachillerato (17-18 afios),
equivalente a 12° grado. Al momento del estudio asistian a la clase de Probabilidad y Estadistica II,
por lo que tenian los conocimientos basicos de un primer curso de probabilidad, en particular,
habian estudiado los enfoques clasico y frecuencial.
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El instrumento para la recoleccion de datos consistid de un cuestionario de tres situaciones con tres
preguntas cada una (ver Apéndice). La primera es una adaptacion de un problema de Metz (1998) y
la segunda de Canizares (1997). A continuacidon se exponen las situaciones, las respuestas
normativas y las ideas que exploran.

Situacion 1. El resultado de 1000 extracciones de una urna (una muestra) que contiene 4 bolas (entre
blancas y negras), fue de 489 bolas blancas y 511 bolas negras: a) ;Cuantas bolas blancas y cuantas
negras tiene la urna? B) Si se realiza la extraccion 1001, ;qué color de bola crees que se obtendra? C)
(Qué color de bola consideras que se obtuvo en la primera extraccion? Justifica tus respuestas.

La respuesta normativa es que el contenido de la urna es de 2 bolas blancas y 2 negras, ya que bajo
esta hipdtesis el resultado dado de las 1000 extracciones es plausible. En la pregunta 1b, se espera
que la respuesta sea se tiene la misma expectativa de bola blanca o negra. En la pregunta lc, la
respuesta es que pudo ocurrir cualquiera de los dos eventos.

El estudiante debe evaluar que la variabilidad de los resultados respecto a los valores del modelo
equiprobable (2 blancas y 2 negra) es poca y, por tanto, aceptable; el resultado seria casi imposible
con cualquier otro modelo de urna con la restriccion de contener 4 bolas. En las respuestas a las
preguntas 1b y 1c se debe considerar el modelo establecido y la independencia de las extracciones;
pero también se explora la aleatoriedad, en el sentido de que el estudiante debe inferir que no es
posible predecir con certeza lo que se obtendra en un ensayo, o decir lo que ocurrié en el primer
ensayo sin mas informacion.

Situacion 2. Se tienen dos urnas: La urna B contiene 6 bolas en total (entre blancas y negras) y la
urna C contiene 3 bolas en total. Se hicieron 1000 extracciones al azar de cada urna. En la urna B se
obtuvieron 324 bolas blancas y 676 bolas negras. En la urna C se obtuvieron 344 blancas y 656
negras. A) ;Cudl urna elegirias para hacer la extraccion 1001, de tal forma que la bola resultante sea
negra? B) ;Qué valor [numeérico] le asignarias a que ocurra el evento ‘Sacar una bola negra de la
urna B en la extraccion 1001°? ¢) ;Qué valor [numérico] le asignarias a que ocurra el evento ‘Sacar
una bola negra de la urna C en la extraccion 1001°? Justifica tus respuestas.

En esta situacion se espera que los estudiantes deduzcan los contenidos de ambas urnas: B con 2
blancas y 4 negras; C con 1 blanca y 2 negras. Una vez hecha esta hipotesis, la repuesta a la
pregunta segunda es que cualquier urna se puede elegir, no hay diferencia entre ellas. La respuesta
a la pregunta 2b es 2/3, y la respuesta a la pregunta 2c es también 2/3.

La respuesta a la pregunta segunda se basa en la identificacion de que ambas urnas son
equivalentes, asumiendo que la diferencia entre los resultados y los valores esperados es parte de la
variabilidad natural del fendmeno, ya que 9 y 11 de mil es relativamente poco. Se debe tener en
cuenta también la independencia del resultado ‘bola negra’ de lo ocurrido en ensayos anteriores.
Asimismo, es necesario considerar la aleatoriedad, es decir, que con ninguna urna se puede
asegurar obtener bola negra en la extraccion 1001. En las respuestas a las preguntas 2b y 2¢ se
deben considerar los modelos establecidos y la independencia de las extracciones.

Situacion 3. Los resultados de sacar 10 bolas de cada urna se presentan en seguida (con los
contenidos establecidos en el inciso anterior: B: 2 blancas y 4 negras; C: 1 blanca y 2 negras):

Tabla 1. Resultados de 10 extracciones hechas de las urnas B y C (b = bola blanca, n = bola negra).

Urna B n b n n n n N n b N
Urna C b n n n n b B b n B

a) (Cudl urna elegirias para hacer la onceava extraccion de tal forma que la bola resultante sea
blanca? B) ;Qué valor [numérico] le asignarias a que ocurra el evento ‘Sacar una bola blanca de
la urna B en la onceava extraccion’? c) ;Qué valor [numérico] le asignarias a que ocurra el
evento ‘Sacar una bola blanca de la urna C en la onceava extraccion’? Justifica tus respuestas.
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En esta situacion los estudiantes deben responder con base en la hipotesis establecida en la situacion
anterior: B con 2 blancas y 4 negras; C con 1 blanca y 2 negras. Por tanto, se espera que la respuesta
a la pregunta tercera sea que cualquier urna puede ser elegida; la respuesta a las preguntas 3b y 3¢
es 1/3 en ambos casos. Las preguntas se responden bajo la hipotesis de que las extracciones son
independientes y teniendo en cuenta el modelo (Urna B: 2 blancas y 4 negras; Urna C: 1 blanca y 2
negras). Sin embargo, puede surgir la cuestion de si la variabilidad de los resultados observados
(Urna B: 2 blancas y 8 negras, Urna C: 5 blancas y 5 negras) respecto al modelo es aceptable.
Teniendo en cuenta la aleatoriedad se puede deducir que una desviacion de ocurrencias de 2 o 3
resultados respecto al valor esperado es posible. El valor esperado esta entre 6 y 7 (6.67), luego los
resultados 8 y 5 no representan desviaciones mayores a 2 unidades.

La aplicacion del cuestionario se efectud dentro del horario de clases y los estudiantes tuvieron 50
minutos para responderlo. Se comunicé a los participantes que los resultados contribuirian a su
evaluacion; esto con el fin de que se comprometieran con los problemas y sus soluciones. Las
respuestas fueron transcritas, analizadas y, posteriormente, clasificadas.

En un primer momento, se comparan las respuestas de los estudiantes a una misma pregunta para
identificar grupos de respuesta con rasgos comunes y se hace una descripcion de los principales
grupos en términos de las grandes ideas de la probabilidad y/o del enfoque de probabilidad
subyacentes en las respuestas. En un segundo momento, se analizan las respuestas desde la
perspectiva de las grandes ideas de aleatoriedad, independencia y variabilidad, con el fin de
describir los diferentes niveles en la calidad de las respuestas. El resultado se resume en una tabla
semejante a las propuestas por Jones, Langrall, Thornton y Mogill (1997), pero tomando como base
las grandes ideas propuestos por Gal (2005).

RESULTADOS
Descripcion de las respuestas a los situaciones 1,2y 3

La exposicion de los resultados estd organizada de manera que se presentan descripciones
resumidas del conjunto de respuestas de cada una de las preguntas del cuestionario; tales
descripciones tienen como referencia las respuestas puntuales a cada uno de los incisos de las tres
situaciones planteadas en el cuestionario, codificadas y resumidas en la Tabla 2

Tabla 2. Respuestas de los alumnos a las preguntas

Situacion 1 Situacion 2 Situacion 3
Alumno la 1b Ic 2a 2b 2¢c 32 3b 3c
Al 3/4 N n B  677/1001 657/1001 C  3/11 6/11
A2 1/2 n/a B 677/1001 657/1001 C  2/11 6/11
A3 511/1000 n B 1 0 C 0 1
A4 3/4 n C 4/6 2/3 Cc 3/11 4/11
A5 1/2 Cualquiera n/a B 0.677 0.656 C 3/4 172
A6 1/2 n/a Cualquiera B 676/1000 4/6 Cc 2/10 5/10
A7 1/2 b/a n/a C 4/6 2/3 C 2/6  1/3
A8 511/1000 n n B 676/1000 656/1000 C  2/10 5/10
A9 1/2 n b/a C 676/1000 656/1000 C  2/10 1/2
Al0 1/2 b/a n B 4/6 2/3 C /5 12

Situacion 1. La pregunta la pide deducir la cantidad de bolas negras y bolas blancas de una urna
que tiene en total 4 bolas, sabiendo que de 1000 extracciones de una bola, con remplazo, en 489
ocasiones salieron blancas y en 511 salieron negras. En la pregunta 1b se pide predecir lo que
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podria ocurrir en una siguiente extraccion, es decir, en la extracciéon 1001; por ultimo, en la
pregunta lc se pide indicar el color de la bola que pudo haber salido en la primera extraccion.

Un grupo de seis estudiantes respondié que el contenido debia ser 2 bolas blancas y 2 negras
(hemos indicado esta respuesta con “1/2” en la Tabla 2). De éstos, AS, A6 y A7 responden a las dos
preguntas siguientes con respuestas indeterminadas (“cualquiera”) o eligiendo un color pero
aclarando que podria ser cualquiera (“n/a” = negra pero aclarando que puede ser cualquier color;
“b/a” = blanca, aclarando). En contraste, A2, A9 y A10, s6lo en una pregunta aclaran que puede ser
cualquiera, pero en la otra eligen un color determinado influidos por la proporcion en la muestra y
no con base en el modelo propuesto por ellos mismo (2b, 2n). Los cuatro alumnos restantes no
proponen un modelo de urna equiprobable; dos de ellos sugieren que la urna debe tener 3 bolas
negras y una blanca, para explicar la mayor proporcion de bolas negras en la muestra, mientras que
los otros dos no tienen en cuenta la restriccion de que la urna tiene s6lo 4 bolas y proponen una urna
que reproduce las cantidades de la muestra.

En resumen, se encuentran tres patrones de respuesta:

e Aceptan la variabilidad en la muestra como posible resultado del modelo equiprobable y la
ignoran al hacer predicciones.

e Reconocen el modelo equiprobable, pero consideran la variabilidad en la muestra como
significativa; es decir, que la proporcion de bolas negras o blancas en la muestra marca una
tendencia sobre lo que realmente ocurre.

e Deducen un modelo no-equiprobable que refleja la diferencia entre los resultados en la
muestra.

Situacion 2. En la situacion 2 se proponen dos urnas, B y C, con bolas blancas y negras, cuyo
contenido es de 6 y 3 bolas, respectivamente, pero sin indicar la proporcion de bolas de cada color.
Adicionalmente, se ofrecen los resultados de 1000 extracciones de una bola, con remplazo, de cada
una de las urnas: 324 blancas y 676 negras de la urna B; 344 blancas y 656 negras de la urna C. En
la pregunta 2a se pide elegir una urna con la intencion de obtener una bola negra en la extraccion
1001; en la pregunta 2b se pide asignar un valor numérico al evento “sale bola negra de la urna B en
la extraccion 10017, y en la pregunta 2c¢ se pide lo mismo en relacion a la urna C.

En la Tabla 2 se observa que para la pregunta 2a, siete estudiantes eligen la urna B, que contiene 6
bolas, y 3 eligen la urna C, que contiene 3 bolas; ninguno indic6é que daba lo mismo elegir cualquier
urna. Para la pregunta 2b, de los que eligen la Urna B, s6lo A10 asigna la probabilidad 4/6 al evento
“salir bola negra de la urna B en la extraccion 10017, A6 y A8 le asignan la frecuencia relativa de la
muestra de las mil extracciones dada para la urna B; para este mismo inciso Al y A2 proponen la
frecuencia relativa mas una unidad en el numerador y en el denominador (677/1001); es decir, se
ofrece la frecuencia relativa afiadiendo un resultado exitoso; mientras que A5 proporciona un valor
inesperado (0.677). De los tres alumnos que eligen la urna C, A4 y A7 proporcionan la probabilidad
4/6, mientras que A9 da la frecuencia relativa. Para la pregunta 2c, A4, A6, A7 y A10, con base en
el contenido de la urna C, asignan la probabilidad 2/3 al evento “salir bola negra de la urna C en la
extraccion 1001”; AS, A8 y A9 asignan la frecuencia relativa de la muestra de laurna C, y Al y A2
asigna la misma frecuencia relativa mas una unidad en el numerador y el denominador. En sus
respuestas, A3 asigna 1 al evento “obtener bola negra de la urna B” (Exito) y 0 al evento “obtener
bola negra de la urna C” (Fracaso).

De lo anterior se distinguen los siguientes patrones de respuesta:

e Deducen los modelos implicados, asumiendo que la diferencia entre los resultados y los
valores esperados es parte de la variabilidad natural, pero no identifican que son
equivalentes.
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e Eligen una urna y asignan la frecuencia relativa a los eventos teniendo a las muestras como
su unico referente.

e Asignan la frecuencia relativa de la muestra agregando un éxito (bola negra), el cual
atribuyen a la extraccion 1001.

e Asigna el valor 0 6 1 con base en la idea de la variable aleatoria binomial.

Situacion 3. En la situacion 3 se ofrecen muestras de 10 resultados para cada urna, indicando que de
10 extracciones de la urna B resultaron 8 negras y 2 blancas, y de 10 extracciones de la urna C, 5
negras y 5 blancas. Conviene aclarar que se mantienen los contenidos de las urnas: la B contiene 4
negras y 2 blancas, y la C contiene 2 negras y una blanca. En la pregunta 3a, se pide elegir una de
las urnas para obtener bola blanca en la onceava extraccion. En la pregunta 3b, se debe asignar un
valor numérico al evento “obtener una bola blanca en la 11% extraccion de la urna B”; mientras que
en el inciso ¢, se pide lo mismo, pero en relacion a la urna C.

Todos los estudiantes eligieron la urna C como respuesta a la pregunta 3a. En la pregunta 3b, s6lo
A7 se basd en el modelo y asignd 2/6 al evento de obtener blanca de la urna B. Para cuatro
estudiantes (A6, A8, A9, A10) la respuesta fue la frecuencia relativa (2/10 6 1/5) de la muestra de
resultados de la urna B. Al y A4 responden 3/11, que corresponde a la frecuencia relativa de la
muestra de la urna B anadiendo un éxito, mientras que A2 y A5 proporcionan valores inesperados
(2/11 y 3/4). Por su parte, A3 asigna el valor 0, que representa el valor de Fracaso en la binomial.
En la pregunta 3c, s6lo A7 respondid con base en el modelo de urna (1/3); cinco respuestas fueron
1/2 6 5/10, (A5, A6, A7, A8, A9, A10) que representan la frecuencia relativa de blancas en la
muestra C; Al y A2 dan la frecuencia relativa agregando un éxito (6/11); finalmente A4 responde
atipicamente con 4/11, mientras que A3 asigna el valor de Exito de la binomial, es decir, 1.

Los patrones que se perciben en las respuestas son:

e No logran articular los modelos con las muestras respectivas, debido a que no aceptan como
natural la variabilidad que se observa.

e Eligen una urna y asignan la frecuencia relativa a los eventos teniendo a las muestras como
su Unico referente.

e Asignan la frecuencia relativa de la muestras agregando un éxito (bola blanca), el cual
atribuyen a la onceava extraccion.

e Asigna el valor 1 6 0 con base en la idea de la variable aleatoria binomial.
Analisis de las respuestas de los estudiantes
En esta seccion se destacan las respuestas de los estudiantes de acuerdo a las categorias del marco.

Aleatoriedad. Considerar la aleatoriedad en las situaciones de probabilidad no es tan inmediato
como podria suponerse, ya que varias de sus consecuencias importantes no son intuitivas. Si se
acepta que un fendémeno es aleatorio, la consecuencia directa es que sus resultados son
impredecibles, mientras prever cierta estabilidad de las frecuencia relativas de los eventos alrededor
de un valor conforme se repite el fendomeno muchas veces (Moore, 1990) o esperar secuencias
desordenadas sin patron aparente y con rachas relativamente largas, supone un conocimiento mas
elaborado de la aleatoriedad (Batanero y Serrano, 1999).

No todos los estudiantes encuestados pudieron sacar la consecuencia directa de la aleatoriedad y
expresarla en las respuestas en las que era posible y pertinente hacerlo. Por ejemplo, en la Situacion
1, inciso b, se pregunta: “Si se realizara la extraccion 1001, ;qué color de bola crees que se
obtendra?” Una respuesta razonable es “cualquiera de los dos colores, bola blanca o bola negra”. En
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cuatro respuestas las expresiones de los alumnos ignoran la aleatoriedad, en la primera hay un cierto
matiz al usar el verbo “obtendrd” pero en los otros casos la respuesta es determinista:

AT: Obtendria bola blanca. P(B) = P(N), asi que la probabilidad no se inclina hacia la bola negra o
blanca, asi que s6lo extraje una bola blanca.

A4: Negra, ya que tienen mayor cantidad de bolas negras, segin muestra la tabla 1.

AS: Una bola negra ya que hay mayor probabilidad de que salga al tener mayor cantidad de ellas.

A9: Negra, ya que la distribucion [489 bolas blancas, 511 negras] favorece a este color.

En contraste en seis casos las respuestas utilizan expresiones que indican incertidumbre acerca de lo
que puede ocurrir:

Al: Se estimaria que salga negra, ya que su probabilidad es mayor. Negra (511/1000).

A2: Solamente existen dos posibles resultados en el experimento [cualquiera se puede presentar],
pero en este caso salieron mas negras que blancas [489 bolas blancas, 511 negras], puede salir
otra negra.

A3: Creo que saldria negra, porque en las extracciones pasadas salieron bolas negras 511 de 1000

y s6lo 489 blancas de 1000 extracciones.

AS: Puede ser de cualquier color, pero en su mayoria, la probabilidad de que salga bola negra es
mayor, ya que asi se observa en la tabla de las 1000 extracciones.

A6: [...] creo que saldria negra basandome en previos resultados.
Al0: Posiblemente la blanca, porque tienen la misma probabilidad que la negra.

Solo en una respuesta se expresa que puede ocurrir cualquier color de bola en la extraccion 1001, no
obstante, en todas se considera que los resultados de la muestra influyen en la probabilidad de la
extraccion 1001. Esta atribucion de mas probabilidad a que ocurra una de las bolas, se infiere de
observar las muestras de resultados; es decir, no se reconoce la independencia de las extracciones.

Independencia. La independencia de experiencias o sorteos implica que los resultados de una de
ellas no afectan las probabilidades de los eventos de la otra. En términos informales se dice que no
‘tienen que ver una con otra’, ‘que no se afectan’, etc., mientras que formalmente se caracterizan
por satisfacer alguna forma de la regla del producto. Una consecuencia de asumir que los sorteos de
una experiencia son independientes es ignorar la informacion de lo que ha ocurrido y mantener las
probabilidades constantes. En cambio, los efectos de recencia positiva y recencia negativa, al
observar secuencias de resultados, son sesgos frecuentes en los razonamientos de los estudiantes
que violan la independencia.

Una de las manifestaciones de la percepcion de la independencia por parte de los estudiantes se
observa en la pregunta 2b: ;Qué valor [numérico] le asignarias a que ocurra el evento ‘Sacar una
bola negra de la urna B en la extraccion 1001°?

En tres casos se asigna la probabilidad 4/6, es decir, se ignoran los resultados:

A4: 4/6, ya que la probabilidad de que salga una bola negra son 4/6, segun muestra la tabla [324
bolas blancas, 676 bolas negras]. Tomando en cuenta el valor del total de bolas extraidas
[1000], es mayor al nimero de bolas [negras] extraidas.

AT: P(N) = probabilidad de bola negra. P(B) = probabilidad de bola blanca. P(N) = 4/6.
Al0: 4/6, porque son 6 bolas con una probabilidad [cantidad] estimada de 4 bolas negras.

Mientras que seis estudiantes asignan una probabilidad que depende de lo ocurrido en la muestra;
estas respuestas olvidan el modelo de urnas que define la situacién y se centran en los resultados
observados; al hacerlo no consideran la independencia:
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Al: 677/1001 = Puesto que en la extraccion 1000 la probabilidad era de 6761000 al aumentarle
otra bola y otra extraccion esto daria como resultado 677/1001.

A2: Urna B: negras = 677/1001; blancas = 324/1001.

AS: P(A): ‘Sacar una bola negra de la urna B’. P(A) = 0.677.

A6: De que salga bola negra en la 1001 tenemos una probabilidad 676/1000.

AS: P(Bola negra) = 324/1000.

A9: 676/1000, ya que esa es la probabilidad que me indica en las primeras 1000 extracciones.

Por otro lado, hemos visto en el apartado anterior sobre aleatoriedad, que ningiin alumno asume
totalmente la independencia de la experiencia, pues todos sienten que los resultados de las muestras
ofrecen indicios que favorecen la probabilidad de negra (o blanca en un caso). Las respuestas dadas
a la pregunta 2b, dan una indicacion de que un concepto que interfiere en la consideracion de la
independencia es la interpretacion frecuencial de probabilidad. En efecto, los estudiantes responden
enfocando la situacion hacia las frecuencias y olvidando el modelo de urnas.

Variabilidad. Aceptar la variabilidad en fendémenos aleatorios implica combinar un conocimiento de
la estructura de la situacion con la aleatoriedad. Con la estructura nos referimos al modelo o la
distribucion, por ejemplo, el contenido de la urna y las probabilidades de obtener bola negra y bola
blanca. En el problema de realizar 1000 extracciones con remplazo de una urna con dos bolas
blancas y dos negras, el valor esperado del evento “obtener una bola negra” es 500, no obstante,
debido a la aleatoriedad se espera que los resultados varien alrededor de 500. ;Qué tan lejos de 500
es razonable esperar un valor? La respuesta formal a esta pregunta no es inmediata ni intuitiva y se
apoya en un teorema fundamental de la probabilidad: el teorema del limite central. Las respuestas
intuitivas de los estudiantes estan en un punto intermedio entre dos extremos; los que se centran en
la aleatoriedad (“cualquier cosa puede pasar”) y los que interpretan el modelo de manera
determinista (“van a ocurrir 500 bolas negras™).

En la pregunta 1a se explora el sentido de la variabilidad de los estudiantes, dandoles como dato un
resultado de realizar 1000 extracciones de una urna (511 negras y 489 blancas) que contiene cuatro
bolas en total, entre blancas y negras. Se les pide que propongan su posible distribucion. La
respuesta con base en una adecuada valoracion de la variabilidad es la que propone el mismo
numero de bolas blancas que de negras. Esta fue, en efecto, la respuesta de cinco estudiantes:

A2: 2 negras y 2 blancas, ya que no es mucha la diferencia de los resultados.

AS: Hay 2 bolas blancas y 2 bolas negras porque el resultado de las extracciones es casi igual, lo
que nos indica que hay el mismo niimero de bolas blancas y negras.

A6: Considero que hay igual nimero de bolas negras que de blancas, o sea 2 y 2, ya que sus
probabilidades, si bien no son las mismas, son muy cercanas.

A9: Hay 2 bolas blancas y 2 bolas negras. Su distribucion es equivalente, ya que no hay gran
diferencia entre ambas.

Al10: La distribucion de las bolas es equitativa, es decir, hay dos bolas blancas y dos negras porque
se ve en los resultados obtenidos. No hay mucha diferencia mas que de 22 extracciones, por lo
que tienen la misma probabilidad de extraccion.

Para estos estudiantes la diferencia de los resultados respecto al valor esperado es una variabilidad
natural del modelo equiprobable, es decir, la diferencia no es significativa. En cambio, cuatro
alumnos (A1, A3, A4, A8) creen que la diferencia es significativa y que el modelo debe reflejarlo:

Al: Con los resultados dados se estimaria que hay un nimero mayor de bolas negras, ya que su
probabilidad es mas alta (511/1000), mientras que de la blanca es lo contrario (4891000), =
yo diria que hay 3 bolas negras y 1 bola blanca) a notar por su probabilidad.
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A3: Considero que es no equiprobable; y que hay mas # de bolas negras que blancas, porque
salieron 511 bolas negras de 1000 y solo 489 blancas de 1000 extracciones.

A4: 1/4 = de bolas blancas, 3/4 = de bolas negras. Por cada 3 bolas negras hay 1 blanca. Esto
aumenta la posibilidad que se obtenga una bola negra.

AS: En la distribucion de bolas para un color habra mayor probabilidad de que salga la de bolas
negras. Bolas blancas = 4891000, bolas negras = 511/1000.

En la pregunta 3c se reflejan actitudes contrarias a la variabilidad; la situacion es que los estudiantes
tienen, por un lado, un modelo de urna de 2 bolas negras y 1 blanca y, por otro, un resultado de 10
extracciones de esa urna con 5 bolas negras y 5 blancas. Se les pide que asignen un valor numérico
al evento “sale bola blanca”; excepto por uno, todos los estudiantes asignan una probabilidad
basada en las frecuencias relativas (1/2, 5/10 o 6/11). El otro lo hace con base en el modelo (1/3). El
modelo se ignora probablemente porque se asume que no es posible que si la probabilidad de negra
fuera 1/3, entonces el resultado de 10 extracciones sea 5 blancas y 5 negras. Al parecer los
estudiantes creen que la variabilidad de los resultados con relacion al valor esperado es mas
reducida de lo que realmente es cuando la muestra, o el nimero de repeticiones, es pequeiia.

CONCLUSIONES

La posibilidad de hacer inferencias validas a partir de estimaciones o juicios de probabilidad
presupone la articulacion de los enfoques clasico y frecuencial de la probabilidad, a través de al
menos una version informal de la LGN. Si bien es importante asignar probabilidades a los eventos y
frecuentemente no es sencillo, sobre todo cuando implican fuerte combinatoria, también es
necesario abarcar la dimension relacionada con las grandes ideas de la probabilidad que destaca
Gal (2005): Aleatoriedad, Independencia, Variabilidad, Prediccién/Incertidumbre. En la exploracion
realizada hemos visto que las situaciones en el contexto familiar de extraccion de bolas de urnas
(que implican calculos triviales), se producen diversas respuestas en las que subyacen diferentes
niveles de aceptacion y usos de las ideas espontdneas de los estudiantes sobre aleatoriedad,
independencia y variabilidad. En la Tabla 3 se resumen las caracteristicas de las respuestas a las
preguntas del cuestionario, en relacion con las grandes ideas, organizadas de manera jerarquica en
los tres primeros niveles. En el cuarto nivel se describen las proposiciones normativas informales
correspondientes que podrian haber emergido pero en ninguna respuesta se presentaron de manera
completa; es entonces un nivel a alcanzar mediante un disefio de la instruccion.

Tabla 3. Niveles de respuesta en relacion a las grandes ideas de probabilidad.

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
Aleatoriedad Hace una prediccion ~ Hace una prediccion Reconoce que nose  No se puede predecir
(Situacién 1b) determinista determinista puede predecir el con certeza el
matizandola con resultado con resultado de un sorteo
lenguaje exactitud. pero se puede
probabilistico predecir que las
frecuencias se
estabilizan a la larga
alrededor de un
numero (la
probabilidad).
Independencia Asigna Asigna Asigna Bajo el supuesto de
(Situacion 2b) probabilidades probabilidades con probabilidades con independencia se

ignorando el modelo
y considerando las
frecuencias mas un
ensayo cuyo
resultado es el evento
que se quiere calcular

base en las frecuencia
relativas e ignora el
modelo

base en el modelo e
ignora los resultados
previos (muestra)

debe ignorar lo
ocurrido y asignar las
probabilidades con
base en el modelo.
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Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

Variabilidad Espera resultados sin Creen que las Estima que La variabilidad es

(Situaciones 1a y variabilidad y/ oen pequejﬁag dife.rencias frecpencias grande cuando 1~a
3 ) muestras pequenas son significativas en relativamente muestra es pequena,
¢ consideran las muestras grandes pequeiias no son pero es poca cuando
diferencias de las significativas cuando  la muestra es grande
frecuencias a los la muestra es grande  (Observan el tamaio

valores esperados de la muestra)

como significativas

En el nivel 1 se cree que existe la posibilidad de hacer predicciones determinadas y se busca en los
datos clave que permitan hacer la prediccion; al asignar probabilidades se ignora el modelo y se
toma la frecuencia relativa afectandola con el resultado del evento cuya probabilidad se quiere
estimar; asimismo se considera que las diferencias incluso en muestras pequefias son significativas.
En el nivel 2 se hace una cierta prediccion pero matizandola con enunciados de incertidumbre como
“puede ser que...”, “espero...pero no es seguro”, etc. que indican que se acepta la impredecibilidad,
aunque también se buscan indicios en los datos; los estudiantes utilizan el enfoque frecuencial para
asignar la probabilidad ignorando el modelo y creen que las diferencias pequefias en las muestras
grandes son significativas.

En el nivel 3 se reconoce que no se pueden hacer predicciones determinadas por la naturaleza
aleatoria de la experiencia, la asignacion de probabilidades se hace con base en el modelo ignorando
los resultados anteriores tanto en el caso de pequefias como grandes muestras y se estima que
siempre existen pequenas diferencias en las frecuencias de los eventos en las muestras grandes,
aunque s0lo de manera intuitiva, sin criterios numeéricos.

En el nivel 4 se precisan y completan los alcances del nivel 3, respecto a la aleatoriedad aparte de la
impredecibilidad se reconoce la estabilidad a la larga; la independencia es una hipdtesis que debe
ser verificada antes de ignorar la evidencia y utilizar el modelo y, finalmente, la variabilidad va de
mas a menos dependiendo del tamafio de la muestra.

En la ensefianza de la probabilidad se suelen enfatizar las definiciones formales y en los
procedimientos matematicos sin una estrategia clara para hacer que emerjan y se desarrollen las
grandes ideas; basta ver algunas revisiones de los tratamientos en los libros de texto (Ortiz,
Batanero y Serrano, 1996). No obstante, si los problemas se formulan de manera diferente a pedir
solo el calculo de probabilidades, se puede propiciar que emerjan nociones sobre las grandes ideas
para permitir su precision y desarrollo mediante simulaciones acompafiadas de interacciones y
discusiones.
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APENDICE

Situacion 1

1. Laurna A contiene en su interior 4 bolas entre blancas y negras (Figura 1).
A

| 4 bolas en total \

Figura 1

Se extrae una bola, se observa su color y se regresa a la urna. Se extrae una segunda bola, se observa su
color y se regresa a la urna. Después de 1,000 extracciones efectuadas de la urna, se han obtenido los
siguientes resultados:

Tabla 1. Resultados de 1,000 extracciones efectuadas de la urna A.

# de bolas blancas | # de bolas negras
| Urna A 489 511

a) De acuerdo con los resultados de la Tabla 1, ;como consideras que es la distribucion de bolas blancas y
negras contenidas en la urna? ;Cuantas bolas blancas hay? ;Cuantas bolas negras hay? Justifica tu
respuesta.

b) Si serealiza la extraccion 1,001, ;qué color de bola crees que se obtendria? Justifica tu respuesta.

¢) ¢Qué color de bola consideras que se obtuvo en la primera extraccion? Justifica tu respuesta.

Situacion 2.

2. Otras dos urnas tienen en su interior algunas bolas negras y algunas bolas blancas (Figura 2).

Urna B: 6 bolas entre negras y blancas B c

Urna C: 3 bolas entre negras y blancas 6 bolas en total L T — l

Figura 2

Después de 1,000 extracciones efectuadas de cada una de las urnas B y C, se han obtenido los siguientes
resultados:

Tabla 2. Resultados de 1,000 extracciones hechas de las urnas B y C.

Urna | # de bolas blancas | # de bolas negras
B 324 676
C 344 656

a) (Cudl urna elegirias para hacer la extracciéon 1,001, de tal forma que la bola resultante sea negra?
Justifica tu respuesta
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b) (Qué valor [numérico] le asignarias a que ocurra el evento ‘Sacar una bola negra de la urna B en la
extraccion 1,001°? Justifica tu respuesta.

c) (Qué valor [numeérico] le asignarias a que ocurra el evento ‘Sacar una bola negra de la urna C en la
extraccion 1,001°? Justifica tu respuesta.

Situacion 3

3. Después de 10 extracciones efectuadas de cada una de las urnas B y C (Figura 2), se han obtenido los
siguientes resultados:

Tabla 3. Resultados de 10 extracciones hechas de las urnas B y C (b = bola blanca, n = bola negra).

Urna B n b n n n n n n b n
Urna C b n n n n b b b n b

a) (Cudl urna elegirias para hacer una onceava extraccion, de tal forma que la bola resultante sea blanca?
Justifica tu respuesta.

b) (Qué valor [numérico] le asignarias a que ocurra el evento ‘Sacar una bola blanca de la urna B en la
onceava extraccion’? Justifica tu respuesta.

c) (Qué valor [numérico] le asignarias a que ocurra el evento ‘Sacar una bola blanca de la urna C en la
onceava extraccion’? Justifica tu respuesta.

I Se reproduce la terminologia de los autores, aunque conviene aclarar que la probabilidad es siempre tedrica y lo que es
experimental o empirico es la estimacion por medio de la frecuencia.



