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Resumen

El objetivo del estudio es examinar qué tipo de aprehensiones cognitivas utilizan alumnos de
Educacion Primaria cuando resuelven problemas de generalizacion lineal. 81 alumnos de 5°y 6°
curso resolvieron dos problemas de generalizacion lineal que diferian en la configuracion de la
sucesion de figuras dadas (mesas cuadradas o mesas en forma de trapecio). Los resultados indican
que la configuracion de la sucesion de figuras condiciona el tipo de aprehension utilizada por los
alumnos, en algunos casos tienen dificultades para cambiar de aprehension.
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Abstract

The aim of this study is to examine the type of cognitive apprehension that primary school students
use when solving linear generalization problems. 81 primary school students solved two linear
generalization problems which differed on the configuration of the succession of figures provided
(squared tables or trapeze-shaped tables). Results showed that the configuration of the succession
of figures provided influences the type of apprehension used by students showing, in some cases,
difficulties for changing the apprehension.

Keywords: Pattern generalization, cognitive apprehension, linear patterns, primary school
Students

INTRODUCCION

En los tltimos afios, un objetivo importante de la investigacion ha sido proporcionar informacion
sobre el desarrollo del pensamiento algebraico en los primeros niveles de ensefianza. Esta linea de
investigacion denominada “Algebra temprana”, considera que el pensamiento algebraico debe tener
un lugar en el curriculum de Educacién Primaria (Cai y Knuth, 2011; Godino, Aké, Gonzato y
Wilhelmi, 2014; Socas, 2011; Vergel, 2015) y propone organizar la ensefianza de la aritmética y del
algebra sin saltos ni rupturas tratando de que haya una continuidad entre ambas.

La generalizacion de patrones es uno de los contextos en los que es posible empezar a desarrollar
formas de pensamiento algebraico en la Educacion Primaria. Investigaciones recientes han
mostrado que los estudiantes de los primeros cursos son capaces de comprender algunos aspectos
de la generalizacion de patrones antes de ser introducidos el 4lgebra formal (Castro, Canadas y
Molina, 2010; Cooper y Warren, 2011; Radford, 2011; Rivera y Becker, 2011; Vergel, 2015). Estos
estudios muestran la importancia de centrar la atencion de los estudiantes de los primeros niveles en
comprender patrones, relaciones funcionales, y usar modelos matematicos para representar y
comprender relaciones entre cantidades.

Una propuesta en esta linea es trabajar con problemas de generalizacion de patrones lineales con
figuras (Radford, 2011), donde se pide a los alumnos describir y extender la sucesion y predecir
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términos lejanos. En este contexto el objetivo de este trabajo es identificar los tipos de
aprehensiones cognitivas que utilizan los alumnos de Educacion Primaria cuando resuelven
problemas de generalizacion lineal con configuraciones diferentes en la sucesion de figuras.

PROBLEMAS DE GENERALIZACION DE PATRONES
Zapatera y Callejo (2011) definen los problemas de identificacion de patrones lineales como:

“aquellos que describen una situacion que contiene en el enunciado un dibujo o figura que
proporciona los primeros términos f(1), f(2), f(3),... de una progresion aritmética y se pide a los
alumnos calcular f(n) para n “pequefio” y para n “grande” y obtener la regla general. El término
general viene dado por una funcién lineal o afin” (p. 600)

En estos problemas Stacey (1989) distingue dos tipos de cuestiones: las que piden la busqueda del
siguiente término u otro término al cual se pueda llegar mediante recuento, una tabla o un dibujo
(generalizacion cercana); y las cuestiones en que los procedimientos anteriores resultan laboriosos y
es necesario la identificacion de un patréon o regla general (generalizacion lejana). Se han
identificado tres tipos de estrategias de estudiantes en la resolucion de problemas de generalizacion
lineal (Stacey, 1989): 1) estrategia recursiva, donde el estudiante observa que cada término aumenta
con una diferencia constante y calcula un término apoyandose en el anterior; 2) estrategia funcional,
en la que el estudiante identifica la relacion funcional entre la posicion (término) y el nimero de
elementos que lo componen siendo capaz de hallar un término especifico —generalizacion local— o
un término cualquiera —generalizacion global—; 3) razonamiento proporcional, donde el estudiante
utiliza multiplicaciones o reglas de tres, a veces de forma erronea, para hallar un término. También
se ha identificado el uso de una representacion grafica, reproduciendo el término que se pide y
contando sus elementos (Radford, 2011; Zapatera y Callejo, 2011).

En unos casos los estudiantes responden a las cuestiones de generalizacion lejana haciendo
consideraciones de tipo numérico, por ejemplo elaborando una tabla y observando regularidades,
mientras que en otros casos responden apoyandose en las figuras. La segunda forma de proceder
implica un proceso de visualizacion denominado aprehension cognitiva.

FORMAS DE APREHENSION COGNITIVA

La accion de realizar una accidon sobre un dibujo o cualquier otro estimulo visual, produce en el
sujeto una aprehension cognitiva. Esta accion no es univoca, pues hay diferentes formas de “ver”
un dibujo o de interpretar un estimulo visual. Duval (1993) distingue cuatro formas de aprehension
cognitiva (Figura 1):

e Aprehension perceptiva. Se caracteriza por la identificacion de una configuracion, en el
plano o en el espacio, sin asociarle ninguna afirmacién matematica. En esta forma de
aprehension se pueden percibir varias sub-configuraciones. Por ejemplo la configuracion
mostrada en la Figura 1 se puede ver como cuadrados consecutivos rodeados de arcos de
circunferencia, como la decoracion de un mantel, etc.

e Aprehension secuencial. Se produce cuando hay que construir una configuracion o describir
su construccion. En este caso las diferentes sub-configuraciones emergen en un orden que
estdn en relacion con las propiedades matemadticas. Por ejemplo en la Figura 1 la
aprehension secuencial puede emerger de reconocer que la construccion (mental o fisica) del
término siguiente requiere introducir un cuadrado y dos arcos.

e Aprehension discursiva. Se produce una asociacion de las configuraciones con afirmaciones
matematicas (definiciones, propiedades...) que determinan el objeto representado. Por
ejemplo a la configuracion De la Figura 1 se le puede asociar la expresion “4 cuadrados
estan rodeados de 2 x 4 arcos arriba y abajo, mas 2 arcos en los extremos, en total 10 arcos.”
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e Aprehension operativa. Se caracteriza por la realizacion de alguna modificacion en la
configuracion inicial, afadiendo o suprimiendo elementos o reorganizandolos. Por ejemplo
podemos modificar la configuracion inicial de la Figura 1, separando un cuadrado del
extremo izquierdo y los arcos que lo rodean, y afiadiéndole un arco del extremo derecho.
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Figura 1. Ejemplos de aprehensiones. Adaptado de Samson y Schéfer (2011, p. 39)

En el contexto de los problemas de generalizacion lineal, cuando el resolutor se apoya en las figuras
para responder a las cuestiones, podemos asociar las estrategias antes expuestas a distintas formas
de aprehension cognitiva:

e El uso de una representacion grafica se apoya en una aprehension perceptiva, pues el
resolutor se limita a identificar la configuracion presentada y a reproducir la que se pide, sin
asociarle explicitamente afirmacion matematica alguna.

e La estrategia recursiva se apoya en la aprehension secuencial, pues el resolutor identifica un
orden en la sucesion de figuras y el patron de crecimiento; se apoya en un término para
construir el siguiente.

e La estrategia funcional se apoya en aprehension discursiva o en la operativa, pues el
resolutor asocia las configuraciones a expresiones matematicas para identificar el nimero de
elementos de términos especificos o del término general. Si descompone la figura en partes
se apoya en una aprehension discursiva, y si la transforma en una aprehension operativa.

En general, los estudiantes que utilizan la estrategia proporcional no suelen apoyarse en la figura,
sino que identifican una regularidad, la relacion de proporcionalidad, que no siempre es correcta.

Tomando estudios previos y la importancia de analizar caracteristicas del pensamiento algebraico
de los alumnos de Educacion Primaria en problemas de generalizacion lineal, nos preguntamos:
(Qué tipo de aprehensiones utilizan los alumnos de Educacion Primaria cuando resuelven
problemas de generalizacion lineal con configuraciones diferentes en la sucesion de figuras?

METODOS

Participaron 81 alumnos de educacion primaria (35 de quinto curso y 46 de sexto), quienes no
habian recibido formacion explicita sobre resolucion de problemas de generalizacion lineal.

Para la recogida de datos, disenamos un cuestionario con dos problemas de generalizacion lineal.
En el primero se presenta una sucesion de figuras formadas por mesas cuadradas alineadas
(Carraher, Martinez y Schliemann, 2008); el segundo es una variante del primero con una sucesion
de figuras formadas por mesas en forma de trapecio (Figura 2). En ambos casos se muestran los tres
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primeros términos de una sucesion de forma grafica y se plantean cinco cuestiones: las cuestiones 1
y 2 corresponden a la generalizacion cercana, la 3 a la generalizacion lejana, la 4 a la inversion y la
5 alaregla general.

Problema 1. Mesas cuadradas Problema 2. Mesas en forma de trapecio

Actividad 1: En un restaurante solo podemos colocar las mesas en una fila Actividad 2; Observa las siguientes figuras que representan mesas y sillas.

alargada. Averigua el nimero maximo de personas que se pueden sentar en Como puedes ver, alrededor de una mesa hemos colocado 5 sillas, alrededor
relacion al nimero de mesas que pongamos. de 2 mesas hemos colocado 8 sillas y alrededor de 3 mesas hemos colocado
N\ N\ N\ N N M\ 11 sillas
(/ NN LLN LR
\J N\ NS\
1 mesa 2 mesas 3 mesas ONS NS NN N N N
4 sillas 6 sillas 8 silas.

1 mesa 2 mesas 3 mesas
5 sillas 8 sifias 11 sillas

-

. ¢Podrias dibujar 4 mesas y sus correspondientes sillas?

-

. ¢Podrias dibujar 4 mesas y sus correspondientes sillas?

N

. ¢ Cuantas sillas podemos colocar de esta forma alrededor de 5 mesas? &Y
alrededor de 6 mesas?

. En una fiesta se han colocado 18 mesas y sus correspondientes sillas.

N

. ¢Cuantas sillas podemos colocar de esta forma alrededor de § mesas? ;Y
alrededor de 6 mesas?

w
w

. En una fiesta se han colocado 22 mesas y sus correspondientes sillas.
¢Cuantos invitados pueden sentarse? Explica como has encontrado el

resultado.

¢Cuantos invitados pueden sentarse? Explica como has encontrado el

resultado.

4.Si en un cumpleafios se ha invitado a 42 nifios, ¢cuantas mesas 4. Si en un cumpleafios se ha invitado a 56 nifios, jcuantas mesas

necesitaremos juntar en fila? Explica como has encontrado el resultado. necesitaremos juntar en fila? Explica cémo has encontrado el resultado.
. Explica con tus palabras una regla que relacione el nimero de mesas y el

ndmero de sillas. numero de sillas.

o

. Explica con tus palabras una regla que relacione el nimero de mesas y el

o

Figura 2. Problemas propuestos

Para responder las cuestiones 2 a 5 de estas tareas se puede centrar la atencion en el patrén de
crecimiento cuantitativo (por cada mesa que se afade el nimero de sillas aumenta en 2 o en 3)
estableciendo asi una relacion recursiva (aprehension secuencial), o apoyarse en la aprehension
discursiva u operativa de las figuras, para expresar una relacion funcional que relaciona el numero
de mesas con el de sillas. En este ultimo caso se pueden percibir diferentes sub-configuraciones en
la disposicion de las sillas, como los ejemplos que se muestran en la Figura 3 para el problema 1.

a) b) c)

Figura 3. Sub-configuraciones posibles en el problema 1 como apoyo a una aprehension discursiva

Esto conduce a una asociacion de las sub-configuraciones con afirmaciones matematicas o
aprehension discursiva, del siguiente modo: (a) “en la fila de arriba hay tantas sillas como mesas, en
la fila de abajo hay tantas sillas como mesas y hay 2 sillas en los extremos”, (n+n+2); (b) “cada
mesa tiene una silla arriba y abajo y hay 2 en los extremos” (2n+2); (c) “cada mesa tiene 2 sillas,
menos las dos de los extremos que tienen 3 sillas™ (2(n-2) + 2x3).

En el problema 2 si el nimero de mesas es par hay el mismo niimero de sillas en la fila de arriba
que en la de abajo, pero si el nimero de mesas es impar hay una silla mas en una de las filas.
Ademas la relacion entre el nimero de mesas y de sillas en cada caso no es tan facil de establecer
como en el problema 1. Por ello las sub-configuraciones que conducen mas directamente a una
aprehension discursiva no se apoyan en las filas de arriba y de abajo, sino el numero de sillas que
rodean cada mesa (ejemplos de la Figura 4).
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a) - b)

Figura 4. Sub-configuraciones posibles en el Problema 2 propias de la aprehension discursiva

En el primer caso (a) “cada mesa tiene 3 sillas arriba o abajo y hay 2 en los extremos” (3n+2); en el
segundo (b) “cada mesa tiene 3 sillas, menos las de los extremos que tienen 4 sillas” (3(n-2) + 2x4).

El objetivo de introducir configuraciones distintas en la sucesion de figuras (cuadrado y trapecio)
era ver el modo de proceder de los alumnos cuando la sub-configuracion utilizada como apoyo de la
aprehension discursiva en el problema 1 (filas de arriba, filas de abajo y extremos) no era util en el
problema 2.

En esta comunicacion se presentan resultados del analisis de la cuestion de generalizacion lejana
(cuestion 3). El analisis se realizd en dos fases: en la primera se identificaron los niveles de éxito de
los estudiantes en dicha cuestion en los dos problemas y en la segunda identificamos las estrategias
utilizadas por los estudiantes para la resolucion de cada uno de los problemas en relacion a las
aprehensiones cognitivas (perceptiva, secuencial, discursiva y operativa).

RESULTADOS

Los niveles de éxito en la cuestion de generalizacion lejana en el problema 1 han sido mayores que
en el problema 2 tanto en 5° (51.43% y 31.43%, respectivamente) como en 6° curso (73.91% y
43.48%, respectivamente).

Identificamos cinco grupos de estrategias: el uso de una representacion grafica, la estrategia
recursiva, la funcional, la proporcional y otras. La representacion grafica (aprehension perceptiva)
ha sido menos utilizada en el problema 2 que en el problema 1 tanto en 5° como en 6° curso (Tabla
1). La estrategia recursiva (aprehension secuencial) la han utilizado solo unos pocos estudiantes de
6° curso. Respecto a la estrategia funcional (aprehension operativa — discursiva) su uso se
incrementa en 6° curso y en el problema 2. Por ultimo la estrategia proporcional, incorrecta en todos
los casos, se ha utilizado mas en el problema 2 que en el 1 y mas en 5° que en 6° curso. Estos datos
indican que algunos estudiantes han cambiado de estrategia en funcion del problema lo que muestra
que estos estudiantes han sido flexibles en el uso de estrategias.

Tabla 1. Estrategias y aprehensiones utilizadas en la generalizacion lejana

Aprehensiones/ Estrategias  5° Problema 1  5° Problema 2  6° Problemal  6° Problema 2

en generalizacion lejana (N=35) (N=35) (N=46) (N=46)
Perceptiva/ l?epresentaclon 45.71% 28.57% 45.65% 26.09%
grafica

Secuencial /Recursiva 0,00% 0,00% 2,17% 4,35%

. Operativa- 28,57% 31,43% 34,78% 43,48%
Discursiva/Funcional

Proporcional 14,29% 22,86% 13,04% 17,38%

Otras 11,43% 17,14% 4,36% 8,70%

Estudiantes, tanto de 5° como de 6° curso, que se apoyaron en una aprehension perceptiva en el
problema 1 cambiaron de estrategia para responder a la misma cuestion en el problema 2 (Tabla 1),
ante la dificultad que suponia para ellos utilizarla en este ultimo problema. Esta dificultad se
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observa en la Figura 5 que muestra la respuesta de un estudiante de 5° curso que empled la

representacion grafica sin éxito en el problema 2.
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Figura 5. Alumno de 5° que continu6 apoyandose en una aprehension perceptiva en el problema 2 sin éxito

Hubo estudiantes que en el problema 1 se apoyaron en una aprehension perceptiva y en el problema
2 en una aprehension discursiva (Figura 6), (Tabla 1) o en una aprehension secuencial (Figura 7).
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Figura 6. Estudiante de 5° curso que cambid de apoyarse en una aprehension perceptiva (problema 1) a una
discursiva (problema 2)
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Figura 7. Alumno de 6° que pasé de apoyarse en una aprehension perceptiva a una secuencial

Sin embargo, otros cambiaron de apoyarse en una aprehension perceptiva a identificar una relacion
de proporcionalidad, o a otras estrategias sin sentido en el problema 2. Asi la Figura 8§ muestra un
estudiante de 5° curso que cambid de una representacion grafica a una estrategia proporcional.
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Figura 8. Alumno de 5° que pasé de apoyarse en una aprehension perceptiva a una estrategia proporcional
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Estos datos evidencian que algunos estudiantes han cambiado de aprehension para responder al
mismo tipo de cuestion en una situacion diferente, pasando de apoyarse en una aprehension
perceptual a una aprehension discursiva. Pero los resultados muestran también que no siempre
eligieron la estrategia correcta, por ejemplo los que cambiaron a una estrategia proporcional.

Por ultimo, la mayoria de los estudiantes que habian utilizado una estrategia funcional en el
problema 1 apoyada en algunas de las sub-configuraciones de la aprehension discursiva u operativa,
continuaron usando esta estrategia y el mismo tipo de subconfiguracion en el problema, 2. Sin
embargo, los que en el primer problema se apoyaron en la subconfiguracion “fila de arriba, fila de
abajo y 2 sillas de los extremos” (Figura 3.a) tuvieron dificultad para adaptarla en el problema 2.

Los estudiantes que utilizaron una estrategia funcional apoyada en la subconfiguracion: “cada mesa
tiene una silla arriba y abajo y hay 2 en los extremos”, se apoyaron en la misma subconfiguracion
en el problema 2, como el estudiante de la Figura 9.
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Figura 9. Alumno de 5° que adaptd la sub-configuracion de la aprehension discursiva en el problema 1 “cada
mesa tiene una silla arriba y abajo y hay 2 en los extremos” al problema 2

Los estudiantes que utilizaron una estrategia funcional basada en la sub-configuracion: “cada mesa
tiene 2 sillas, menos las dos de los extremos que tienen 3 sillas” también se apoyaron en la misma
sub-configuracion en el problema 2, como el estudiante de la Figura 10.
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Figura 10. Alumno de 6° que adapto la sub-configuracion de la aprehension discursiva utilizada en el
problema 1 “cada mesa tiene 2 sillas, menos las dos de los extremos que tienen 3 sillas” al problema 2
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Los estudiantes que utilizaron una estrategia funcional basada en considerar “todas las mesas menos
1 con 2 sillas y una mesa de 4 sillas” (aprehension operativa), también se apoyaron en esta
subconfiguracion problema 2, como el estudiante de la Figura 11.
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Figura 11. Alumno de 6° que adapto la aprehension discursiva utilizada en el problema 1 apoyada en la
subconfiguracion “una mesa menos con 2 sillas y una mesa de 4 sillas” al problema 2

Algunos estudiantes que en el problema 1 se apoyaron en la sub-configuracion “fila de arriba, fila
de abajo y 2 sillas de los extremos” no tuvieron éxito en el problema 2, como el ejemplo del
estudiante de la Figura 12.
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Figura 12. Alumno de 6° con dificultades en adaptar la sub-configuracion de la aprehension discursiva

Pero algunos estudiantes que utilizaron esta ultima subconfiguracion en el problema 1 fueron
capaces de adaptarla al problema 2 (Figura 13).
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Respuesta Problema 1 Respuesta Problema 2

Figura 13. Alumno de 6° que adapto la sub-configuracion “fila de arriba, fila de abajo y sillas en los
extremos” al problema 2

Los alumnos tienden a apoyarse en las sub-configuraciones utilizadas en la resolucion del problema
1 para resolver el 2. Algunas se aplicaban facilmente en ambos problemas (configuraciones b y ¢
del problema 1 -Figura 3- que se corresponden con la a y b del problema 2 -Figura 4) y otras no
(configuracion a del problema 1); en este ultimo caso hubo quienes modificaron la idea de sumar
las sillas de las filas de arriba y de abajo para emplearla en el problema 2 (Figura 13).
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DISCUSION Y CONCLUSIONES

Nuestra pregunta de investigacion es: ;Qué tipo de aprehensiones utilizan los alumnos de
Educacion Primaria cuando resuelven problemas de generalizacion lineal con configuraciones
diferentes en la sucesion de figuras? Los resultados muestran que la configuracion de la sucesion de
figuras ha condicionado el tipo de aprehension utilizado por los alumnos. En el problema 1 usaron
preferentemente la aprehension perceptual, ya que la estrategia mas comun fue la representacion
grafica, y en el problema 2 la aprehension discursiva o la operativa, ya que la estrategia mas
empleada fue la funcional. Esto pudo deberse a que era mas facil hacer un dibujo con mesas
cuadradas que con mesas en forma de trapecio, donde la orientacion de las mesas se alterna al
formar las filas. Para salvar esta dificultad algunos alumnos cambiaron a una aprehension discursiva
0 a una operativa, y otros a una aprehension secuencial. Cuando cambiaron a una aprehension
discursiva u operativa se apoyaron en sub-configuraciones de un término especifico de la sucesion,
descomponiéndolo en partes o transformandolo. Cuando cambiaron a una aprehension secuencial se
apoyaron en cémo se construia el término siguiente de la sucesion. En estos casos los alumnos se
han mostrado flexibles para cambiar de una aprehension perceptual a otro tipo de aprehension. En
otros casos, al cambiar las configuraciones de las figuras de mesas cuadradas a mesas en forma de
trapecio, adaptaron la sub-configuracioén en que se apoyaron en la aprehension discursiva.

Sin embargo no todos los estudiantes tuvieron éxito en un cambio de aprehension, es decir hubo
estudiantes que no supieron apoyarse en un tipo de aprehension que les condujera a una estrategia
adecuada, como aquellos que utilizaron la estrategia proporcional.

Por ultimo destacamos la importancia de que los profesores lleguen a conocer esta informacion
como parte del conocimiento necesario para ensefar, concretamente para identificar los obstaculos
de los estudiantes en el proceso de generalizacion y el papel que desempeiia la flexibilidad para
favorecer los cambios de aprehension cognitiva.
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