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Resumen

El andlisis de los procesos de transposicion diddctica es un importante dominio de investigacion en
didactica de las matematicas. En este articulo planteamos la necesidad del investigador de
elaborar sus propios modelos epistemologicos de referencia cuando aborda el andlisis de procesos
transpositivos. En particular, nos centramos en la ensefianza y el aprendizaje del “numero” en la
Educacion Infantil. Proponemos un modelo epistemologico alternativo del numero en dicha
institucion, que utilizamos para el analisis de manuales escolares, identificando algunos problemas
y fenomenos diddcticos.
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Abstract

The analysis of the didactic transposition processes is an important research domain in the
didactics of mathematics. In this paper we reflect on the researcher’s need of creating their own
epistemological reference models when tackling didactic transposition analyses. Specifically, we
focus on the teaching and learning of “numbers” in Early Childhood Education. Within it, we
propose an alternative epistemological model, which it is applied to analyse school textbooks,
resulting in the identification of some didactic problems and phenomena.

Keywords: Didactic transposition, epistemological reference model, number and numbering, Early
Childhood Education

INTRODUCCION

La Teoria de la Transposicion Didactica puso en evidencia la necesaria transformacion y adaptacion
de los saberes en su transito entre diferentes instituciones, y supuso una vision diferente de la
Didactica de las Matematicas, dando lugar a un nuevo paradigma de investigacion y a la
emergencia y desarrollo de nuevos marcos tedricos (Bosch y Gascon, 2007).

Sin embargo, el andlisis de los procesos transpositivos no ha estado siempre acompanado de la
necesaria coherencia con el marco tedrico de referencia ni del rigor metodolégico necesario. Es por
ello que consideramos necesario revisar las ultimas aportaciones en el marco de la Teoria
Antropologica de lo Didéctico (Chevallard, 1999) con el fin de clarificar el papel crucial que deben
desempeniar los modelos epistemologicos de referencia en todo analisis de procesos transpositivos.

Para ejemplificar nuestra propuesta, y como parte de nuestra investigacion, nos centraremos en el
aprendizaje y la ensefianza de los primeros conocimientos numéricos en la institucion Educacion
Infantil. Se trata de un dominio interesante para analizar procesos transpositivos, ya que la aparente
simplicidad de dichos conocimientos, parece hacer innecesario su cuestionamiento mas profundo.

Garcia, F. J. y Sierra, T. A. (2015). Modelos epistemoldgicos de referencia en el anélisis de la actividad matematica en
libros de texto: El caso del niimero en la escuela infantil. En C. Ferndndez, M. Molina y N. Planas (eds.), Investigacion
en Educacion Matematica XIX (pp. 299-307). Alicante: SEIEM.
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LOS MODELOS EPISTEMOLOGICOS DE REFERENCIA EN LA INVESTIGACION EN
DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

La consideracion de los procesos transpositivos supuso una importante ampliacion del campo de
estudio de la Didactica, haciendo posible la formulacion de fendémenos didacticos que tienen un
componente epistemologico y/o institucional esencial (Bosch y Gascon, 2007).

La transposicion didactica puso en evidencia la necesidad de llevar ahondar en lo epistemologico,
como base para entender los factores que posibilitan, condicionan, e incluso a veces impiden, la
construccion de ciertos saberes en una institucion determinada, asi como las formas que se
proponen para la construccion de dichos saberes (saber a enseniar), y las construcciones efectivas
que se llevan a cabo (saber enseriado y saber aprendido).

Todo andlisis de un proceso de transposicion didactica implica un cuestionamiento serio y profundo
de la epistemologia de los saberes puestos en juego.

La emancipacion epistemoldgica constituye un aspecto particular, un primer paso esencial, de la
emancipacion institucional que podria definirse, en general, como la liberacion de la sujecion a la
ideologia dominante en las instituciones que forman parte de su objeto de estudio, esto es, la
emancipacion no sélo del provincianismo epistemoldgico, sino también de todo provincianismo
didactico, pedagogico y cultural (Gascon, 2014, p. 100).

Este punto de vista externo a las instituciones escolares objeto de analisis, que el didactica debe de
construir como parte de su investigacion, es el que denominamos modelo epistemologico de
referencia (MER), entendido como modelo tedrico basico para el investigador a la hora de analizar
la transicion y evolucion de los saberes entre diferentes instituciones (Figura 1).
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Figura 1. Papel de los modelos epistemologicos de referencia en los procesos transpositivos (Bosch y
Gascoén, 2007, p. 394)

Modelos epistemoldgicos de referencia

Investiaacion en Didactica de las Matematicas

Los MER desempefian una funcion fenomenotécnica en la ciencia didactica, permitiendo: (1) fijar
la amplitud del &mbito matematico en torno al que se formulara el problema de investigacion, (2)
identificar fenémenos didacticos que hasta el momento habian permanecido mas o menos
invisibles, y (3) elaborar explicaciones tentativas y tipos de soluciones (tedricas o practicas) que se
consideren apropiadas (Gascon, 2014).

Los MER no s6lo surgen como propuestas alternativas a los modelos epistemoldgicos dominantes
de cierto ambito del saber ensefiado en una institucion determinada, sino que también ayudan a
construir modelos didécticos alternativos, en la medida en que los modelos epistemologicos
dominantes no so6lo determinan como se interpreta el conocimiento matematico, sino también en
gran medida como se organiza su estudio en la institucion considerada (Gascon, 2014).

Todo MER tiene un caracter relativo y provisional (Chevallard y Bosch, 2014). Estos deben ser
considerados como hipotesis a contrastar empiricamente, en la medida en que cumplan con su
funcion fenomenotécnica, debiendo ser revisados, e incluso modificados si es necesario.
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PROPUESTA DE UN MODELO EPISTEMOLOGICO DE REFERENCIA DEL NUMERO
EN LA EDUCACION INFANTIL

En la matematica sabia, la nocion de nimero natural como cardinal, no fue formalizada hasta el
siglo XIX (Deiser, 2010). La construccion praxeologica del mimero natural propuesta por Cantor,
Frege y Russell se fundamenta teéricamente en la teoria de conjuntos. A partir de ella, se define el
numero como la propiedad comun a los conjuntos finitos que son coordinables entre si.

Este modelo epistemoldgico ha actuado como referencia tanto para la organizacion del estudio del
numero natural en la Educacion Infantil (Ruiz-Higueras, 2005), como para su estudio en la
formacion del profesorado.

Desde esta perspectiva, el nimero es ese “algo”, esa “propiedad respecto a la cantidad”, que
comparten los conjuntos finitos. El conteo es la técnica privilegiada para acceder a dicha propiedad,
que se representa por escrito mediante simbolos como, por ejemplo, los numerales indoarabigos y
se comunica oralmente a través de un conjunto cultural de palabras-nimero.

Sin embargo, otros autores hablan de “medida” al referirse a los nimeros naturales en la institucion
escolar. Es el caso, por ejemplo, de Ruiz-Higueras (2005) quien considera que una de las funciones
esenciales del numero y de la numeracion es la de “medida de una coleccion”. Margolinas y
Wozniak (2012) se refieren al nimero como magnitud, y lo conectan con la nocion de medida:

Le premier chapitre est consacré au nombre comme représentant de la quantité abordée comme une
grandeur. Il introduit le dénombrement comme processus qui associe a la quantité sa mesure c¢’est-a-
dire le « nombre cardinal » (Margolinas y Wozniak, 2012, p. 10).

Chamorro y Belmonte (1988), en su libro sobre la magnitudes y su medida, se centran en la
construccion de las magnitudes continuas. No obstante, incluyen un apartado al final que titulan “el
namero natural como magnitud”, especificando que:

El lector se habra percatado sin duda de la similitud, lo que a nivel intuitivo justifica el poder hablar
de los nimeros naturales como magnitud. El nimero natural es la respuesta a la pregunta ;cuantos?,
que uno se hace ante una coleccion finita. Contar (...) es en realidad medir esa coleccion, es decir,
encontrar lo que llamamos su cardinal (Chamorro y Belmonte, 1988, p. 121).

Se abre asi una via de entrada a lo que consideramos un posible MER alternativo del niimero
natural, en el que el componente tedrico no esté determinado por la teoria de conjuntos, sino por la
teoria de las magnitudes y su medida, y que en principio formulamos como una hipdtesis de
partida. Para ello, esbozaremos primero un posible MER para las magnitudes y su medida, que
usaremos para construir nuestra propuesta alternativa.

Dentro del modelo epistemologico general propuesto por la TAD, las matematicas se interpretan
como una actividad humana en torno a campos de problemas, modelizada mediante la nocién de
praxeologia (Chevallard, 1999). Los MER se describen como procesos de construccion de
praxeologias de complejidad creciente, que parten de cuestiones problematicas con suficiente poder
generador (Sierra, 2006).

Un modelo epistemologico de referencia para las magnitudes y su medida

En el caso de las magnitudes lineales, Brousseau (2002) considera que es en el mundo de los
objetos donde comienza su construccion. En éste se establece un protocolo experimental para su
comparacion, combinacion, recorte y transformacion, que permite definir, por un lado, una
aplicacion m entre el conjunto de objetos y un conjunto de ntimeros, por otro lado, una aplicacion g
entre el conjunto de objetos y un nuevo conjunto, que son las cantidades de magnitud, y una
biyeccion u entre el conjunto de estas cantidades de magnitud y el conjunto numérico, de manera
que m=uog. La aplicacion g no depende mas que del protocolo experimental, mientras que las
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aplicaciones m y u dependen del objeto elegido como patrén, que es tomado como unidad de
medida (Figura 2).

Figura 2. Esquema para la construccion de una magnitud (Brousseau, 2002, p. 335)

En el marco de la TAD, esta idea fue reformulada dado lugar a la construccion de un modelo
epistemoldgico de referencia (Sierra, 2006) para la construccion de las magnitudes y su medida en
un proceso de ampliacion praxeoldgica. Se trata de un proceso amplio que aqui s6lo podemos
esbozar. El MER de las magnitudes surge de tareas de comparacion de objetos concretos respecto
de una determinada cualidad, mediante técnicas basadas en su manipulacion efectiva. Se empieza
asi a construir la nocion de cantidad de magnitud, en la medida en que los objetos pueden coincidir
respecto de una determinada cualidad, dando lugar a una organizacion matematica inicial. Las
limitaciones de estas técnicas dan lugar a una doble ampliacion praxeoldgica (organizacion
matematica intermedia y final), que a través de la introduccion de un conjunto finito de cantidades
de magnitud que actien como una “sistema de generadores”, desembocaba en la construccion de la
aplicacion medida tomando como unidad cualquier cantidad de magnitud.

Un modelo epistemologico de referencia para la nimero natural y la numeracion

Como en el sub-apartado anterior, y por limitaciones de espacio, s6lo podremos describir los rasgos
mas importantes de nuestra propuesta.

Un primer paso en la construccion del numero como medida de magnitudes discretas estd en
determinar la naturaleza de los “objetos soporte” de dichas magnitudes. En este caso, este conjunto
estara formado por conjuntos finitos, que sirven de soporte a la cualidad de la cantidad o de la
numerosidad). En lo que sigue, usaremos la notacion C; para referirnos a cualquier conjunto finito
genérico, esto es, sin importar la naturaleza de sus elementos.

La praxeologia u organizaciéon matematica de partida (que denotaremos por OM) estara constituida
por los “objetos soporte” de la magnitud y por una actividad matematica caracterizada por la accion
concreta sobre los mismos.

De acuerdo con el MER para las magnitudes, la génesis de la praxeologia u organizacion
matematica inicial (OM,) se sitlia en tareas de comparacion directa de objetos soporte, respecto a la
cualidad que define la magnitud. Sera este el primer tipo de tareas:

m, : dados dos conjuntos discretos C; y C, , determinar cudl de ellos es menor, mayor, o si
son iguales, atendiendo a la cualidad cantidad.

Esta tarea, en principio sencilla, puede llegar a ser muy compleja, segin las caracteristicas fisicas de
las colecciones involucradas, su ubicacion espacial, la posibilidad de acceder a ellas y manipularlas,
etc. Si ademas estamos pensando en un MER que permita describir la actividad matematica en la
Educacion Infantil, parece coherente limitar el tipo de tareas introduciendo ciertas limitaciones, en
la linea de los trabajos seminales elaborados en el marco de la Teoria de Situaciones Didacticas
(TSD) (véase Sierra y Rodriguez, 2012) .Asumimos como primera condicién que los conjuntos C;

y C, estan espacialmente cercanos, visibles simultdneamente, y que son manipulables, o accesibles
mediante gestos.
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La técnica inicial 7; que permite resolver con éxito este tipo de problemas, ligada al caracter
concreto y cercano de los conjuntos, consiste en establecer una biyeccion, bien sefialando
simultdneamente los elementos de ambos conjuntos, bien desplazandolos formando parejas. Otras
técnicas de éxito (Ruiz-Higueras, 2005) serian: 7, , el establecimiento biyecciones por subconjuntos
(de pares, de tripletas) o 75 , por estimacion visual, si bien esta tltima es poco fiable.

Bajo estas mismas condiciones, estas técnicas también permiten resolver con éxito un segundo tipo
de tareas:

m, : Dado un conjunto discreto C; , construir otro conjunto C, que coincida con C;

respecto a la cualidad cantidad, estando C; presente y siendo manipulable, o al menos
accesible mediante gestos.

En la construccion del namero en la Escuela Infantil, la técnica de la biyeccion (z; ) jugara un papel
fundamental, ya que permite la entrada a la magnitud discreta, contribuyendo a tomar conciencia de
las diferentes cantidades de magnitud. En esta organizacion matemadtica inicial, la aplicacion
medida no estd ain construida. Las condiciones impuestas sobre los tipos de tareas no la hacen
necesaria. Serd precisamente a través de la modificacion de estas condiciones que las técnicas
anteriores se iran mostrando ineficaces, provocando asi una ampliacion praxeolodgica sucesiva.

En efecto, consideremos una variante de los problemas anteriores, formulados en los mismos
términos, pero suponiendo ahora que los conjuntos involucrados estan alejados y no son visibles ni
accesibles simultaneamente. Los notaremos por 7y y 5.

Ahora la técnica 7, de la biyeccion, tal cual, fracasa. Necesita ser adaptada, mediante la
consideracion de una coleccion intermedia y la aplicacion de la propiedad de transitividad.

Llamaremos 7, a esta versidon evolucionada de la técnica anterior, que admite diferentes
realizaciones concretas:

e T;: construccion de una coleccion intermedia de “objetos”, (dedos de la mano, fichas...).

e 7Z: construccion de una coleccion intermedia de simbolos (analégicos o iconicos).

e 73: construccion de una coleccion intermedia de palabras (por ejemplo, los nombres de
los nifios, si tienen que coger un vaso y s6lo uno para cada nifio de su mesa).

e T;: uso de la seric numérica.

Cuando el nifio usa las técnicas 7., es la primera vez que empieza a representar la cualidad cantidad
del conjunto soporte a través de simbolos o de palabras. Es en este momento cuando empieza a
emerger una numeracién. En particular, la técnica T3 supone la primera codificacion por escrito de
la cualidad cantidad de un conjunto (numeraciones iconico-analogicas e iconico-simbolicas).

Se configura asi una organizacion matemdtica intermedia OM,. En ella, cualquier recitado de
palabras, incluso de la serie numérica en orden no estable, permite resolver con éxito las tareas,
siempre que el recitado sea el mismo. Sin embargo, cuando el tamafio de las colecciones aumenta,
el control de recitado de palabras arbitrarias se hace mas costoso, dando lugar a numerosos errores.

El uso de la serie numérica verbal hace que la técnica 77 sea muy fiable. No entraremos aqui a
discutir como los nifios aprenden y dominan el recitado de la serie numérica, ya que éste es un
ambito que ha sido ampliamente estudiado (véase, por ejemplo, Clements y Sarama, 2007).

La evolucion de OM, surgird, de nuevo, ante una ampliacion del campo de problemas, que dé lugar
a un necesaria modificacion de las técnicas. De acuerdo con los trabajos citados en el marco de la
TSD, optamos por introducir la comunicacion como germen de esta evolucion:
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m; dado un conjunto discreto C; , pedir por escrito (1), o pedir oralmente (12), los objetos
necesarios para construir otro conjunto C, que coincida con C; respecto a la cualidad
cantidad, estando C; alejado y no visible ni accesible en el momento de construir C, .

En principio, sigue siendo vélida la técnica T2, para T3, asi como la técnica 74 (e incluso la 73), para
el tipo de problema 2. Incluso es usual encontrar, en los problemas de comunicacién escrita,
hibridos entre ambas técnicas: cuando el nifio recita la serie de palabras-nimero (técnica T3) pero,
ante la necesidad de producir un mensaje escrito, usa como signos los de los numerales (por

ejemplo, para pedir cinco objetos, escribe: / 2 3 4 5). Llamaremos a esta técnica T3.

La evolucién de las técnicas T3 y T4 se producira ante la convencion social de que la tiltima palabra-
nimero recitada es suficiente para aprehender y comunicar la cualidad cantidad de un conjunto. En
efecto, se trata de una convencidn social, basada en el comun acuerdo de que todas las palabras-
nimero anteriores se suponen sabidas por ambas partes. Se trataria de la informacion minima a
suministrar para que la otra persona pueda reconstruir con éxito la técnica Tj.

Esta convencion social es bien conocida en la literatura especializada como el principio cardinal, 1o
que nos permite enunciar la técnica t5 del conteo: recitado de la serie de palabras-nimero, en orden
estable, estableciendo una biyeccidon entre éstas y el conjunto de elementos del conjunto
considerado. La tltima palabra-niimero recitada (ti), o el numeral de la Gltima palabra recitada
(t2), representa la cualidad cantidad del conjunto finito considerado.

La técnica T constituye la construccion de la aplicacion medida, al establecer una correspondencia
entre cualquier objeto soporte (conjunto finito) y un conjunto de palabras {uno, dos, tres,...} o de
simbolos {1, 2, 3, ...}, de manera que la cualidad cantidad de dicho conjunto queda univocamente
representada mediante €stos. Se construye asi una organizacidon matematica OM3, que integra a las
anteriores, y en la que la magnitud discreta y la aplicacion medida han quedado construidas. En
ocasiones, es posible medir una coleccion de forma subita, dependiendo de su tamafo y disposicion
espacial. Llamaremos 72 a esta técnica, conocida como subitizaciéon (Clements y Sarama, 2007).

Es posible continuar con el proceso de ampliacion praxeoldgica, cuestionando la necesidad de
disponer de un repertorio finito de simbolos y palabras, lo que proyecta la actividad matematica
hacia los sistemas de numeracion (Sierra, 2006).

LA ACTIVIDAD MATEMATICA EN TORNO AL NUMERO EN TEXTOS DE
EDUCACION INFANTIL

En el curso de nuestra investigacion, diversos manuales escolares de la etapa de Educacion Infantil
han sido analizados: proyecto “trébole” (Edelvives), “chiribitas” y “el viaje de Suso” (ambos de
Santillana). Por limitaciones de espacio, esbozaremos los fendémenos mas importantes identificados.
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Figura 3. Introduccién ostensiva del nimero, como “propiedad” de los conjuntos, en libros de texto (“el viaje
de Suso”, Santillana)
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En primer lugar, el modelo epistemologico del “niimero natural” como propiedad comuin de los
conjuntos finitos es dominante. Esto se observa de manera nitida cuando se introduce
ostensivamente cada “nimero”, acompanado de su expresion escrita (numeral) (Figura 3).

La presentacion simultanea de los conjuntos y las designaciones escritas de la cantidad permite
afirmar que no existe verdadera construccion de las cantidades de magnitud discreta, ni una
evolucion de los campos de problemas que lleven a la necesidad de construir la aplicaciéon medida y
las designaciones orales y escritas para expresar la cantidad, sino una introduccion directa del
resultado de medir las colecciones, junto con designacion cultural de dicha medida.

En segundo lugar, aunque es posible encontrar problemas de comparacion y de construccion de
colecciones equipotentes, estos se restringen a los tipos m; y 7, , al tratarse de fichas impresas
(Figura 4).
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Figura 4. Problemas de comparacion (717 ) y produccion de colecciones (77, ) (“el viaje de Suso”, Santillana)
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No es posible afirmar con rotundidad si se persigue o no la construccion de OM,, y en particular de

la biyeccion (7, ). No obstante, en muchos casos se sefiala expresamente que hay que contar, esto
es, se impone la técnica del conteo como la técnica institucional tinica posible.

Los problemas del tipo m5; estan completamente ausentes en los libros analizados. Estos problemas
son cruciales ya que son los que realmente dan sentido a la necesidad de medir una coleccion y de
representar dicha medida mediante algin tipo de codigo (oral o escrito). Ante la ausencia del
situaciones de comunicacion, los nifios se ven sometidos a una actividad “gratuita” de medida
(cardinacion), en las que medir conjuntos y expresar dicha medida es un fin en si mismo, y no un
medio para resolver situaciones problematicas (Figura 5).

Figura 5. Fichas para la medida de colecciones (“chiribitas”, Santillana y “trébole”, Edelvives)

De esta forma, es posible interpretar que en ausencia de una construccion progresiva de técnicas,
mediante la ampliacion del campo de problemas, el conteo (75 ) se introduce de forma ostensiva
como técnica dominante y se impone su rutinizacion, pues permite, de manera acritica, resolver con
éxito todos los tipos de tarea propuestos.
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Postulamos que, de la misma manera que Chamorro (1997) identificd un fenomeno de evitacion de
las magnitudes en la Educaciéon Primaria y de su construccion, que se evidenciaba con una
introduccion directa y temprana de las unidades legales de medida y de los instrumentos de medida
asociados, también en la transposicion didactica del numero natural en los libros de texto de la
Educacion Infantil existe un fendmeno de evitacion de la magnitud discreta, evidenciado por una
introduccién temprana, directa y acritica de la aplicaciéon medida, y de los cddigos y palabras
culturales que representan el resultado de dicha medida.

CONCLUSIONES

En este articulo hemos abordado dos objetivos conectados: (1) reflexionar sobre la necesidad que
tiene el investigador de tomar un punto de vista “externo” cuando analiza procesos de transposicion
didéctica, que se concreta en la construccion explicita de modelos epistemologicos de referencia
(MER) del ambito matematico abordado; (2) analizar coOmo se transponen los primeros
conocimientos numéricos en libros de texto de la Educacion Infantil, para lo que ha sido necesario
la construccion previa de un MER respecto al nimero y la numeracion.

Hemos formulado un MER alternativo que sitiia el nimero en el ambito de las magnitudes, lo que
implica la necesidad de construir tanto las cantidades de magnitud como la aplicacidén medida.

Finalmente, hemos analizado varios libros de texto. El uso del MER construido, nos ha permitido
identificar como se realiza una introduccion temprana, directa y acritica de la aplicacion medida (el
conteo) que (1) impide a los nifios de Educacion Infantil la construccion de la magnitud discreta y
(2) les oculta una de las razones de ser del nimero, al prescindir de las situaciones de comunicacion

(tipo 53 ) y convertir las tareas de medida de conjuntos en un fin en si mismo.
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