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Resumen

Se reportan resultados de un estudio con 34 estudiantes universitarios que tomaban un curso
introductorio de estadistica en el cual se utilizo un ambiente computacional para la enserianza de
la covariacion. Los resultados muestran que los estudiantes lograron identificar con éxito la
direccion de la relacion entre variables y desarrollaron un buen sentido de la intensidad al
interpretar diagramas de dispersion y el coeficiente de correlacion, pero concedieron menos
importancia a la forma, agrupamientos y puntos extremos. La interpretacion de los coeficientes de
la ecuacion de regresion y el coeficiente de determinacion les resulto complicada a muchos
estudiantes y algunos tuvieron dificultades para identificar la variable explicativa y de respuesta.
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Abstract

Results of a study with 34 university students taking an introductory statistics course in which a
computer environment for the teaching of covariation was used are reported. The results show that
students were able to successfully identify the direction of the relationship between variables and
developed a good sense of intensity to interpret scatterplots and correlation coefficient, but gave
less importance at the clusters and outliers. The interpretation of the coefficients of the regression
equation and the coefficient of determination were difficult to many students and some had
difficulty to identify the explanatory and response variable.

Keywords: correlation, regression, covariational reasoning, computer technology.

INTRODUCCION

El razonamiento que se involucra en la interpretacion y aplicacion de la correlacion y la regresion
se denomina razonamiento covariacional o razonamiento sobre datos bivariados. El razonamiento
sobre datos bivariados involucra saber como juzgar e interpretar una relacion entre dos variables.
En el caso de variables cuantitativas —situacion a la que se hace referencia en este estudio—, la
relacion es representada comunmente mediante un diagrama de dispersion, el calculo del
coeficiente de correlacion y la recta de regresion cuando el ajuste de los puntos es factible.

Una comprension profunda de la covariacion requiere del dominio de diversas ideas y conceptos,
tales como la estructura de una relacion bivariada, su rol en la construccion de modelos y en la
prediccion de eventos; por lo que no debe sorprender que los estudiantes tengan dificultades para
comprender los conceptos involucrados en la covariacion (Garfield, Joan y Ben-Zvi, 2008). En este
sentido, las nociones estadisticas de correlacion y regresion resultan de gran ayuda en cuanto a
discernir si dos variables se relacionan, con qué intensidad o en qué sentido lo hacen; y cuando sea
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posible, construir un modelo para predecir una variable con base en la informacion de otras
variables.

La tecnologia computacional ofrece un gran potencial de calculo para realizar los procesos de
analisis de datos que tradicionalmente han caracterizado a la estadistica. En el caso de la
covariacion, el célculo del coeficiente de correlacion y la determinacion de la linea de regresion
—dos de los procedimientos mas laboriosos de un analisis de datos— no s6lo pueden ser realizados
de forma automatica y precisa con la tecnologia, sino que también pueden ser visualizados en forma
dindmica mediante diversas representaciones y explorar su comportamiento cuando algiin dato o
parametro de interés es modificado. En este contexto, en el presente trabajo nos hemos planteado
las siguientes preguntas: ;qué estrategias y recursos del ambiente computacional ponen en juego los
estudiantes para dar sentido a la informacion de datos bivariados?, ;qué factores influyen en el
desarrollo del razonamiento covariacional en un ambiente computacional con representaciones
dindmicas de los datos?

ANTECEDENTES DE INVESTIGACION

En la literatura se reportan estudios sobre los conceptos que se involucran en la covariacion desde el
nivel elemental hasta el universitario. En este contexto destacan los trabajos de los investigadores
espafioles, quienes han estudiado la covariacion de forma consistente desde hace varios afios,
analizado el significado que le atribuye la institucion de los autores de libros de texto de secundaria,
bachillerato y universitarios (e. g., Sdnchez Cobo, 1999; Gea, Batanero, Cafiadas y Contreras,
2013). Los resultados de estas investigaciones han servido de punto de partida para el disefio de
secuencias de aprendizaje por parte de investigadores que se proponen mejorar la ensefianza del
tema y profundizar en las dificultades de comprension que se presentan en el proceso de ensefianza
y aprendizaje.

El efecto de la tecnologia computacional en las estrategias utilizadas por estudiantes y profesores,
asi como la comprension de los diversos conceptos que se involucran en la covariacion ha sido
objeto de estudio en algunos de estos trabajos (e.g., Estepa, 1993; Batanero, Estepa y Godino, 1997,
Batanero, Gea, Diaz y Cafiadas, 2014). Entre los resultados obtenidos es importante destacar el uso
de estrategias incorrectas para estimar la correlacion y concepciones erroneas sobre algunos
conceptos que se involucran en la covariacion, como es el caso de la concepcion unidireccional de
la correlacion, la cual consiste en percibir la relacion entre variables cuando s6lo cuando es positiva.
Otra concepcion recurrente fue considerar que la correlacion entre dos variables implica causalidad.
Destaca también la dificultad de muchos sujetos de estudio para distinguir entre variable de
respuesta y variable explicativa y para razonar con relaciones que son negativas.

Zieffler (2006) realiz6 un estudio longitudinal durante un semestre para analizar el efecto de dos
secuencias de ensefianza con apoyo de tecnologia y con diferente orden en el tema de datos
bivariados (antes y después de la inferencia estadistica) en el desarrollo del razonamiento sobre
covariacion en un curso introductorio de estadistica con estudiantes universitarios en los Estados
Unidos. Los resultados muestran que la secuenciacion de datos bivariados dentro del curso parece
no estar asociada a los cambios en el desarrollo del razonamiento. El mayor cambio en el desarrollo
del razonamiento ocurri6 entre la primera y segunda evaluacion de las cuatro realizadas a lo largo
del semestre, justo antes de que los datos bivariados fueran ensefiados por métodos formales, lo que
podria significar que el razonamiento sobre datos bivariados estd cercanamente relacionado al
razonamiento sobre datos univariados, y que no se requiere una ensefianza formal del tema para su
comprension.

Fitzallen (2012) en su investigacion con estudiantes de primaria y secundaria australianos, explora
el pensamiento y el razonamiento de los estudiantes acerca de la covariacion y la influencia del
software Tinkerplots para determinar relaciones entre variables e identificar tendencias mediante
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recursos graficos como el diagrama de dispersion. Los resultados muestran que Tinkerplots
proporciona un poderoso ambiente de aprendizaje para apoyar a los estudiantes en la comprension
de la covariacion desde niveles tempranos.

MARCO TEORICO

El tipo de representaciones utilizadas en el andlisis de datos incorporan elementos que resultan
complejos de interpretar por muchos estudiantes. En este sentido, Ben-Zvi y Arcavi (2001) sefialan
que el andlisis requiere poner en juego visiones locales y globales de los datos; una comprension
local de los datos significa enfocarse en algiin valor individual (o en algunos) dentro de un conjunto
de datos (por ejemplo, la entrada de una tabla o un punto de una grafica), mientras que la
comprension global requiere de habilidades para buscar, reconocer, describir y explicar patrones
generales en un conjunto de datos (por ejemplo, tendencias, variabilidad, forma) ya sea a través de
la visualizacién o por medio del cdlculo de medidas estadisticas. El razonamiento covariacional
como un caso especifico del razonamiento estadistico tiene una liga muy importante con la
interpretacion de tablas, graficas y expresiones que expresan la relacion entre datos bivariados.

En el analisis del razonamiento estadistico sobre un tema en particular resulta 0til establecer
categorias jerarquicas que tengan en cuenta la cantidad de conceptos y la forma como los
estudiantes establecen relaciones entre ellos y el contexto, al hacer argumentaciones basadas en
datos. Un modelo que se utiliza con frecuencia en educacion estadistica para establecer jerarquias
de razonamiento o niveles de comprension es el modelo SOLO (Structure of Observed Learning
Outcomes) desarrollado por Biggs y Collis (1982). El modelo consta de los niveles preestructural,
univariado, multivariado, relacional y abstracto extendido, los cuales van en orden ascendente de
complejidad en el razonamiento.

La tecnologia computacional en el analisis de datos no solo representa un recurso amplificador de la
capacidad de célculo y construccion de representaciones graficas, sino que constituye a su vez un
recurso con potencial reorganizador de la mente de los usuarios, con capacidad para provocar
cambios estructurales en el sistema cognitivo a través de la organizacion y transformacion de las
diversas representaciones de los datos y la visualizacion de patrones que emergen al realizar
cambios en algunas de las componentes de dichas representaciones o en los datos mismos. Lo
anterior le otorga a la tecnologia computacional un estatus de herramienta cognitiva en el sentido
establecido por Pea (1987, p.91), quien la define como “cualquier medio que ayuda a trascender las
limitaciones de la mente, en el pensamiento, el aprendizaje y las actividades de resolucion de
problemas”.

Se han propuesto modelos para el disefio de ambientes de aprendizaje que promueven el desarrollo
del razonamiento estadistico, en los cuales la tecnologia computacional es un importante elemento
de articulacion. Ejemplo de ello es el modelo propuesto por Cobb y McClain (2004) cuyos
principios instruccionales se resumen a continuacion:

e Enfocarse en el desarrollo de ideas estadisticas centrales en lugar del énfasis en
procedimientos de calculo.

e Utilizar datos reales y motivadores para comprometer a que los estudiantes realicen y
prueben conjeturas.

e Utilizar actividades en el salon de clases para apoyar el desarrollo del razonamiento de los
estudiantes.

e Integrar el uso apropiado de herramientas tecnoldgicas que permitan a los estudiantes probar
sus conjeturas, explorar y analizar datos y desarrollar su razonamiento estadistico.
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e Promover un discurso en el salon de clases que incluya argumentos estadisticos e
intercambios que se enfoquen en ideas estadisticas significativas.

METODOLOGIA

Los sujetos de estudio fueron 34 estudiantes (18-19 afios) que tomaban un curso introductorio de
estadistica en el primer grado de la carrera de Informatica. Sus antecedentes sobre el tema eran
practicamente nulos, lo cual quedé de manifiesto en un cuestionario diagnostico aplicado antes de
las sesiones de ensefianza. La investigacion tuvo lugar en un aula de computo con 35 computadoras
durante 6 sesiones de una hora en la parte final del bloque de analisis de datos, por lo que los
estudiantes recién habian visto el analisis de datos univariados donde utilizaron el software Fathom
para el calculo de medidas descriptivas y construccion de graficas.

En el disefio de las actividades de ensefianza se utilizd un paquete de diapositivas que el profesor
investigador prepard con los conceptos que se contemplan en la covariacion y siguiendo los
principios instruccionales sugeridos por Cobb y McClain (2004). Las actividades contemplaban
conjuntos de datos reales multivariados que se tomaron de algunos sitios de internet, y se pedia a
los estudiantes que exploraran pares de variables para analizar las caracteristicas de la relacion
(forma, direccion, intensidad, datos extremos, agrupamientos). Como punto de partida del analisis
se construyeron diagramas de dispersion y se enfoco la atencion de los estudiantes a visualizar sus
caracteristicas, posteriormente se calcularon coeficientes de correlacion buscando conectar su valor
con las caracteristicas del diagrama. Finalmente, se introdujo la recta de regresion para ajustar la
tendencia de los puntos y su ecuacion, con el valor del coeficiente de determinacidon que por
omision proporciona el software.

Los datos fueron recogidos en la actividad final de la secuencia de ensefianza, pero previamente los
estudiantes habian resuelto una actividad de estimacion del coeficiente de correlacion utilizando un
applet que proporcionaba un diagrama de dispersion como punto de partida, en el cual hacian la
estimacion y luego verificaban el resultado con la opcion de céalculo que el mismo applet
proporcionaba. La otra actividad fue muy similar a la que se presenta en este articulo, en un
contexto de variables medidas a un conjunto de tablets. Decidimos reportar los datos de la ultima
actividad porque fue la que mas conceptos contemplaba y era la mas completa de las tres.

En el andlisis de la informacion generada al resolver cada actividad se tuvieron en cuenta el uso de
representaciones y las caracteristicas de la relacion entre variables identificadas visualmente de un
diagrama de dispersion, asi como medidas numéricas como los coeficientes de correlacion y de
determinacion. Para la interpretacion de diagramas se definieron niveles de razonamiento basados
en el modelo SOLO.

RESULTADOS Y DISCUSION

El proposito de esta actividad era explorar diversos aspectos del razonamiento covariacional que
habian desarrollado los estudiantes. Los datos analizados provenian de diversas variables que
fueron medidas a 80 automoviles compactos que se vendieron en el mercado mexicano en 2014 (ver
Figura 1). Las unidades del rendimiento estdn dadas en kildmetros por litro de gasolina, la emision
de CO2 en gramos por kilometro, el gasto en pesos por aflo, la potencia en caballos de fuerza y el
precio esta expresado en pesos.

1. Con las variables que se muestran construye dos diagramas con relacion negativa y otros
dos con relacion positiva. Interpreta cada uno de ellos.

La construccion de los diagramas de dispersion fue realizada con éxito por todos los estudiantes, sin
embargo no todos utilizaron las mismas representaciones y estrategias para resolver la tarea,
algunos se basaron solo en la tendencia de la nube de puntos, otros agregaron la recta de regresion



Razonamiento covariacional en un curso introductorio de estadistica 321

para tener mayor certeza del signo y la intensidad de la relacion y otros mas recurrieron al calculo
del coeficiente de correlacion (ver Tabla 1).

MARCA | MODELO | RENDIMIENTO_CIUDAD | EMISION_CO2 | GASTO_ESTIMADO_COMBUSTIBLE| POTENCIA | PRECIO |
1 |HonDA CNICHB... 238 119 8700 9| 266900
2 |mazDa MAZDA3... 154 159 13400 153 236900
3 |mazpa MAZDA3... 15.7 157 13200 153 236900
4 |mAazDA MAZDA3... 15 162 13800 153 258900
5 |mAZDA MAZDAS.. 15.7 158 13200 153 258900
6 | HONDA CITY LX .. 132 182 15700 18] 219000

Figura 1. Variables de 80 modelos de vehiculos compactos vendidos en México en 2014

Tabla 1. Representaciones utilizadas para resolver la tarea

Tipo de representacion Frecuencia
Diagrama de dispersion 20
Diagrama de dispersion y recta de minimos cuadrados 5
Diagrama de dispersion y coeficiente de correlacion 9
Total 34

Con base las representaciones y las caracteristicas de la relacion entre variables que fueron
utilizadas, clasificamos la interpretacion de los diagramas de dispersion en tres categorias del
modelo SOLO como se describe a continuacion (ver Tabla 2).

Tabla 2. Niveles del modelo SOLO en la interpretacion de diagrama de dispersion

Niveles de interpretacion Frecuencia
Uniestructural 18
Multiestructural 15
Relacional 1

Total 34

Nivel uniestructural: Se emplea una sola caracteristica del diagrama de dispersion para describir la
relacion entre las dos variables. Aun cuando agregan o calculan algin elemento adicional al
diagrama (por ejemplo la recta de regresion y el coeficiente de correlacion), solo dependen de una
representacion para el analisis.

Nivel multiestructural: Se emplea mas de una propiedad del diagrama de dispersion para describir
la relacion entre las dos variables. Se apoyan en el diagrama y algin elemento o célculo adicional
para la interpretacion.

Nivel relacional: Se emplean multiples propiedades del diagrama de dispersion para describir la
relacion entre las dos variables. Se apoyan en el diagrama y elementos o calculos adicionales para la
interpretacion. Ademads hacen referencia a otros elementos o al contexto para describir o justificar la
relacion.

La unica respuesta ubicada en el nivel relacional fue proporcionada por Jesus Enrique (ver Figura
2): “en este diagrama observamos una asociacion negativa con una relacion lineal fuerte que se ve a
simple vista, se puede observar un dato atipico en la parte mas baja de la emision de CO2, esta
grafica nos muestra que entre mayor sea el rendimiento del automovil la emision de CO2 serd
menor”.
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Figura 2. Diagrama de dispersion con recta de regresion construido por Jests Enrique

2. Considera la variable precio como variable de respuesta y a las demas variables como
variables explicativas. Determina la variable que tiene mayor influencia o relacion con el
precio. Explica las razones de tu eleccion.

Un total de 32 estudiantes establecieron correctamente que la potencia era la variable que estaba
mas relacionada con el precio. La principal estrategia consistid en construir los cuatro diagramas de
dispersion, pero se observaron varias variantes como se muestra en la Tabla 3.

Tabla 3. Estrategias utilizadas por los estudiantes para resolver la tarea

Tipo de representacion Frecuencia
Diagrama de dispersion 22
Diagrama de dispersion con recta de minimos cuadrados 6
Diagrama de dispersion y coeficiente de correlacion 6
Total 34

Los estudiantes dependieron mas de estrategias visuales que de estrategias de calculo para
responder la tarea; tal fue el caso de quienes utilizaron solo el diagrama de dispersion o combinado
con la recta de regresion. Estos estudiantes observaron las cuatro nubes de puntos y seleccionaron la
que les parecia que tenia una mayor relacion con el precio, no dependieron de ningun célculo aun
cuando la recta de recta de regresion estaba ligada con valor del coeficiente de determinacion r*. Un
caso representativo de estos estudiantes es José¢ Efrain (ver Figura 3) quien argumenta: “los datos de
la potencia son los que estan mas agrupados en relacion con el precio ya que la linea de regresion
pasa por mayor cantidad de datos que las demas graficas que se encuentran mdas dispersos en
relacion al precio”. El estudiante relaciona el agrupamiento de datos alrededor de la linea de
regresion con la intensidad de la relacion, pero no hace referencia al coeficiente de determinacion
que aparece en la parte inferior del diagrama; también hace referencia a que la linea de regresion
pasa por la mayor cantidad de puntos, lo cual no es condicion obligada de la recta de regresion.
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Figura 3. Diagrama de dispersion construido por José Efrain

En sus justificaciones 21 estudiantes se basaron en la direccion de la nube de puntos, sefialando s6lo
que a mayor potencia el precio era mayor, lo que los ubica en un nivel de razonamiento
uniestructural. Otros 13 estudiantes ademas de la direccion, complementaron sus justificaciones con
otras propiedades como la intensidad (ver Tabla 4) por lo que fueron ubicados en un nivel
multiestructural.

Tabla 4. Niveles del modelo SOLO en la determinacion de la variable de mayor influencia

Niveles de interpretacion Frecuencia
Uniestructural 21
Multiestructural 13
Relacional 0

Total 34

3. Considera el rendimiento como variable explicativa y la emision de CO2 como variable de
respuesta. Construye un diagrama de dispersion y construye la recta de regresion.

a) Explica un poco sobre la precision de la recta para la prediccion de valores de CO2.

La mitad de los estudiantes dieron explicaciones sobre la relacién entre precision y prediccion en
las que mostraron una comprension intuitiva de la relacion entre estos conceptos, atendiendo
principalmente a criterios visuales que les proporcionaban los diagramas de dispersion. Por
ejemplo, Hugo responde: “la precision de la recta es bastante acertada, la mayoria de los puntos
estan cerca de la recta, s6lo un punto esta bastante alejado de los demas, la prediccion sobre los
valores seria algo acertada porque para un proximo valor de la grafica se pudiera saber qué es lo
que seguiria”. La otra mitad emitid argumentos mas bien relacionados con la interpretacion del
diagrama y no sobre lo que se les preguntaba. Adicionalmente se observd que 7 estudiantes tuvieron
dificultades para ubicar correctamente la variable explicativa y la variable de respuesta en los ejes
correspondientes.

b) Explica qué representa en el contexto del problema el valor de -11.9 que aparece en la expresion
matematica de la recta de regresion de la parte inferior de la grafica (ver Figura 2).

Este inciso fue el méas complicado de todos, pues s6lo 16 estudiantes sefialan correctamente que
representa la pendiente de la recta, pero no dan una explicacion de su significado en el contexto de
los datos, es decir, que por cada kilometro por litro que se incrementa el rendimiento, la emision de
CO2 disminuird -11.9 gramos. Otros 11 estudiantes dejaron en blanco el inciso, y el resto
respondieron que se trataba del coeficiente de correlacion o el error.
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CONCLUSIONES

Los estudiantes utilizaron estrategias que privilegiaban el uso de representaciones graficas sobre las
representaciones simbolicas, no obstante lo sencillo que resultaba calcular con el software el
coeficiente de correlacion y de determinacion. La aparente sencillez de un diagrama de dispersion
queda en entredicho con las respuestas que han dado los estudiantes, pues s6lo uno de ellos logro
ubicarse en el nivel relacional del modelo SOLO en dos preguntas que involucraban la construccion
e interpretacion de un diagrama de dispersion. Si bien, la direccion y la intensidad fueron
caracteristicas que los estudiantes identificaron y estimaron bastante bien, dejaron de lado
caracteristicas importantes como los datos extremos y la forma del diagrama. Ademas hizo falta
conectarlas con el contexto, dando cuenta con ello de una vision mas local que global de los datos.

En cuanto a la regresion, algunos estudiantes tuvieron dificultades para distinguir la variable de
respuesta de la variable explicativa, lo cual concuerda con otros estudios como el realizado por
Estepa (1993). Las respuestas de algunos estudiantes muestran que lograron apreciar en forma
intuitiva la relacion entre la variacion y la precision de una estimacion en la variable de respuesta,
pero falté relacionarla con la suma de cuadrados y el coeficiente de determinacion. Las mayores
dificultades las tuvieron al interpretar los coeficientes de la ecuacion de regresion en el contexto de
los datos y en valorar la bondad del ajuste.

No obstante el reducido tiempo del estudio y su caracter exploratorio, el presente trabajo aporta
algunos elementos para considerar que el amplio recurso representacional dindmico e interactivo de
los ambientes computacionales como Fathom, son un factor importante en el disefio de secuencias
para el aprendizaje de la covariacion. A conclusiones similares han llegado otros estudios como el
realizado por Fitzallen (2012), quien ha utilizado un ambiente computacional con caracteristicas
similares en el estudio de la covariacion con estudiantes de nivel medio.

Los factores que parecen tener mayor influencia en el desarrollo del razonamiento covariacional en
un ambiente computacional, son el dinamismo de las representaciones y su simultaneidad en la
pantalla, la interactividad que permite manipular de forma directa las representaciones o alguna
parte de ellas, asi como el contexto de los datos utilizados que motiva el interés de los estudiantes
para explorar sus relaciones.
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