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Resumen

Este estudio tiene como objetivo caracterizar como estudiantes para profesor desarrollan una
mirada profesional en relacion a la ensernianza-aprendizaje del limite de una funcion en un punto.
Veinticinco estudiantes para profesor participaron en un entorno de aprendizaje diseriado ad hoc
considerando las destrezas de identificar, interpretar y tomar decisiones de accion que
conceptualizan la competencia docente mirar profesionalmente el pensamiento matemdtico de los
estudiantes. Los resultados indican que el desarrollo de la mirada profesional se vinculo a
reconocer los elementos matematicos que son relevantes en la comprension del concepto, a ser
capaz de considerar diferentes progresiones en el aprendizaje, y a llegar a proponer y justificar
decisiones de accion centradas en potenciar los procesos cognitivos que articulan la comprension
del concepto, mas alla de las referencias curriculares.

Palabras clave: aprendizaje del estudiante para profesor, mirar profesionalmente, concepto de
limite.

Abstract

The goal of this study is to characterize how do prospective teachers develop the noticing skill in
relation to the teaching and learning of the limit of a function at a point. Twenty-five prospective
teachers participated in a learning environment designed ad hoc considering the related nature of
the skills of identifying, interpreting and deciding how to respond that conceptualize the skill of
noticing students’ mathematical thinking. Results indicate that the development of prospective
teachers noticing implicated the recognition of the mathematical elements that are relevant in the
concept understanding, the consideration of different progressions in the students’ learning, and
the proposal and justification of instructional decisions focused on enhancing students’ cognitive
processes that can articulate the concept understanding, beyond curricular references.

Keywords: prospective teachers’ learning, professional noticing, limit concept.

INTRODUCCION Y MARCO TEORICO

Las investigaciones centradas en la formacion de futuros profesores de matematicas destacan la
importancia de la relacion entre el conocimiento de contenido matematico y el conocimiento de
matematicas y los estudiantes (Ball, Thames y Phelps, 2008; Bartell, Webel, Bowen y Dyson, 2013;
Spitzer, Phelps, Beyers, Johnson y Sieminski, 2011). Esta relacion es necesaria para la realizacion
de tareas profesionales como anticipar e interpretar el pensamiento matematico de los estudiantes y
tomar decisiones de accion. En este contexto, los estudios estan mostrando que la identificacion de
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fundamental en la interpretacion de la comprension del estudiante (Fernandez, Llinares y Valls,
2012; Magiera, va den Kieboom y Moyer, 2013; Sanchez-Matamoros, Fernandez y Llinares, 2015).
Esta relacion fundamenta las destrezas de identificar, interpretar y decidir que son la base de la
competencia mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los estudiantes (Jacobs, Lamb y
Philipp, 2010; Mason 2002).

Jacobs et al., (2010) conceptualizan esta competencia como estas tres destrezas interrelacionadas:
identificar los elementos matematicos importantes en las respuestas de los estudiantes; interpretar la
comprension del estudiante y decidir cémo responder teniendo en cuenta la comprension del
estudiante. Algunas investigaciones previas se han centrado en como los estudiantes para profesor
aprenden a mirar de manera profesional el pensamiento matematico de los estudiantes en diferentes
dominios matematicos y han empezado a proporcionar caracteristicas que definen el desarrollo de
esta competencia. Por ejemplo Fernandez et al. (2012) en el razonamiento proporcional, Schack et
al. (2013) en la numeracion temprana, Son (2013) con los conceptos de razéon y proporcion,
Magiera, et al. (2013) en el pensamiento algebraico y Sanchez-Matamoros et al. (2015) en el
concepto de derivada. Nuestro estudio se integra en esta linea de investigacion y en particular se
centra en caracterizar el desarrollo de la competencia mirar profesionalmente el pensamiento
matematico de los estudiantes en relacion al concepto de limite de una funcidn en un punto.

La seleccion de este dominio matematico viene dada porque diferentes investigaciones indican que
el concepto de limite es una nocion dificil (Cornu, 1991; Cottrill et al., 1996; Swinyard y Larsen,
2012; Williams, 1991). La dificultad que presentan los estudiantes para comprender la definicién
métrica del limite

lmitx)=LSVe>0,38>0falquev x, 0<|x—a|<d=| f(x)-L|<s
puede ser el resultado de una comprension insuficiente de su concepcion dinamica (Blazquez y
Ortega, 2002) que puede ser definida como: “Sea funa funcion y @ un nimero real, el nimero L es

, . . . .. lim . ,
el limite de la funcion fen el punto a, y se debiera escribir *»2 f{x), si cuando x se acerca al nimero
a mas que cualquier aproximacion, sus imagenes f(x) se acercan a L mas que cualquier otra
aproximacion fijada”

Algunas investigaciones (Cottrill et al., 1996; Swinyard y Larsen, 2012) indican que relacionar la
coordinacién de los dos procesos de aproximacion con la cuantificacion derivada de la concepcion
métrica hace el concepto de limite dificil para muchos estudiantes. Desde este punto de vista, los
estudiantes deben coordinar un proceso de aproximacién en el dominio con un proceso de
aproximacion en el rango a través de la funcion, considerando diferentes modos de representacion,
cuando tienen que encontrar el limite (Juter, 2006; Williams, 1991). Conocer las caracteristicas de
como los estudiantes de bachillerato comprenden el concepto de limite puede proporcionar a los
estudiantes para profesor la informacion necesaria no solo para interpretar la comprension de los
estudiantes sino para tomar decisiones de accion basadas en la comprension de los estudiantes.

El objetivo de nuestra investigacion es caracterizar como estudiantes para profesor desarrollan la
competencia mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los estudiantes en el dominio
especifico del limite de una funcién en un punto. Es decir, caracterizar como los estudiantes para
profesor aprenden sobre la progresion en el aprendizaje del concepto de limite de una funcién de los
estudiantes de bachillerato.

METODO
Participantes y contexto

Los participantes fueron 25 estudiantes para profesor matriculados en el Master Universitario en
Profesorado de Educacion Secundaria. Estos estudiantes para profesor procedian de diferentes

228



Aprendizaje de estudiantes para profesor sobre la comprension del limite de una funcion en estudiantes de bachillerato

grados o licenciaturas: matematicos, fisicos, ingenieros y arquitectos. Una de las asignaturas del
Master tiene como uno de sus objetivos que los estudiantes para profesor aprendan a identificar
caracteristicas de la progresion de la comprension de estudiantes de educacion secundaria. Esta
asignatura estd dividida en varios entornos de aprendizaje en los que se tratan diferentes topicos
matematicos. El estudio presentado aqui se centra en el concepto de limite de una funcién en un
punto.

Entorno de aprendizaje

El objetivo del entorno de aprendizaje es que los futuros profesores aprendan a identificar
caracteristicas de la progresion de la comprension de los estudiantes de bachillerato y a proponer
decisiones que ayuden a los estudiantes a progresar en su comprension. El entorno de aprendizaje
consta de 5 sesiones de 2 horas. En la sesion 1, los estudiantes para profesor resolvieron tres
problemas sobre el concepto de limite de una funcidon en un punto, tomados de libros de texto de
bachillerato e indicando los elementos matematicos y modos de representacion que se usaban para
su resolucion (Figura 1). Para ello, usaron un documento con la definicion de la concepcion
dinamica de limite y los elementos matematicos que la conforman (Pons, Valls y Llinares, 2012):
(1) funcion, (i1) aproximacion lateral por la derecha y por la izquierda (en el dominio, y en el rango,
tanto si son coincidentes como si no lo son), y (iii) coordinacion, a través de la funcion, de los
procesos de aproximacion en el dominio y en el rango considerando distintos modos de
representacion (grafico, algebraico y numérico).

Problema 2
Sean las tablas
[x:Jos 098] 099 | ~ [1.2[11] 1.01 |
Problema 1 [fG0[1,64]1,8111,0201] ~ [2.44]2,21]2.0201]
Sea la funcion [X; [0] 05 089 |.. [1.1]1.01]1.001]
[2X+1 si x<1 [gbx) [0]-099] -0.9999 [ .. [2.3]2.03]2.003 |
f(x) =1 4 si 1<x<2 a) ;a qué valor se acercan
l x2 si x>2 1. X4 Y X, porladerechay por la izquierda

_ 2, las imégenes de f( X4) por la derecha y por la izquierda
Calcula el limite de f (x) cuando: » all e 4
a) xtiendea 1 3. las imagenes de g(x,) por la derecha y por la izquierda?

b) x tiende a 2 b) ¢a qué valor se acercan
1. las imagenes de f(X;) en relacién al valor que se acerca X,
2. las iméagenes de g(X, ) en relacién al valor que se acerca X, ?

Problema 3
Relaciona las siguientes graficas con las afirmaciones a, b y c. Justifica tus respuestas
1. . 2. g :

a) El limite de la funcion es 2en x =2
b) El limite de la funcion es 5en x =2
c) No existe el limite de la funcion en x =2

Figura 4. Problemas procedentes de los libros de texto sobre concepto de limite de una funciéon en un
punto usados en la sesion 1

En la sesion 2, los estudiantes para profesor debian anticipar respuestas hipotéticas de estudiantes
de bachillerato a dichos problemas (Figura 2). El objetivo era que los estudiantes para profesor
generaran respuestas hipotéticas que reflejaran diferentes niveles de comprension del concepto de
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limite de una funcién en un punto en estudiantes de primero de bachillerato y que propusieran
nuevos problemas que ayudaran a los estudiantes de bachillerato a avanzar en su comprension.

a) Indica que tendria que hacer y decir exactamente Maria, una alumna de 1° de Bachillerato, en
cada problema para indicarte que ha comprendido el objetivo de aprendizaje. Justifica tu respuesta
a partir de los elementos matemdticos y modos de representacion.

b) Indica lo que tendria que hacer y decir exactamente Pedro, otro alumno de 1° de Bachillerato, en
cada problema para que muestre que tiene ciertas caracteristicas de la comprension del concepto
de limite pero que no ha sido capaz de alcanzar el objetivo de aprendizaje pretendido. Justifica tu
respuesta a partir de los elementos matematicos y modos de representacion.

¢) Como profesor de estos alumnos propon tareas concretas:

e para confirmar que Maria ha alcanzado el objetivo de aprendizaje pretendido. Justifica tu
respuesta a partir de los elementos matematicos y modos de representacion.

® para que Pedro alcance el objetivo de aprendizaje pretendido. Justifica tu respuesta a partir de
los elementos matemdaticos y modos de representacion.

Figura 2. Cuestiones de la tarea de anticipacién (Sesion 2)

En las sesiones 3 y 4, los estudiantes para profesor tenian que interpretar las respuestas dadas por
cuatro estudiantes de bachillerato (Pablo, Rebecca, Luiggi y Jorge) a tres problemas en relacion al
limite de una funcion en un punto usando como referencia un documento que sintetizaba las
caracteristicas de la comprension del concepto de limite desde investigaciones previas (Cornu,
1991; Cottrill et al., 1996; Junter, 2006; Pons, 2014; Swinyard y Larsen, 2012). Las respuestas de
los cuatro estudiantes de bachillerato evidenciaban diferentes niveles de comprension del limite de
una funcion en un punto (Pons, 2014; Tabla 1). La Figura 3 muestra los problemas utilizados y las
respuestas de Pablo (alumno con nivel de comprension alto).

Tabla 1. Caracteristicas de la comprension del concepto de limite de cada estudiante de bachillerato

Estudiante | Caracteristicas de su comprension del concepto de limite derivadas de las | Nivel
hipotético respuestas a los tres problemas comprension
Pablo coordinaba las aproximaciones en el dominio y en el rango en los tres | Alto
modos de representacion (analitico, numérico y grafico)
Rebeca solo coordinaba las aproximaciones en el modo grafico (y cuando los | Bajo
limites eran coincidentes
Luiggi coordinaba las aproximaciones en el dominio y en el rango en los tres | Alto
modos de representacion
Jorge coordinaba en modo numérico y grafico (este ultimo solo cuando los | Intermedio
limites eran coincidentes)

Los estudiantes para profesor debian responder a las siguientes cuestiones:

e Describe en cada uno de los problemas qué elementos matemdaticos de la concepcion dinamica de
limite ha usado el “alumno X para resolverlos e indica si ha tenido dificultades y por qué.

o A partir de las descripciones de como el alumno X ha realizado los tres problemas, jes posible
identificar alguna caracteristica de como el alumno X comprende el concepto de limite de una
funcion en un punto? Justifica tu respuesta a partir delos elementos y los modos de representacion.

e  Considerando la comprension de limite de una funcion de un punto del alumno X mostrada en la
resolucion de los problemas, disefia una tarea para mejorar esta comprension. Justifica tu
respuesta.

En las cuatro primeras sesiones los estudiantes para profesor resolvieron las tareas en grupos de
cinco y todas estas tareas fueron discutidas en clase. En la sesion 5, los estudiantes para profesor
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resolvieron una tarea similar a la propuesta en las sesiones 3 y 4 (interpretar y proponer nuevas
tareas) de manera individual.

&

Ve fo

Resuelve los siguientes problemas

Problema 1 .

Sea fa funcién f, < ATqm 4201 23
2x+1 si xs1 v d Ao

f(x)"{4 si 1<x=<2 TR
2 ',

X s X>2 f’: <: Ev::—! &G - ,_'

Calcula ef limite de f (x) cuando: t S

a) x tiende a 1. Justifica tu respuesta vy AV 4

b) x tlende a 2, Justifica tu respuesta

Problema 2
Sean las tablas

X508 [oe] 099 1 ;?|11| 1,01 |
1(4){ 1,64 11,81[1,8201]| - [2,447221]2,0201
X Jo[os ]| o099 | . l_x_x 1.01 1,%‘
{elx)j0[-099] 09995 | ... |2.3]2.08[2.003

a) ;a qué valor se acercan ‘ _ e .
1. X; ¥ X, porla derechay porla izqulerda )‘J_“" BT B 1 ! ad 1‘—""{*" M deneides

1 Xe» AV . e ~4 - L- ., ‘caele,
2. {as Imdgenes de f{ X, ) por la derecha y por la izquierda \i < ”:‘ L. -‘c«(ﬁ‘ /2

i~ or la derecha r la lzquierda? —
3. las Imagenes de g{..;) P y po o . TRRTIT TN Py L.
Justifica tus respuestas wor b denedon e 2 VA e 2
b) ¢a qué valor se acercan Hpn b "”‘y"'"’d“ -1 i n 4D R
1. las imagenes de f(X;) en relacion al valor que se acerca X, % :j‘:“‘“ e Lo Wk oA
2. las imagenes de g(X,) en relacion al valor que se acerca Xz 7 ) bink el

Justifica tus respuestas J '
$¢ ez ennehois & A D -1 ,«l m’..g‘,{‘\
G o A2 2 o f cleredhe

Problema 3
Relaciona las siguientes graficas con las afirmacionsas a, b y c. Justifica tus respuestas
e ~rebror e 2 sk e 3 o f T
rees T > T
wHNHHE i S =H
i N T . B { 3 : 1T
,;_b\__ 1 ; H L 2 N
- o : . rasgeansil
AR R e S
_nhﬂ R R (5 N
4 L LG b - K e N 3 H 4 "
_J_J‘, lA._‘lil_t_ e S i llﬁj—"'('ki‘f""":‘

) ..'\n’!—-‘as‘" o
a) El limite de la funcién es 2 en x =2 %, reigue () e a_‘v‘ i s VApaaak €0 5
b))Ellimitodelafunciénes5enx=2 o2, ye dui»/l« *““L"_w«. EI‘*‘" CJW,L

¢) No existe ol limite de la funcién en x =2 {{ g o Yode pen 73 g Y s “

ho e Veanwes |

Figura 3. Respuestas de Pablo a los tres problemas (nivel alto) proporcionadas a los estudiantes para
profesor

El disefio del entorno de aprendizaje refleja las conexiones entre el conocimiento de matematicas y
el conocimiento sobre el aprendizaje de las matematicas que se pretendia que se aprendiera y usara
en anticipar posibles respuestas de los estudiantes y en interpretar progresiones en el aprendizaje a
partir de un grupo de respuestas. Asi, la sesion 1 se centra en la destreza de identificar los elementos
matematicos necesarios para la resolucion del problema en los diferentes modos de representacion
(mencionados anteriormente). La sesion 2 se centra en la relacion entre el contenido matematico y
la comprension de los estudiantes (relacion entre el conocimiento de matematicas y el conocimiento
sobre el aprendizaje de los estudiantes de bachillerato). El objetivo de esta sesion es que los
estudiantes para profesor se centren en esta relacion ya que conjeturamos que es necesaria para el
desarrollo de las tres destrezas que conceptualizan la competencia una mirada profesional. La
sesion 3 se centra en la relacidon entre las destrezas identificar-interpretar y la sesion 4 en la relacion
entre las destrezas interpretar-decidir, en el sentido de que es necesario reconocer cémo los
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estudiantes de bachillerato usan los elementos matemadticos en la resolucion del problema para
interpretar su comprension y después poder proponer decisiones de accion que les ayuden a
progresar en su aprendizaje.

Analisis
Mediante un proceso inductivo, identificamos semejanzas y diferencias en la manera en la que los
cinco grupos de estudiantes para profesor concebian la comprension de los estudiantes de

bachillerato sobre el concepto de limite de una funciéon en un punto y como consideraban lo que
podian ser evidencias de diferentes niveles de comprension (progresion del aprendizaje).

Este proceso de analisis nos permitié generar dos categorias en la manera en la que los estudiantes
para profesor consideraban lo que significaba el aprendizaje del concepto de limite. Por una parte,
los que consideraban que el aprendizaje es fodo o nada y los que podian reconocer progresiones en
el aprendizaje. Aquellos estudiantes para profesor que entendian la comprension como todo o nada
consideraban solo dos tipos de respuestas en los estudiantes de bachillerato: aquellos estudiantes
que comprendian todo, es decir, aquellos que coordinaban las aproximaciones en el dominio y en el
rango en los diferentes modos de representacion y aquellos estudiantes que no comprendian nada,
es decir, no llegaban a coordinar en ningin modo de representacion. Aquellos estudiantes para
profesor que reconocian progresiones en la comprension consideraron que la consolidacion del
aprendizaje del concepto de limite de una funciéon en un punto estd relacionada con ser capaz de
usar la idea de la coordinaciéon de las aproximaciones en el dominio y en el rango en una situacion
nueva para el estudiante. Estos estudiantes para profesor consideraban como evidencias de la falta
de comprension de la concepcion dindmica de limite cuando el estudiante no realizaba
aproximaciones laterales y coordinaciones en algiin modo de representacion.

En relacion a las propuestas de ensefianza generadas, el andlisis nos permitio identificar tres
categorias: decisiones generales sobre la ensefianza-aprendizaje, decisiones basadas en contenidos
curriculares y decisiones que consideraban la posibilidad de apoyar procesos cognitivos. Las dos
ultimas categorias tienen en cuenta la comprension del estudiante, sin embargo las decisiones
basadas en contenidos curriculares se basan en qué contenido matematico va después en el curriculo
y las decisiones basadas en procesos cognitivos se centran en proponer tareas con demanda
cognitiva superior no centradas en qué contenido va después sino en los proceso cognitivos (por
ejemplo, el proceso inverso o de desencapsulacion del concepto).

RESULTADOS

Identificamos tres caracteristicas en la manera en la que los estudiantes para profesor estaban
aprendiendo sobre la progresion en el aprendizaje del limite de una funcidon de estudiantes de
bachillerato. Estas caracteristicas vienen definidas por la relacion entre los cambios experimentados
a lo largo del entorno de aprendizaje sobre la manera de entender el aprendizaje del limite
(vinculados a las tareas de anticipar e interpretar) y los cambios en la manera en la que generaban
propuestas de enseflanza (vinculados a la tarea de tomar decisiones de accion).

Una primera caracteristica estd vinculada a los estudiantes para profesor que concebian el
aprendizaje de los estudiantes como todo o nada y no cambiaron a lo largo de su participacion en el
entorno de aprendizaje (grupo G3). Estos estudiantes para profesor no reconocian los elementos
matematicos relevantes en el aprendizaje del limite y siempre realizaban comentarios generales
sobre la comprension de los estudiantes y al proponer tareas de ensefianza para apoyar la progresion
en el aprendizaje de los estudiantes de bachillerato.

Una segunda caracteristica esta vinculada a los estudiantes para profesor que inicialmente
concebian el aprendizaje como fodo o nada y proponian decisiones de accion generales o
vinculadas a la organizacion curricular del nivel educativo, pero que después de participar en el
entorno de aprendizaje empezaron a reconocer diferentes niveles de progresion en el aprendizaje del
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limite e incorporaron a sus justificaciones de las decisiones de accion elementos relativos a los
contenidos curriculares. Dos grupos de estudiantes para profesor evidencian esta caracteristica
(grupos G2 y G5). Estos estudiantes para profesor comenzaron su participacion en el entorno de
aprendizaje entendiendo la comprension como dicotomia todo o nada (tarea de anticipacion) pero
cambiaron su manera de interpretar entendiendo la comprension de los estudiantes de bachillerato
como progreso. Estos estudiantes para profesor mostraron evidencias de identificar los elementos
matematicos de los problemas en los distintos modos de representacion desde el primer momento.
Esto les permiti6 identificar los niveles de comprension de los estudiantes de bachillerato. Por
ejemplo, los estudiantes para profesor del grupo G2, en la tarea de anticipacion, consideraron como
evidencia de la comprension del limite de una funciéon en un punto que los estudiantes de
bachillerato fueran capaces de coordinar los valores de la x y los valores de f(x) en los distintos
intervalos de definicion en diferentes modos de representacion. Por ejemplo, para el modo analitico
dieron la respuesta para Maria que aparece en la Figura 4 y la justificaron del siguiente modo:

[Maria, un estudiante hipotético con nivel alto de comprension] Demuestra tener el concepto
de funcion al utilizarlo correctamente a lo largo del ejercicio. Entenderiamos que no
comprende el concepto si en el ejemplo eligiese siempre la misma rama o equivocadas. La
idea de aproximacion lateral en el dominio se corresponde con el hecho que selecciona
adecuadamente la rama de la funcion. La idea de aproximacion en el rango se demuestra
cuando sustituye en el limite por la aproximacion de la variable independiente. Demuestra
coordinar cuando es capaz de establecer segun la rama el valor del limite. Finalmente
demuestra que entiende el concepto de limite y su existencia si comprueba la coincidencia de
las aproximaciones calculadas en el rango.

T

Ay xf

; EBRA s et

o
[E

Figura 4. Respuesta propuesta por G2 que podia evidenciar un nivel alto de comprension en el nivel analitico
(tarea de anticipacion)

Para senalar evidencias de un nivel bajo de comprension del concepto de limite de una funcion en
un punto (anticipacion de la respuesta de Pedro), indican que el estudiante s6lo deberia ser capaz de
realizar aproximaciones laterales donde estaba definida la funcion en el punto. Por ejemplo,
indicando: “no entiende que la variable independiente se aproxima a un punto pero que nunca se
alcanza”, y podian asociar el limite al valor de la funcion en el punto. Se observa, por tanto, que el
grupo G2 habia identificado elementos matematicos importantes (ver énfasis en la justificacion de
la respuesta de Maria), sin embargo entendia la comprension de los estudiantes de bachillerato
como “todo o nada”.

Por otra parte, en la tarea de interpretacion, el grupo G2 identifica elementos matematicos
importantes poniendo evidencias en todas las respuestas de los cuatro estudiantes a los diferentes
problemas. La Figura 5 recoge como este grupo identifica los elementos matematicos importantes
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en las respuestas del estudiante con un nivel alto de comprension (Pablo) a los tres problemas
(analitico, numérico y grafico).

o e } ¥ i Problema 2 -
Pablo upe tone PR T Py (o veles ol ?wv\p S, 4 A g e B bomerte Loy datoy di Lo Aable o
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Figura 5. Respuesta del Grupo 2 a la cuestion “describe en cada uno de los problemas qué elementos
matematicos de la concepcion dindmica de limite ha usado Pablo” (tarea de interpretar)

Ademas este grupo identifica las caracteristicas de la comprension de Pablo sobre el limite de una
funcion en un punto identificando que estaria en un nivel 3 (alto) de comprension (Figura 6).
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Figura 6. Respuesta del Grupo 2 a la cuestion “a partir de las descripciones de como Pablo ha realizado los
tres problemas, ;es posible identificar alguna caracteristica de como Pablo comprende el concepto de limite
de una funcién en un punto? (tarea de interpretar)

El grupo G2 comenz6 dando decisiones generales y el grupo G5 acciones basadas en contenidos
curriculares, tras el cambio en su manera de interpretar ambos grupos dieron acciones basadas en
contenidos curriculares. Por ejemplo, los estudiantes para profesor del G2 proponen como ejercicio
para afianzar el aprendizaje de los estudiantes que habian interpretado como de nivel alto de
comprension (Luiggi y Pablo de la tarea de interpretar) el que aparece en la Figura 7. Este ejercicio
se centra en una funcion con discontinuidad evitable justificada desde lo que establece el curriculo.
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Aprendizaje de estudiantes para profesor sobre la comprension del limite de una funcion en estudiantes de bachillerato

Figura 7. Respuesta del G2 a la cuestion “considerando la comprension de limite de una funcion de un punto
de Pablo, disefia una tarea para mejorar esta comprension’ (tarea de interpretar)

Finalmente, la tercera caracteristica del desarrollo de la competencia docente mirar
profesionalmente viene evidenciada por la progresion de los estudiantes para profesor (G1, G4) que
identificaron los elementos matematicos importantes y los relacionaron con los diferentes niveles en
la comprension de los estudiantes de bachillerato tanto en la tarea de anticipaciéon como en la de
interpretacion de las respuestas de los estudiantes. Aunque los estudiantes para profesor del grupo
G1 iniciaron su participacion en el entorno de aprendizaje proponiendo acciones basadas en
contenidos curriculares y los estudiantes para profesor del G4 acciones basadas en procesos
cognitivos, al finalizar su participacion en el entorno de aprendizaje ambos grupos justificaron sus
acciones de ensefianza basadas en procesos cognitivos que implicaban ejercicios en los que los
estudiantes usaran los significados del limite para generar informacion sobre la funcion.

CONCLUSIONES

Este estudio tiene como objetivo caracterizar como estudiantes para profesor desarrollan una mirada
profesional en relaciéon a la ensefianza-aprendizaje del limite de una funcién en un punto.
Caracterizamos este desarrollo considerando tres tipos de actividades profesionales. En primer
lugar, como los estudiantes para profesor concebian el aprendizaje del concepto de limite a partir de
la realizacion de tareas de anticipar respuestas de estudiantes a problemas de limite de funcion que
evidenciaran diferentes niveles de comprension. En segundo lugar como interpretaban respuestas
de estudiantes de bachillerato para inferir niveles de progresion en el aprendizaje. Finalmente, como
generaban y justificaban sus decisiones de ensefianza considerando sus interpretaciones de la
comprension de los estudiantes.

El desarrollo de la mirada profesional se vinculé a dos conexiones. En primer lugar, la relacion
entre el reconocimiento de los elementos matematicos que deben ser usados por los estudiantes para
evidenciar un nivel alto de comprension del concepto de limite y la manera en la que se concibe la
comprension de los estudiantes de bachillerato. En segundo lugar, la relacion entre la manera en la
que se concibe la comprension y como se justifican las decisiones de ensefianza que se proponen.

La manera en la que algunos de los grupos de estudiantes para profesor fueron incorporando los
elementos matematicos que son relevantes en la comprension del concepto, la consideracion de
diferentes progresiones en el aprendizaje y la justificacion de sus decisiones apoyadas en potenciar
los procesos cognitivos en las tareas de anticipar, interpretar y como decidir, mostro evidencias del
aprendizaje profesional de los estudiantes para profesor y por tanto diferentes niveles de desarrollo
de la competencia docente mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los estudiantes.
Teniendo en cuenta como se estructur6 el entorno de aprendizaje, estos resultados parecen indicar
que dicha estructura ayudo6 a los estudiantes para profesor al desarrollo de las tres destrezas que
conceptualizan esta competencia pues cuatro grupos de los cinco fueron capaces de identificar los
elementos matematicos importantes en las respuestas de los estudiantes, interpretar la comprension
de los estudiantes identificando diferentes niveles de comprension y tomar decisiones de accion que
podian ayudar a los estudiantes a progresar conceptualmente.

Este resultado subraya el desafio al que se enfrentan los formadores de profesores de matematicas al
tener que crear entornos de aprendizaje en los programas de formacion que permitan el desarrollo
de la competencia docente mirar profesionalmente ya que se deben superarse concepciones sobre el
aprendizaje del tipo todo o nada y poder incorporar el conocimiento sobre el aprendizaje de las
matematicas en la justificacion de sus decisiones de ensefianza. Ademas, los resultados de esta
investigacion aportan informacion para generar descriptores del desarrollo de la competencia
docente mirar profesionalmente la ensefianza-aprendizaje de las matematicas.
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