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Resumen

Esta comunicacion trata sobre el aprovechamiento de las oportunidades de aprendizaje
matematico generadas en una discusion en gran grupo de un problema de transformaciones
geomeétricas en el que se utiliza GeoGebra para su resolucion. Para ello se toman datos de como
los alumnos de un grupo de 3° de la E.S.O. abordan el problema en un aula en dos momentos:
antes de la discusion y tras la discusion. Esto permite observar la trayectoria de aprendizaje
realizado. Se ejemplifica el estudio con una alumna. En el andlisis se utilizan técnicas de logica
borrosa gracias a las cuales se definen distintos niveles de conocimiento procedimental que
muestra la alumna en los dos momentos. A través de un sistema de reglas borrosas se obtienen
distintos grados de aprovechamiento de las oportunidades de aprendizaje que se logran expresar a
traves de un parrafo.

Palabras clave: oportunidad de aprendizaje matemdtico, aprovechamiento de una oportunidad de
aprendizaje, logica borrosa, descripcion lingiiistica de un fenomeno, geometria.

Abstract

This communication deals with the effectiveness of mathematical learning opportunities generated
in a whole group discussion of a problem of geometric transformations in whose resolution
GeoGebra is used. Data of the attempts to solve the problem before and after the whole group
discussion are obtained in a classroom of 9th graders. This allows us to observe the learning
trajectory of a concrete student. Fuzzy logic techniques are used to obtain the levels of procedure
knowledge a student rises before and after the discussion. Through systems of fuzzy rules, the
degrees of exploitation of learning opportunities are achieved and these results are expressed in a
paragraph written in natural language.

Keywords: mathematical learning opportunity, taking-up of a learning opportunity, fuzzy logic,
linguistic description of a phenomenon, geometry.

INTRODUCCION

Esta comunicacion versa sobre como los estudiantes son capaces de aprovechar oportunidades de
aprendizaje matematico generadas en una discusion en gran grupo. En concreto, el estudio se
realiza para una discusion en gran grupo con estudiantes de 3° de la E.S.O. resolviendo un problema
de trasformaciones geométricas: giro y homotecia. Tras la identificacion de las oportunidades de
aprendizaje, se propone un modelo basado en la logica borrosa para asignar ciertos valores de
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aprovechamiento de estas oportunidades de aprendizaje en un estudiante. Asi se produce un texto
escrito en lenguaje natural en el que se refleja la explicacion de dichos valores.

MARCO TEORICO

Para este trabajo nos movemos entre dos marcos tedricos: el de la generacion y aprovechamiento de
oportunidades de aprendizaje; y el de la descripcion de los modelos borrosos que nos permiten
plasmar resultados acerca del aprovechamiento de oportunidades de aprendizaje.

Sobre las oportunidades de aprendizaje: identificacion y aprovechamiento

Actualmente existe mucha literatura sobre el tema de las oportunidades de aprendizaje matematico.
Mayoritariamente las investigaciones se centran en la identificacion, clasificacion y efectividad de
las mismas. En la presente comunicacion utilizamos identificaciones y clasificaciones previas y nos
centramos en elaborar un estudio en profundidad sobre el efecto que las oportunidades de
aprendizaje provocan en los alumnos y cdmo son capaces de aprovecharlas, lo que se relaciona con
su efectividad.

Se parte de la concepcion social del aprendizaje de Palincsar (1998), considerando que el
aprendizaje surge durante las interacciones que se producen entre distintos miembros de la
comunidad de aprendizaje: alumnos y profesor. Por este motivo, llevamos a cabo el estudio en la
conversacion instructiva llevada a cabo en la discusion en gran grupo, relacionando su efectividad
con la generacion y aprovechamiento de oportunidades de aprendizaje matematico. Apoyamos su
efectividad con el instrumento Instructional Quality Assessment (Boston, 2012), el cual estd
compuesto de diez rubricas divididas en dos bloques: rigor académico y desarrollo de la discusion.
Este instrumento nos permite conocer la calidad de las discusiones en gran grupo, la cual estd
estrechamente relacionada con las oportunidades de aprendizaje matematico que se generan y su
aprovechamiento por parte de los alumnos. Esto es debido a que cinco de las diez rubricas (dos en
el bloque del rigor académico y tres en el bloque de desarrollo de la discusion) estan ligadas con el
papel del alumno. Las rtbricas en cuestion son las siguientes: Discusion entre estudiantes, Huella
matematica, Participacion entre los estudiantes, Conexiones entre los estudiantes y Respuestas de
los estudiantes.

Para identificar las distintas oportunidades de aprendizaje matematico surgidas en la discusion en
gran grupo (Ferrer, Fortuny, Planas y Boukafri, 2014), se propone dividir la discusion en episodios
atendiendo a las dimensiones discursiva, relacionada con la interaccion a lo largo de la discusion, e
instrumental, relacionada con el uso de los distintos artefactos. A partir de estos episodios y de las
distintas situaciones de interaccion que transcurren en el aula, identificamos las oportunidades de
aprendizaje matematico.

Con relacion a las oportunidades de aprendizaje, Brewer y Stasz (1996) distinguen tres elementos:
contenidos curriculares, recursos procedimentales y recursos instructivos. Los dos primeros
relacionan contenidos y conocimientos, por lo que pueden etiquetarse como conceptuales y
procedimentales. Entendemos los recursos instructivos como acciones que facilitan el aprendizaje
de los alumnos y les permiten llegar a un nivel avanzado de adquisicion (Ferrer, Fortuny y Morera,
2014). Por este motivo, etiquetamos este ultimo elemento como argumentativo. Abedi y Herman
(2010) afirman que existe una relacion entre las oportunidades de aprendizaje generadas en el aula y
el rendimiento de los estudiantes, aunque en este estudio cuantitativo los autores no formalizan
cuando una determinada oportunidad de aprendizaje ha sido verdaderamente aprovechada por un
estudiante.

En la presente comunicacion llevamos a cabo un estudio cualitativo basado en el aprovechamiento
que logra un alumno de algunas oportunidades de aprendizaje generadas en clase de matematicas.
En concreto, entendemos el aprovechamiento como la modificacion del conocimiento matematico,
bien sea conceptual o procedimental, que se evidencia tanto en las interacciones producidas durante
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la discusién en gran grupo como en los protocolos escritos del alumno (Ferrer, Doorman y Fortuny,
2015). Entendiendo las trayectorias de aprendizaje como descripciones del pensamiento de los
alumnos seguido a través de rutas en la resolucion de tareas matematicas disefiadas para desarrollar
sus niveles de pensamiento (Clements y Sarama, 2004), logramos determinar la trayectoria de
aprendizaje concreta que sigue el alumno en la resolucion de un problema matematico.

Sobre los modelos de logica borrosa: representacion de predicados y GLMP

La logica borrosa o, en inglés, fuzzy logic es aquella que permite tratar formalmente conceptos
imprecisos. Sus entidades bdsicas son los conjuntos borrosos (Zadeh, 1975), que pueden ser
entendidos como representaciones de predicados graduales (Garcia-Honrado y Trillas, 2011). Por
ejemplo, si consideramos el predicado ‘alto’ definido como logro de un objetivo de aprendizaje, la
logica clésica, que trata con conjuntos binarios, solo permite determinar si el aprendizaje de un
alumno es alto o no; mientras que la logica borrosa asigna para cada alumno grados de
cumplimiento del predicado en el intervalo continuo [0,1]: 0 si no lo cumple y 1 si lo cumple
totalmente. Asi se define una funcién que recrea el significado del predicado ‘alto’ en un nivel de
aprendizaje, como se muestra en la Figura 1.

' /
[

0.5 1.5 1.8 2Zm Muy bajo Muy alto

Figura 1: Conjunto borroso representando el Figura 2: Conjuntos borrosos modelando las
predicado ‘alto’ etiquetas lingliisticas

En oposicion a conjuntos borrosos continuos como el de la Figura 1, que es una funcion continua
definida sobre un intervalo [0.5,2], puede darse el caso de que el espacio sobre el que se defina el
conjunto borroso sea discreto. Entonces se asignard un valor entre 0 y 1 a cada elemento de ese
espacio, y llamaremos a esos conjuntos borrosos, discretos.

Zadeh también introdujo el concepto de variable lingiiistica, entendida como aquella que puede
tomar valores lingliisticos como Muy bajo / Bajo / Medio / Alto / Muy alto. Cada uno de ellos se
representa por un conjunto borroso continuo trapezoidal, debido a su simplicidad en la funcién
(lineal definida por trozos) y a la posibilidad de ser definida por sus vértices. Al conjunto de los
conjuntos borrosos que representa los valores que puede tomar la variable se le llama particién
borrosa (Figura 2).

Combinando los problemas de control borroso con el actual auge de la conocida computacién con
palabras (Zadeh, 1996), surge el paradigma Granular Linguistic Model of a Phenomenon (GLMP)
(Trivifio y Sugeno, 2013), el cual consiste en hacer resumenes lingiiisticos de fendmenos complejos
como puede ser el aprovechamiento de una oportunidad de aprendizaje. De hecho, en la literatura se
pueden encontrar aplicaciones de este paradigma en la evaluacion del aprendizaje de los alumnos
(Sanchez-Torrubia, Torres-Blanc y Trivifio, 2014).

METODOLOGIA

En esta investigacion se toman datos de una discusidon en gran grupo en torno a un problema de
trasformaciones geométricas en el que se utiliza GeoGebra para su resolucion. Una vez conocidas
las oportunidades de aprendizaje que se generan, a través del estudio de la discusion, analizamos los
grados de aprovechamiento que presenta una alumna. Para ello distinguimos tres fases de desarrollo
de la actividad: la primera fase en la que los alumnos entran en contacto con el problema llevando a
cabo una resolucién por parejas; la segunda fase, que se corresponde con la propia discusion; y una
tercera fase en la que los alumnos hacen una reflexion escrita e individual de forma concluyente. De
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la primera y de la ultima fase disponemos de los ficheros generados en GeoGebra, con las notas
aclaratorias hechas por los alumnos. En cuanto a la segunda fase, realizamos una trascripcion de la
discusion en gran grupo.

En todas las fases se aplica una rubrica construida ex profeso para comprobar el aprovechamiento
de las oportunidades de aprendizaje matematico que se generaron. Se analiza el hecho de identificar
las transformaciones y averiguar los elementos que las caracterizan. Se hace una graduacion de los
niveles en los que se hagan estas identificaciones y averiguaciones:

e B =Bajo =1lo menciona.

e M = Medio = hace una explicacion sin reflexion.

e A = Alto = hace una explicacion propia basada en pruebas empiricas o deduccion formal.

Se asignan conjuntos borrosos discretos que explican el grado de nivel alcanzado en cada una de las
fases, y a través de un sistema de reglas se define el aprovechamiento de las distintas oportunidades
de aprendizaje a partir de los valores de la rtbrica.

Seleccion del problema matematico

Para propiciar que una discusion en gran grupo sea rica, se plantea la resolucion de un problema
que suponga un reto para los estudiantes y que permita que demuestren sus saberes aplicados a una
situacion nueva para ellos. El problema que se aborda en esta comunicacién consiste en explicar
qué transformaciones se necesitan para pasar de una figura a otra (Figura 3). Los alumnos han de
conocer el giro y la homotecia y deben identificar en el dibujo los elementos que definen ambas
transformaciones.

(Coémo transformarias el poligono 1 de la
izquierda para conseguir el 2 de la derecha?
Explica con detalle tu respuesta.

Figura 3. Enunciado del problema objeto de estudio
Contexto de la investigacion

Los datos se tomaron en una clase de 3° de la E.S.O. durante el curso 2013-2014. La profesora que
guid la clase presentaba una experiencia docente media y su centro educativo estaba ubicado en un
entorno sociocultural medio-alto.

Los alumnos abordaron el problema con GeoGebra, una herramienta de geometria dindmica con la
que estaban familiarizados. Para su resolucion es imprescindible el uso de una homotecia y de un
giro, no importando el orden en el que se realicen estas dos trasformaciones.

Las intervenciones de todos los participantes en la discusion en gran grupo se registraron en video y
se transcribieron posteriormente para su analisis. Al finalizar la discusion se recogieron los ficheros
de GeoGebra elaborados por los alumnos, tanto en el trabajo por parejas como individualmente
después de la discusion en gran grupo. Dividimos la transcripcion de la discusion en episodios
atendiendo a las dimensiones discursiva e instrumental de la discusion. Utilizamos esta codificacion
de episodios para ejemplificar oportunidades de aprendizaje matemadtico, relacionando contenidos
del conocimiento matematico, tanto procedimentales como conceptuales, con conjuntos de acciones
instrumentales y discursivas producto de los procesos de interaccion creados durante las clases de
matematicas (Ferrer, 2016).
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IDENTIFICACION DE LAS OPORTUNIDADES DE APRENDIZAJE

Tras la fragmentacion por episodios de la discusion en gran grupo se detectaron oportunidades de
aprendizaje. Estas oportunidades surgieron mayoritariamente de la interaccion entre la profesora y
los alumnos, fundamentalmente de las preguntas que ella realiz6. En el siguiente fragmento:

Profesora: ;Como me podéis demostrar que no se puede? ;Qué argumento ten€is para convencerme de
que no hace falta que busque porque no podré ir con una Unica transformacion?

Alba: Con solo una homotecia no puede ser porque los puntos homologos no coinciden.
Profesora: No se cortan todos en un punto. De acuerdo, esto seria un argumento.

Alba: Y como que la casa es mas grande, no habria ninguna otra transformacion que la hiciese mas
grande que no fuese la homotecia, entonces tendriamos que hacer dos como minimo.

Se observa la oportunidad de aprendizaje argumentativa que caracterizamos matematicamente por
‘Darse cuenta que la resolucion de un problema matematico puede requerir argumentos sobre la
composicion de dos transformaciones geométricas: homotecia y giro’. Del mismo modo se recoge
otra oportunidad de aprendizaje argumentativa, caracterizada por ‘Identificar la importancia de los
argumentos obtenidos a través de la visualizacién para justificar la resoluciéon de un problema
geométrico’. Ademas, en el desarrollo de esta discusion también se observan oportunidades
conceptuales como las siguientes:

e Identificar transformaciones geométricas con GeoGebra que resultan de componer un giro y
una homotecia.

e Identificar distintos tipos de homotecia segun el valor de la razén de semejanza.

e Reconocer la equivalencia entre ciertas transformaciones geométricas. En particular, entre
un giro de 180°, una simetria central y una homotecia de razon -1.

Asimismo también queda recogida la oportunidad de aprendizaje procedimental consistente en
utilizar GeoGebra para aumentar el area de una figura y realizar un giro.

ANALISIS DEL APROVECHAMIENTO DE LAS OPORTUNIDADES DE APRENDIZAJE

Estudiamos en profundidad el aprovechamiento que una alumna hace de las oportunidades de
aprendizaje matematico creadas en la discusion en gran grupo, teniendo en cuenta que tanto las
conceptuales como las procedimentales y las argumentativas giran en torno al concepto de giro y de
homotecia. Utilizando una rubrica construida para conocer el nivel de averiguacion de los
conceptos involucrados, se obtienen, en las tres fases de ejecucion del estudio, valores sobre ese
nivel. Los valores pueden ser: bajo, medio, alto, o valores intermedios.

Una vez conocido el nivel de averiguacion de los dos conceptos: giro y homotecia, se compara el
nivel entre la primera y la Gltima fase a través de un sistema de reglas que nos proporciona el nivel
de aprovechamiento de las oportunidades relacionadas con el giro y con la homotecia. Finalmente, a
través de otro sistema de reglas podremos conocer el aprovechamiento general que cada alumno
logro en la discusion en gran grupo.

Definicion de la rubrica

Una vez identificadas las oportunidades de aprendizaje las podemos dividir en dos bloques, uno
relacionado con el giro y otro con la homotecia. Por lo que decidimos hacer una ribrica que tuviera
en cuenta las oportunidades de aprendizaje argumentativas, es decir, la necesidad de cada una de las
trasformaciones y el nivel de argumentacion que hicieron los alumnos para justificarlas. En
concreto, distinguimos si solo las mencion6 o hizo referencia a la proporcionalidad de sus lados y el
mantenimiento de sus angulos, en lo relativo a la homotecia, y a la igualdad de figuras y la
modificacion de la orientacion, en lo relativo al giro.
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Asi mismo, recogemos las oportunidades de aprendizaje conceptuales y procedimentales teniendo
en cuenta los elementos caracteristicos de cada trasformacion y su nivel de adquisicion. En
particular, distinguimos la elaboracion de una tarea inmediata, como puede ser indicar cualquier
centro de giro y luego realizar una translacion; con la aplicacion del conocimiento de que el centro
de giro estd a la misma distancia de un punto y su girado, y proceder a su identificacién por medio
de la construccion a través de la interseccion de dos rectas mediatrices de segmentos que unen
puntos homologos de la figura original y la girada.

Proponemos una rubrica que indique el nivel de adquisicion, pudiendo un alumno mostrar aspectos
de niveles distintos. Por ejemplo, aspectos de bajo y medio si menciona la necesidad de una
homotecia por el aumento de area; intenta una justificacion por lo que adquiere un nivel mas alto
que si solo lo mencionase, pero esta justificacion no es la que se pretende a un nivel medio, donde
al menos tendria que hablar de la proporcion de la figura, o un nivel alto en el cual tendria que hacer
referencia a sus lados y angulos. Por lo tanto, en la rubrica, para cada item de evaluacion en lugar
de indicar cruces en el nivel que alcanza indicaremos el grado con el que alcanza cada nivel. Ese
grado sera un numero del intervalo [0,1] y la suma de los grados de cada item ha de ser 1.

Con relacion al giro valoramos tres items: la averiguacion de la necesidad de realizar un giro, la del
centro de giro y la del angulo del giro. Andlogamente, con relacion a la homotecia valoramos: la
averiguacion de la necesidad de realizar una homotecia, la del centro de homotecia y la de la razon
de homotecia.

Definicion de los sistemas de reglas para el GLMP

El GLMP distingue percepciones de primer y de segundo nivel que desembocan en la percepcion
global. En nuestro modelo las percepciones de primer nivel son las que obtenemos a partir de la
rubrica en la primera y la tercera fase. Definimos las percepciones de segundo orden como el
aprovechamiento en las oportunidades de aprendizaje relacionadas con cada trasformacion, y
calculamos cada una de ellas con un sistema de inferencia borrosa compuesto por un sistema de
reglas. El sistema es analogo para el giro y la homotecia, en lo relativo al giro:

1. Si el alumno averigud el giro a nivel bajo en la primera fase y a nivel alto en la tercera fase,
entonces el aprovechamiento de las oportunidades de aprendizaje relacionadas con el giro ha
sido alto.

2. Si el alumno averiguo el giro a nivel bajo (respectivamente, medio) en la primera fase y a
nivel medio (respectivamente, alto) en la tercera fase, entonces el aprovechamiento de las
oportunidades de aprendizaje relacionadas con el giro ha sido medio.

3. Si el alumno averigu6 el giro a nivel alto en la primera fase, entonces el aprovechamiento de
las oportunidades de aprendizaje relacionadas con el giro ha sido bajo.

4. Si el alumno averigud el giro a nivel bajo en la tercera fase, entonces el aprovechamiento de
las oportunidades de aprendizaje relacionadas con el giro ha sido bajo.

Finalmente, se agregan los dos niveles de aprovechamiento de las oportunidades de aprendizaje
indicando el aprovechamiento general que se ha hecho. Este ltimo paso se hace a través de otro
sistema de inferencia borroso compuesto por las reglas:

1. Si el aprovechamiento de las oportunidades de aprendizaje relacionadas con el giro y la
homotecia ha sido alto (respectivamente, medio/bajo), entonces el aprovechamiento general
de las oportunidades de aprendizaje ha sido alto (respectivamente, medio/bajo).

2. Si el aprovechamiento de las oportunidades de aprendizaje relacionadas con el giro ha sido
alto (respectivamente, bajo) y el de las relacionadas con la homotecia ha sido bajo

258



Analisis del aprovechamiento de oportunidades de aprendizaje generadas en una discusion en gran grupo de un
problema de transformaciones geométricas

(respectivamente, alto), entonces el aprovechamiento general de las oportunidades de
aprendizaje ha sido medio.

3. Si el aprovechamiento de las oportunidades de aprendizaje relacionadas con el giro ha sido
medio (respectivamente, alto) y el de las relacionadas con la homotecia ha sido alto
(respectivamente, medio), entonces el aprovechamiento general de las oportunidades de
aprendizaje ha sido alto.

Con estos sistemas de reglas podemos elaborar un parrafo que resuma el nivel de aprovechamiento
de las oportunidades de aprendizaje de un alumno. Ademas, si fuese necesario, podriamos obtener
un valor numérico resumen del aprovechamiento global mediante el calculo del centro de gravedad
del mismo, como detallaremos mas adelante.

ANALISIS DEL APROVECHAMIENTO DE UNA ALUMNA

Elegimos el caso de una alumna, Alba. Hacemos el andlisis a través de sus ejecuciones en
GeoGebra antes y después de la discusion en gran grupo y de su participacion durante la discusion.
Asi mostramos la trayectoria de aprendizaje que Alba sigui6 en la resolucion del problema.

Aplicacion de la riabrica y su evolucion

Aplicamos la rabrica construida a las tres fases. Respecto a la primera fase, Alba no menciona la
necesidad de componer un giro y una homotecia y deja implicita su justificacion. No obstante,
posteriormente comenta la relacion entre lados homologos para justificar la razén de homotecia y
justifica la obtencién del angulo de giro (Figura 4). Desde la primera fase, estos dos elementos, los
justifica a un buen nivel que luego ird perfeccionando. Respecto al centro de giro y de homotecia,
Alba no refleja un nivel avanzado en su identificacion ya que los elige al azar.

[Para obtener la casa de la derecha hay que
hacer 3 pasos. Primero, hacemos una
\_ ampliacion de razon 1.5, ya que el lado de la
. casa violeta hace 6 y el de la azul 5.
— Entonces, hemos visto que la figura violeta
I tiene un giro de 60° en sentido antihorario,
— asi que hemos girado la ampliaciéon y
después hacemos un vector para trasladarla.]

15.37,2.97)_,

| Aleshres hen) vist qué la figuta lila té jun gir dp 60° et sentit dntihorarj, H i
aixi qiie hem girat I'anjpliacio { despré§ fem urj vector per trasladar-1a. ‘

Figura 4. Resolucion de Alba en la primera fase

En la segunda fase, durante la discusion (Figura 5), Alba argumenta que se necesitan al menos dos
transformaciones haciendo hincapié en la necesidad de utilizar la homotecia. El hecho de hablar de
“al menos dos” indica la posibilidad de eliminar la traslacion. Ademads, introduce la posibilidad de
afnadir un deslizador en GeoGebra para calcular el valor del angulo de giro consiguiendo una mayor
profundidad en su conocimiento de las transformaciones.

Figura 5: Discusion en gran grupo gestionada por la profesora (3° de la E.S.O.)
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Profesora: Es que el 60 este... lo hemos visto muy claro, pero el 60 este... era cuando estaba aqui para
llevarlo aqui abajo, pero ahora para llevarlo de aqui a aqui no tiene por qué ser 60.

Alba: Lo podemos hacer con un deslizador.

Profesora: ;Cémo lo podriamos...? Bueno, con un deslizador lo podriamos hacer hasta que encaje. Pero,
;qué tenemos aqui?

Alba: Podemos hacer una circunferencia porque podremos calcular el angulo.

Profesora: A ver, primero de todo vamos a comprobarlo. Si yo hago una circunferencia por aqui que
pase por aqui, ;me pasa por donde me tiene que pasar?

Todos:  jSi!

En lo que concierne a la tercera fase, la alumna muestra una mayor profundizacion en la obtencion
de los elementos caracteristicos de cada trasformacion. Define el centro de giro a través del calculo
de mediatrices de segmentos que unen puntos homoélogos y utiliza deslizadores para justificar el
angulo de giro y la razéon de homotecia. Estos elementos actian como comprobadores de su primer
razonamiento (Figura 6).

[Se tiene que hacer en dos pasos. Primero hay que hacer
una homotecia para conseguir que la figura inicial tenga
las mismas dimensiones que la figura final que
queremos conseguir. La hacemos con factor de escala
de 1.5 y centro de homotecia un vértice de la figura
inicial. Una vez la tenemos, hay que hacer un giro.
Hacemos las mediatrices entre un punto y su homoélogo
y asi obtenemos el centro de giro. Creamos el
deslizador y nos damos cuenta de que para conseguir la
figura final el giro tendria que ser de 60 grados.]

L

151 contre ¢ homotéciarum vertex de kr hgura insciah
vles mediatrius entre un punt | i

Figura 6. Resolucion de Alba en la tercera fase

Alba elimina de su construccion la traslacion, indica el centro de homotecia, calcula el centro de
giro razonadamente y hace uso de la herramienta de geometria dindmica para demostrar de forma
empirica tanto el angulo de giro como la razén de homotecia. Lo tnico a lo que no hace alusién en
su protocolo escrito es a la necesidad de utilizar el giro.

Basandonos en este analisis conseguimos las puntuaciones recogidas en la Tabla 1. Para cada fase
se puede representar un conjunto borroso discreto. En la primera fase se consigue una suma total de
3.2 de 6 posibles de nivel bajo (B), que denotaremos por 1; 1.5 de 6 de nivel medio (M), que
denotaremos por 2; y 1.3 de 6 de nivel alto (A), que denotaremos por 3. Por lo tanto, lo expresamos
como 0.53/nivel 1+0.25/nivel 2+0.22/nivel 3. Analogamente, obtenemos para la fase 2, 2.1/6 de B,
1.8/6 de M y 2.1/6 de A, o equivalentemente 0.35/1+0.3/2+0.35/3, y para la fase 3: 0.7/6 de B, 1.5/6
de M y 3.8/6 de A, o equivalentemente 0.11/1+0.25/2+0.64/3.
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Tabla 7. Puntuaciones obtenidas en los tres niveles en las distintas fases

‘ H Bajo H Medio H Alto ‘

Identifica Fase || Fase || Fase || Fase || Fase ||Fase ||Fase || Fase || Fase
1 2 3 1 2 3 1 2 3

[ N

‘-Homotecia 05 H H 0.5 H 0.5 H 02 H 05 H 0.8 ‘

- Centro de 1 07 03 1

giro

-Centrode 1 07 03 1

homotecia

- Angulo de 0.5 0.2 05 08 1

giro

-Razin de 02 0.2 08 08 1

homotecia

Para ver la evolucion de Alba podemos representar los grados de adquisicion en las distintas fases.
Para ello calculamos el centro de gravedad de cada fase: 0.53*1+0.25*%2+0.22*3=1.68 en lo relativo
a la primera fase; y procediendo de igual modo, 2 en la segunda y 2.52 en la tercera. Asi podemos
representar graficamente su evolucion e ilustrar la trayectoria de aprendizaje que sigui6 Alba.

En concreto, observamos que Alba ha hecho un aprovechamiento creciente de la oportunidad de
aprendizaje conceptual ‘Identificar las transformaciones geométricas con GeoGebra que resultan de
componer un giro con una homotecia’, llegando a un nivel medio/alto (Figura 7).

2 k//

1

Fzzz1 Fzz=1 Fzza3
Figura 7: Evolucion de Alba en las tres fases
Descripcion lingiiistica del aprovechamiento

Con relacion al giro, en la primera fase se consigue una suma total de 1.7 de 3 posibles de nivel
bajo, 0.8 de 3 de nivel medio y 0.5 de 3 de nivel alto. Por lo tanto, lo expresamos como
0.56/1+0.26/2+0.16/3, con centro de gravedad 1.56. En la tercera fase, el centro de gravedad seria
2.43. Ambos centros de gravedad seran los inputs para el sistema de inferencia borroso de tipo
Mamdani utilizando la t-norma del producto. Calculamos la salida con el programa FisPro
(http://www7.inra.fr/mia/M/fispro/fispro2013 en.html) obteniendo un aprovechamiento: 2.65 con
lo cual lo podemos considerar alto por su proximidad a 3 (Figura 8).

[ inferencia X B inferencia x
Ver dato borroso Ver dato borroso

‘ Reglas |G\rolasm |G"°'as"‘ Aprove... ‘ Reglas |Homale..‘ Homote... Aprove...
i e g 2

Figura 8: Salida del sistema para el aprovechamiento de las oportunidades de aprendizaje relacionadas con el
giro y la homotecia, respectivamente
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Para el calculo del aprovechamiento total de las oportunidades de aprendizaje, hacemos el segundo
modelo de inferencia utilizando como inputs las salidas anteriores y obtenemos un aprovechamiento
global alto (3) de las oportunidades de aprendizaje. Por lo tanto, lingiliisticamente se puede resumir
el aprovechamiento de Alba con el siguiente parrafo:

La alumna Alba ha obtenido un nivel alto de aprovechamiento de las oportunidades de aprendizaje
relacionadas con el Giro y un nivel medio de aprovechamiento de las oportunidades de aprendizaje
relacionadas con la Homotecia. Por lo tanto, se considera que el aprovechamiento total ha sido alto.

CONCLUSIONES SOBRE EL APROVECHAMIENTO DE OPORTUNIDADES

La generacion de oportunidades de aprendizaje es un requisito para crear discusiones en gran grupo
de calidad, pero esta generaciéon debe ir acompanada de cémo los estudiantes son capaces de
aprovecharlas. En este trabajo hemos focalizado la atencion en los alumnos y hemos presentado un
estudio acerca del modo en que una alumna aprovecha las oportunidades de aprendizaje generadas
en una discusion en gran grupo, de forma cuantitativa gracias al empleo de la l6gica borrosa.

Hemos aplicado un modelo conocido como GLMP construido a través de técnicas de inferencia
borrosa que nos permite, a través de una informacion, construir una descripcion lingiiistica de
nuestro objeto de estudio. La informacion la hemos obtenido a través de los ficheros de GeoGebra
de una estudiante antes y después de la discusion; de su intervencion en la discusion en gran grupo;
y de una rubrica definida para el aprovechamiento de unas concretas oportunidades de aprendizaje
matematico surgidas en el aula. En futuros trabajos pueden seguir perfeccionandose estas técnicas
borrosas en dos vertientes. La primera aplicando esta forma de proceder a nuevos modelos de
valoracidon dentro del ambito escolar. La segunda consistiria en perfeccionar los sistemas de reglas,
estudiando su idoneidad y pudiéndose crear a partir de un aprendizaje basado en técnicas de soft
computing utilizando una amplia base de datos.
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