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Resumen

En el presente estudio se documentan las caracteristicas que tiene la resolucion de
problemas, de bisqueda de relaciones, con el uso de geometria dindmica. Un pro-
blema sirve de plataforma para que los estudiantes visualicen, construyen conjeturas
y utilicen argumentos para validarlas.

1. Presentacion de la actividad

Considera una circunferencia con centro en O y radio arbitrario. Sea P un punto en el
plano y R un punto sobre la circunferencia. Se traza el segmento PR y la recta que pasa
por O y R. Se construye la mediatriz del segmento PR. Sea S el punto de interseccién
del segmento PR y la recta que pasa por los puntos O y R. ;Cuadl es el lugar geométrico
de S cuando R se mueve alrededor de la circunferencia?

2. Analisis de la actividad

La comprension del problema, que se plantea en un contexto puramente matematico,
implica identificar las variables. En ese sentido, el resolutor debe observar que la variable
independiente es la posicién del punto P, y la forma que tiene el lugar geométrico que
deja S cuando R se mueve sobre la circunferencia. El problema consiste en identificar
la variacion de la forma de este lugar geométrico respecto a las distintas ubicaciones del
punto P (interior, exterior o frontera).

El uso de software coadyuva considerablemente en la solucién del problema. Es posible
hacer una construccién en las condiciones estipuladas en el enunciado, empleando algunas
de las caracteristicas notables del software como el arrastre, la traza y el lugar geométrico.
En tal contexto, se pueden emprender las siguientes actividades:

= Se deja fijo el punto P y se arrastra el punto R.

= Se construye la traza (o el lugar geométrico) del punto S cuando R se mueve sobre
la circunferencia.

= Cuando el estudiante construye la traza o el lugar geométrico que deja el punto S,
debe identificar la forma del lugar que resulte. Posteriormente, debe argumentar por
qué la solucién es una elipse, circunferencia, hipérbola o parabola.
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= Se puede analizar qué ocurre con el lugar geométrico para casos especiales del punto
P. Por ejemplo, explorar el lugar geométrico que deja S cuando P esté en el centro
de la circunferencia, sobre la circunferencia o en el exterior de ésta.

El manejo de Cabri en la solucién de problemas, ayuda al estudiante a sustentar sus
afirmaciones, via el uso de diferentes recursos matematicos. Desde esta perspectiva, la
actividad intenta establecer un “puente ”entre la visualizacion y la argumentacion de las
ideas matematicas.

Los pre-requisitos: definicién de mediatriz, definiciéon de cada una de las cénicas, criterios
de congruencia de tridngulos. Si el estudiante quiso recurrir a Cabri en la solucion del
problema, debia manejar las herramientas basicas del software como el arrastre, la cons-
truccion de trazas y lugares geométricos, la verificacion de propiedades, la medicién, y el
uso de la calculadora que tiene el software.

Los procesos del pensamiento matematico: la visualizacion, la particularizacion, el estudio
de casos especiales, la construccion de conjeturas, la argumentacién y la demostracion.

Contenidos involucrados en la solucion del problema: la definiciéon de las cénicas, la
variacion desde la perspectiva geométrica.

3. El contexto de las entrevistas

Se presenté a los estudiantes una construccién y se realizo la entrevista, de acuerdo con
unas preguntas previamente establecidas.

De grupo que cursé geometria euclidiana, en la carrera de Matematicas aplicadas (20 de
estudiantes en total), se presentaron seis voluntarios para una entrevista; se seleccioné a
tres de ellos, luego de revisar los reportes escritos y las videograbaciones de clase. La
eleccién se concreté tomando en cuenta los siguientes criterios: un estudiante que resuelva
los problemas con lapiz y papel, y use la tecnologia para comprobar las soluciones; uno
que obtenga parte de la solucién con lapiz y papel y el complemento con tecnologia y uno
mas que prefiriera sustentar sus ideas matematicas con el apoyo de ésta.

El entrevistados expuso el problema en el pizarréon y los estudiantes iniciaron la solu-
cion. Las entrevistas se realizaron por separado, en sesiones de 90 minutos cada una,
aproximadamente.

Cada sesién fue video-grabada. Los alumnos podian utilizar el pizarrén, lapiz y papel o
Cabri. La computadora dispuesta para las entrevistas se conectd a un canén para que
la camara pudiera filmar el proceso de solucién. El estudiante eligié las herramientas a
utilizar.

En la entrevista se siguié un protocolo previamente preparado, con base en la solucién de
la actividad (ver anexos) y en el conocimiento de algunas caracteristicas del pensamiento
matematico de los participantes, como la argumentacién de las ideas matematicas, la
busqueda de patrones, la construcciéon de conjeturas y el manejo de la tecnologia para la
resoluciéon de problemas.
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4. El analisis de las entrevistas
4.1. Entrevista a Perla

Este apartado corresponde a la solucién que, desarrollé Perla acerca del problema plantea-
do en la entrevista. La alumna fue seleccionada porque en las tres primeras actividades,
que integran el presente estudio, respaldd, generalmente, sus argumentos matematicos con
el uso del lapiz y del papel, complementandolos con el uso de la tecnologia.

Perla se aboco en sus reflexiones iniciales a entender el problema; construyé sobre el
pizarrén una grafica semejante a la siguiente:

La alumna pone en practica la estrategia heuristica de hacer los trazos que indica el enun-
ciado del problema, para posiciones especificas del punto R. Durante el proceso dibujé una
circunferencia y dos puntos: O (centro) y un punto P en el interior del circulo. Decidié de-
jar fijos este par de puntos. Dibujé un punto R. Construyé el punto S que resulta de la
interseccion entre la recta OR y la mediatriz al segmento PR. Dicha operaciéon la repi-
tié cinco veces para diferentes ubicaciones del punto R. Dibujé una curva que une los
puntos de interseccion de la mediatriz con la recta que pasa por el centro de la circunfe-
rencia. A continuacion se presenta interaccion con el entrevistador:

Entrevistador: ;Qué estds haciendo?

Perla: Estoy cruzando mds o menos como quedaria el lugar geométrico; quiero ver qué pa-
saria... ;FEs una elipse?

Entrevistador: ;Me estas prequntando? O ;Estds afirmando?

Perla: Estoy afirmando

Entrevistador: ;Como podemos estar sequros de que eso es una elipse? Porque ya lo dijiste
muy sequra.

Perla: Pues... porque aparenta

Entrevistador: Aparenta ser una elipse.

Hasta ese momento la estudiante habia entendido el problema. En la etapa inicial cons-
truyé un bosquejo grafico y percibié que el lugar geométrico buscado era una elipse,
aunque no parecia estar muy convencida. En esta primera aproximacién, la estudiante
empled las ideas clave del problema reflexioné sobre las diferentes condiciones: un punto
R mévil; un punto P fijo para tratar de hacer un bosquejo del lugar geométrico, solicitado
en el problema. Aqui, la visualizacion juega un papel central.

El entrevistador le sugirié a Perla que construyera una figura donde no se vieran los trazos
auxiliares. La alumna construye la siguiente figura:

En el préximo episodio, el entrevistador la cuestiona sobre la conjetura de que el lugar
geométrico que dejo el punto S es una elipse:

Entrevistador: Entonces lo que se quiere es que ti nos justifiques, si quieres hacer una
demostracion o lo que quieras hacer, para que nos convenzas que eso es una elipse, ;Como
nos puedes convencer que esa curva es una elipse?

Perla: Desde cualquier parte que esté R siempre tiene los mismos focos, yo nombraria
focos a O y a P

Entrevistador: Entonces ;qué se cumple?

Perla: Que en cualquier lugar que este R, O y P siempre permanecen en el mismo lugar
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y serian los focos de la elipse.

Entrevistador: ;Qué condicion se debe cumplir para que la figura sea una elipse?
Perla: De que la distancia OS mds la distancia SP es constante.

Entrevistador: La distancia OS mds SP es constante, y eso ;Lo puedes probar?
Perla: ;Con medidas?

Entrevistador: No, digo demostrar.

Perla: ;Demostrarlo? Asi como lo estoy haciendo, ;no?

Entrevistador: Como prefieras.

Perla: S7,

Entrevistador: Entonces ;qué vas a hacer?

Perla: Utilizar Cabri.

Del analisis de este episodio se pueden hacer dos observaciones: Perla conocia la definicion
de elipse y la pudo incorporar a la solucion del problema. La estudiante tiene la creencia
de que la demostracién de una propiedad geométrica se puede hacer a partir de medidas
especificas y en el proceso incorpord, voluntariamente, Cabri como una herramienta de
validacién de sus ideas.

Perla manejé Cabri para hacer una construccién con las condiciones del enunciado del
problema. Posteriormente, dibuja el lugar geométrico del punto S cuando el punto R
se mueve alrededor de la circunferencia. A continuacién midié los segmentos OS, SP y
calculé la suma del par de segmentos. Arrastra el punto R y observa que el resultado de
la suma es constante.

A continuacién se muestran dos gréaficas: una fotografia del original (izquierda) y una
reconstruccién en Cabri (derecha). La reconstruccion se hizo con medidas diferentes a las
usadas originalmente por la alumna. La nueva figura puede ayudar a entender el proceso
de solucién de Perla.

Haciendo una construccién en Cabri para darle seguimiento a una conjetura El entre-
vistador desea profundizar en la creencia que tiene Perla sobre la demostracion. En el
contexto, propicia la siguiente interaccion:

Entrevistador: ;Y para qué los mediste?

Perla: Para ver si es constante y se forma la elipse; para demostrar si es elipse. Y... si
es.

Entrevistador: ;Por qué?

Perla: Porque aunque mueva la R, la suma de los dos de OS y PS es constante.
Entrevistador: ; Y ddnde estds viendo que es constante?

Perla: Aqui (senalando sobre la pantalla el lugar donde realizé la suma)

Entrevistador: ; Y eso ya es una demostracion?

Perla: St

El episodio constituye una evidencia mas de que Perla usé los recursos y estrategias que
tiene el software, para justificar sus ideas matematicas. Desde el punto de vista de la
estudiante, el proceso realizado en Cabri es una demostracion.

En otro momento de la entrevista, se le preguntoé por el lugar geométrico que deja el punto
S cuando P estd muy cerca del centro y R se mueve alrededor de la circunferencia. Perla
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contestd que es una circunferencia y, posteriormente, arrastré el punto P hasta un lugar
préximo al punto O, como se muestra en la siguiente figura:

Maés adelante, se le propuso que imaginara el lugar geométrico de S cuando P esta fuera
de la circunferencia. Se transcribe el didlogo:

Entrevistador: Bueno, entonces podria ser elipse o podria ser una circunferencia; ahora te
prequnto ;qué pasa si P ya no estd dentro? ;Qué pasa si P estd afuera? ;Te lo imaginas?
Perla: ;51 P estuviera fuera de la circunferencia?. No.

Entrevistador: No, bueno, ;Qué esperas?

Perla: No... ;Lo hago en Cabri?

Entrevistador: Como prefieras.

Con esta evidencia se concluye que la estudiante visualizo el lugar geométrico solicitado y
que no hizo casos particulares para realizar un bosquejo gréafico en el pizarron. Posterior-
mente, hizo la construccion en Cabri y a partir de la forma de la gréafica, conjeturd que el
lugar geométrico es una hipérbola. Perla dio muestras de manejar la definicién de hipérbo-
la y de incorporarla a la solucion del problema. En el proceso de justificacién de la nueva
conjetura, utilizé un procedimiento analogo al caso de la elipse.

Construyo la conjetura que la parabola se genera cuando el punto P esta sobre la circunfe-
rencia. En este contexto, la alumna lleva el punto P a un lugar cercano de la circunferencia
y luego redefine P sobre la circunferencia.

Entrevistador: Bueno, ahora otra pregunta, esta ya es la final, ya generaste la circunfer-
encia, la elipse, en alguna parte estaria la pardbola? ;Podrias generar la pardbola?
Perla: ;Moviendo a P sobre la circunferencia?

Entrevistador: ;Me preqguntas?

Perla: ;Puede ser que ahi esté la pardbola, no?

Entrevistador: Pues a ver...

Perla: (Redefine el punto P sobre la elipse)

Se presenta una fotografia del trabajo de Perla en esta parte de la solucion:

En dicha interaccion, el uso del Cabri le permitié encontrar que el lugar geométrico que se
genera, en este caso es un punto y no una parabola, como estaba esperando. Nuevamente,
la alumna uso6 el Cabri como herramienta de validacion o de refutacién de sus conjeturas.

4.2. Entrevista a Vanesa

En esta etapa se presenta la entrevista que se le realizo a Vanesa. El criterio para se-
leccionarla se basé en que en las tres primeras actividades, que conforman el estudio,
respaldé sus argumentos matematicos con el uso de la tecnologia.

Entrevistador: ;Como podrias resolver el problema?

Vanesa: Viéndolo en computadora

Entrevistador: Ah! ;No lo puedes hacer en el pizarron?

Vanesa: Pues es que si, pero... al momento en que se muevan los puntos...
Entrevistador: ;FEntonces qué vas a usar?

Vanesa: Se me hace mds facil en Cabri.

A diferencia de Perla, Vanesa no aborda el problema haciendo un bosquejo en el pizarrén,
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sino que emprende directamente la solucién en Cabri. En la siguiente figura se puede
observar que la alumna usa el software para hacer un bosquejo grafico del enunciado del
problema.

Desde el comienzo del proceso de solucion se pudo observar que la alumna entendié el
problema. Utilizé la estrategia de dejar la traza del punto S; arrastra al punto R y
construye la siguiente grafica:

El entrevistador le pide a la alumna que describa lo que esta haciendo:

Entrevistador: Ya lograste hacer el dibujo; ahora bien ;qué vas a hacer para contestar la
pregqunta?

Vanesa: Pues primero tratar de que el punto R me deje la marca por donde va pasando
cuando yo mueva Q, si? Mover antes que nada a R, lo muevo alrededor de la circunfe-
rencia, entonces pues vemos como se forma la elipse.

Después de que Vanesa logra identificar, visualmente, que el lugar geométrico es una
elipse, el entrevistador le pide que justifique su idea:

Entrevistador: 5 Cdomo vas a ver si esa curva es una elipse o no?

Vanesa: Ver que la suma de las distancias de este segmento que seria RP mds la distancia
que hay entre RP al momento que yo voy a (), posteriormente R también se estd movien-
do, pero esa suma tiene que ser constante, si es elipse, y pues tenemos que ver eso, si?
Entrevistador: A wver...

Vanesa: Al momento que yo muevo a () tenemos que observar la suma de los segmentos
(senala a CR y RP) y pues nosotros estamos observando que este dato es constante.
Entrevistador: ;FEn qué lo estas observando?

Vanesa: Al momento que yo muevo @),

Entrevistador: Siguelo moviendo.

Vanesa: El dato de RP mds RC' cuando yo muevo () si es constante, pues se va a man-
tener si se sigue moviendo

Entrevistador: 'Y ;si se mantiene? o ;no?

Vanesa: Si se esta manteniendo, mientras el punto R se mueve sobre la circunferencia se
va viendo que la suma de los puntos es constante y pues si tiene que ser una elipse.
Entrevistador Bien, ahora otra prequnta, ;ti podrias hacer una demostracion que esto es
una elipse?

Vanesa: Pues...

Entrevistador: A ver, ;si puedes hacer una demostracion?

Vanesa: S7, pero pienso que si podria hacer la demostracion pero, pues... ahorita rdpido
no me imagino como tendrd que hacerse, como empezarla.

La gréfica sobre la que estuvo razonando Vanesa es:

En el episodio se observa que Vanesa (al igual que Perla) aplicé la definicién de elipse y
manejo los recursos del software para justificar su conjetura. En la parte final, se advierte
que Vanesa no cree que el trabajo hecho sobre Cabri sea una demostracion y que durante la
entrevista no pudo hacer la prueba en el pizarrén. Hay que recordar que Perla aseguré que
el trabajo realizado en Cabri era una demostracion.

En otra parte de la entrevista, Vanesa explora el lugar geométrico cuando el punto P se
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localiza sobre la circunferencia y en el exterior de ésta. Para el primer caso, realiza, en
principio, un dibujo sobre el pizarrén. Se muestra una fotografia de su trabajo:

En la figura anterior se observa que la alumna construye una circunferencia con centro en
C. Ubica dos puntos P y @ sobre la circunferencia. Trazé un segmento P(), la mediatriz
a este segmento y la recta que pasa por C'y (). Encontrd el punto de interseccion R
entre la recta mediatriz y la recta que pasa por el centro de la circunferencia. Repitio tal
proceso para varias posiciones especificas del punto (). Vanesa llegd a conjeturar que el
lugar geométrico del punto S es una parébola.

Como se puede ver en la Figura 10, la construccion que Vanesa realizd en el pizarrén
tiene muchos trazos auxiliares. No usé regla o compdas para hacer la construccion; sélo
un marcador. Fue evidente la falta de precision en los trazos y el desconocimiento que
tiene la alumna del teorema, que dice que la mediatriz de una cuerda pasa por el centro
de la circunferencia. Estos tres factores (la cantidad de trazos, la falta de precision y
el desconocimiento de un resultado), propiciaron que Vanesa llegara a conjeturar que el
lugar geométrico estudiado, en este caso, es una pardabola. Posteriormente, decidié darle
seguimiento a su conjetura con el uso de Cabri.

Vanesa: Tenemos la circunferencia y nuestro punto C', nuestro punto () debe estar sobre
la circunferencia, y luego en la construccion de la pardbola yo pienso que P debe de estar
sobre la circunferencia

Entrevistador: ;Y luego?

Vanesa: Para encontrar al punto R tengo que calcular la mediatriz entre P y Q. Oh!
Entrevistador: Dijiste oh! oh!, ;Porqué? ;Te sorprendio?

Vanesa: Porque la interseccion de la mediatriz con la recta que une a P y a Q) quedo sobre
el centro

Entrevistador: 'Y ;ti estabas esperando eso, o no?

Vanesa: No lo esperaba.

Se tiene una nueva evidencia para afirmar que los estudiantes manejan la tecnologia,
como herramienta de validacion de sus ideas matematicas. Vanesa se sorprende porque la
conjetura que hace en el pizarrén difiere de los resultados de la construccion en Cabri. El
uso del software le posibilité a ver que la mediatriz del segmento PR pasa por el centro.
En ese momento, Vanesa encontrd un error y lo superé con ayuda del software.

Desde esta perspectiva, se puede asegurar que la exactitud en los trazos, en ambiente
Cabri, paso a ser parte del conjunto de recursos a disposicién de la resolucion de problemas.
Otro factor importante, en el proceso de resolucién de problemas con Cabri, es que las
construcciones auxiliares se pueden ocultar, mientras que en una construccién con lapiz
y papel no es posible.

En la parte final, se le pide a Vanesa que imagine qué lugar geométrico se genera cuando
el punto P esta fuera de la circunferencia. El entrevistador le pidié que realizara algunos
trazos sobre el pizarrén. La alumna ubica un punto P en el exterior de la circunferencia,
un punto () sobre ésta, y el centro C'. Encontré el punto R, resultado de la interseccion
entre la mediatriz del segmento P(Q) y la recta QQC'. Repitio estos trazos con diferentes
ubicaciones del punto @) sobre la circunferencia. A continuacién se muestra el dibujo:
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Se presenta el dialogo que se produjo mientras Vanesa intenta visualizar el lugar geométri-
co:

Entrevistador: Bueno OK, si P se encuentra fuera de la circunferencia, logras imaginarte
qué lugar geométrico dejaria

Vanesa: No,

Entrevistador: ;No logras imagindrtelo? A ver si los trazos que haces te pueden ayudar.
Vanesa: Vamos a ver. P cualquier punto fuera de la circunferencia, aqui. Voy a construir
los mismos trazos, que seria el segmento P(Q), si nosotros sacamos la mediatriz de P vy
Q, y pues R también seria una interseccion de P(Q) con la recta que une a C' y a Q,
y por ejemplo al sequir moviendo @), si tenemos a () en esta posicion, el punto R va a
quedar aqui. Esto ya mos hace imaginar qué lugar geométrico podria dejar el punto R si
P esta fuera de la circunferencia, la mediatriz de P y @) pasa por aqui y pues ahora R
seria esta. La verdad no me podria imaginar qué lugar geométrico dejaria R.

La estudiante afirma que no logra imaginarse el lugar geométrico que se produce en este
caso. Para contestar la pregunta, usa Cabri y conjetura que se trata de una hipérbola; en
este proceso juega un papel muy importante la visualizacién. A continuacién se presenta
el episodio que se dio en esta parte de la entrevista:

Vanesa: No esperaba esto

Entrevistador: ;No esperabas eso?

Vanesa: No,

Entrevistador: ;Qué aparenta ese lugar geométrico?
Vanesa: Una hipérbola.

El proceso de construccion y seguimiento de la conjetura es similar al que empleé Perla en
este mismo caso: usar la definicién de hipérbola, identificar los focos, hacer las mediciones
y calculos. Por su parte, Vanesa ubicé un punto S sobre el lugar geométrico y calculo las
distancias PS y SC. Mas adelante, calculé6 P.S menos SC'. Arrastro el punto ) sobre la
circunferencia para observar si la diferencia PS — SC' es una constante. A dicha acciéon
de control se le denomina la prueba del arrastre.

El uso de la prueba del arrastre jugé un papel importante en el proceso de argumentacion.

4.3. Entrevista a Socorro

La seccién corresponde al proceso de solucion que llevo a cabo Socorro. Fue elegida por
su desempeno en las tres primeras actividades, del presente estudio, donde respaldé sus
argumentos matematicos con el uso del lapiz y del papel.

Socorro utilizé el pizarréon desde el comienzo del proceso de solucion. Puso en préctica
la estrategia heuristica de hacer los trazos que involucra el enunciado del problema para
posiciones especificas del punto R. En la figura 15a. se puede observar, que la alumna
resalta los puntos de interseccién del segmento PR con la recta que pasa por OR. En la
figura 15b se ve que Socorro unié estos puntos con una curva.

En la figura 15b Socorro hizo varios trazos, los cuales le dificultaron estudiar las propiedades
que hay entre los elementos que la componen. Por esta razén, la alumna decidié dibujar
una figura mas simple, prescindiendo de los trazos auxiliares.
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La alumna conjetura que el lugar geométrico que describe el punto S, cuando R se mueve
alrededor de la circunferencia, es una elipse con focos O y P.

El siguiente episodio corresponde a la justificacion que hizo Socorro de su conjetura:

Socorro: Entonces, quiero probar que la longitud entre el segmento PS, mdas la longitud
del segmento OS, siempre va a ser constante; es decir, vamos a tratar de probar que P
y O son los focos de esa elipse. Entonces, una manera de probarlo podria ser si nosotros
consideramos que el tridngulo PRS estd formado por los tridngulos PH a la interseccion
de la mediatriz con el segmento PR (tridngulo PHS) y también el triangulo RHS.
Entrevistador: OK, si, y ;Qué mds?

Socorro: Ahora, lo que nosotros podriamos saber o determinar respecto a ese triangulo, si
lo unico que sabemos es que esos dos tridangulos tienen dos lados que miden lo mismo, o
sea, aparte de ser rectangulos.

Entrevistador: ;Por qué son rectingulos?

Socorro: Porque el segmento, digo, la linea que va de H a S es la mediatriz del segmento
PR, entonces.

Entrevistador: Adelante

Socorro: PH es igual a HR; ahora si consideramos también el otro lado que tienen en
comun es SH y los dos son tridangulo rectangulo, entonces los dos tienen un lado con
la misma longitud, entonces si los dos tienen dos lados con la misma longitud, esos dos
triangulos son congruentes.

Entrevistador: ;Cudles triangulos son congruentes?

Socorro: El tridngulo PHS, congruente con el triangulo RHS.

Entrevistador: ;Por qué son congruentes?

Socorro: Porque tienen dos de sus lados iguales. Pero... si nosotros queremos determinar si
efectivamente que el tercer lado que es el PS y el PR son de la misma longitud, podriamos
establecer la proporcion de sus lados; es decir, PH esta RH, como HS esti HS, como
PS esti RS, si, pero nosotros sabemos que esto es 1, entonces de ahi se comprende que
PS es igual a RS

Entrevistador: ;Y esto, para qué te sirve? ;Esta conclusion para qué te sirve en el problema
planteado?

Socorro: Si nosotros consideramos que PS' este lado es igual a este otro, entonces nosotros
tenemos que la longitud que a nosotros nos interesa es OS mds SP, queremos que esa sea
constante, ;si? Entonces si consideramos que PS es igual a SR, entonces OS mds SR
eso scuanto es? Es la longitud del radio de la circunferencia original que es OR y eso es
una constante.

Entrevistador: 'Y con eso ;qué pruebas?

Socorro: Con eso se demuestra que efectivamente OP son los focos de una curva y que
esta curva es una elipse.

En esta parte del proceso de solucién, Socorro dio evidencias de que manejo las definiciones
de elipse, de mediatriz y los criterios de congruencia de triangulos. Ademés, mostro su
capacidad para hacer demostraciones de matematicas. Posteriormente, Socorro logré con-
jeturar y demostrar que la circunferencia se genera cuando el punto P coincide con O. A
continuacion el didlogo:
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Entrevistador: ;Qué pasa si P lo acercases hacia el centro? Antes de que lo hagas en
Cabri jqué diria tu intuicion?

Socorro: Que la elipse va a disminuir

Entrevistador: ;Qué quiere decir eso?

Socorro: Que lo que es el lado mayor del eje mayor de la elipse va a irse disminuyendo y
disminuyendo, y esa curva seria un poco mds cerrada

Entrevistador: Qué quiere decir mds cerrada?

Socorro: Que quizds aparentaria circunferencia

En esta parte, la alumna construyé sobre el pizarrén un dibujo donde el punto P coincide
con el punto O. Realiz6 los trazos que le indica el enunciado del problema y argumenta
que el lugar geométrico seria una circunferencia de radio, igual a la mitad de OS = SR:

En otro momento de la entrevista, se le pidié a Socorro que imagine qué lugar geométrico
genera el punto S cuando P estd en el exterior de la circunferencia. Al igual que Vanesa
y Perla, Socorro no logra visualizar el lugar geométrico que se genera en este caso. Para
encontrar la respuesta, decidié usar Cabri.

Después de hacer la construccion y arrastrar los puntos R y P, Socorro conjeturd que el
lugar geométrico es una hipérbola. Uso una estrategia similar a la que empled en el caso
de la elipse, para demostrar la validez de la conjetura.

A pesar de la capacidad que tiene Socorro para resolver problemas, construir conjeturas y
demostrarlas, en el caso del punto P en el exterior de la circunferencia, no logré visualizar
el lugar geométrico. El uso del software le ayudo a visualizar el resultado y a construir una
conjetura. Desde esta perspectiva, se afirma que el uso de la tecnologia en la resolucion
de problemas de variacion, en contexto geométrico, amplifica el dominio de recursos y
estrategias a disposicion del resolutor.

5. Comentarios finales

El empleo que un alumno le dio a la tecnologia, dependié de las cuatro dimensiones
propuestas por Schoenfeld (1985) en la resolucién de problemas: dominio de recursos, de
las estrategias heuristicas y metacognitivas y, al sistema de creencias que tenga sobre las
matematicas.

Las estudiantes entrevistadas pudieron resolver problemas con la ayuda de Cabri. En
esta experiencia la manipulacion del software les permitié desarrollar diferentes niveles de
argumentacion que incluyen:

Nivel 1. El reconocimiento visual. Las estudiantes usan el pizarrén o el entorno Cabri para
hacer trazos que les permitan visualizar un lugar geométrico. La construccién de trazas o
de lugares geométricos juega un papel central en el proceso de visualizacion. A partir de
estas acciones, las estudiantes estuvieron en posibilidad de construir una conjetura.

Nivel 2. La prueba del arrastre. Las alumnas arrastraron los objetos primitivos de la cons-
truccion para verificar si la propiedad visualizada en el nivel 1 es verdadera o no. Esta
prueba también puede ser aplicada para acotar el dominio geométrico, donde se cumple
una propiedad. Las estudiantes utilizaron las definiciones de las cénicas y las herramientas
del software como la medicién y el arrastre para darle seguimiento a una conjetura.
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Nivel 3. La prueba con lapiz y papel. Después de inducir y darle seguimiento a una
conjetura, Socorro hizo demostraciones con lapiz y papel.

En las entrevistas clinicas, se encontraron evidencias para concluir que las estudiantes uti-
lizaron Cabri con fines diferentes y bajo creencias diversas. Por ejemplo, Vanesa la uso para
hacer los trazos y construir conjeturas (herramienta de exploracién), Perla afirmé que
la argumentacién realizada en Cabri constituye una demostracién (herramienta de vali-
dacién) este perfil de uso es peligroso para la formaciéon matematica de los estudiantes,
mientras que Socorro usa el software para comparar los resultados de la demostracion,
hecha con lapiz y papel y la visualizacién de la propiedad en la computadora (herramienta
de comparacién).

Arcavi & Hadas (2000) proponen que los software de geometria dindmica constituyen
laboratorios virtuales en los cuales los alumnos pueden visualizar, experimentar, sorpren-
derse, retroalimentarse y ver la necesidad de construir demostraciones. Si bien es cierto,
que los resultados de la investigacion que se reporta en el presente documento, los alumnos
desarrollan dichas habilidades, también se encontraron casos de alumnos que usaron Cabri
en la solucién de problemas como herramienta de validacion. Dicho perfil del manejo de
la tecnologia, puede conducir a la generacion de creencias erroneas.

Con base al analisis de las entrevistas clinicas, se pudieron apreciar varios procesos cog-
nitivos, ligados con la resolucién del problema:

= La exploracion de la figura desconocida y su comportamiento, cuando se arrastran
los objetos libres.

= El andlisis de las propiedades geométricas de las cénicas, que siguen siendo inva-
riantes bajo el arrastre, y en particular la distincién entre las propiedades de los
objetos matematicos y la apariencia visual.

= La verificacion de las supuestas propiedades geométricas de una conica, usando las
herramientas proporcionadas por el software. Por ejemplo, si un lugar geométrico
da la apariencia visual de ser una elipse, las estudiantes usaron diferentes recursos
y estrategias para argumentar la validez de sus ideas. Un camino comin fue el de
identificar los focos; medir las distancias desde un punto sobre el lugar geométrico,
a cada uno de los focos, y sumar tales distancias. El arrastre se uso para verificar
que la suma de las distancias es una constante.
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