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Resumen

Se estudia para un conjunto X el conjunto ordenado formado por las colecciones
cerradas para uniones con el orden de la contenencia, se hallan cotas para |CU(X)],
y se obtienen propiedades para las fibras de la funcién generado.

Algunas notaciones

A continuacién se presentan algunas notaciones, definiciones y resultados basicos que se
usan en las siguientes secciones.

Cuartetas de colecciones.
Sea X un conjunto, una coleccién A sobre X, es un elemento de p*(X), es decir

A C p(X).

Si A€ p*(X), la cuarteta de colecciones asociada con A es .2140 ccjlc
cA=p(X)—A Ac={B:¢cB=X - Be A}
cAc={B:cB ¢ A} = p(X) — Ac.
Sea A C X.
La coleccién de todos los subconjuntos de A se denota p(A).
o(A4) = {B: B C A}
La coleccién de todos los hiperconjuntos de A es H(A).
H(A)={B:AC B}.
Resultado
1 Jp(A)| = 24 Al = | Ac
2. H(A) = p(cA)c IH(A)| = 21Xl
La coleccién de subconjuntos de A de cardinal k se nota o (A)
pr(A) ={B € p(A): [B| = k} 0<k<|A],

Si {Ak},c; es una coleccion de conjuntos disyuntos dos a dos, entonces

‘Ukel Ak‘ = Dkt 1Akl
La coleccién de subconjuntos de A de cardinal menor que k se nota @5 (A)

pie(A) ={B € p(A) : [B] < k}



MEMORIAS XV ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y III DE ARITMETICA

La coleccién de subconjuntos de A de cardinal mayor que k se denota p1j(A)
pii(A) ={B € p(A): [B| > k}

Resultado

L lpr(A) = ()

2.9(4) = Wl ox(4)

Sean A y B conjuntos. A «~ B denota A es comparable con B, es decir A C B o
BCA

©«(X) denota la coleccién de subconjuntos no vacios de X.

Si A y B son colecciones de conjuntos, A LI B denota:
AUB={AUB:Aec ANB € B}.

Resultado

Si para cada A € A y paracada B€ B AN B =, entonces |AL B| = |A||B|.

1. Definicién y ejemplos

1.1. Definicién

Sea X un conjunto. Una coleccién A es cerrada para uniones de pares si A, B € A,
entonces AU B € A.

El conjunto formado por todas las colecciones cerradas para uniones de pares sobre X se
denota por CU(X).

1.2. Ejemplos sobre conjuntos finitos

Si X = () entonces CU(X) = {0,{0}}.

Si X = {1}, entonces CU(X) = {0, {0}, {0, X}, {X}}

Sea X = {1,2}, o(X) = {0, {1}, {2}, {1, 2}},

P (X) = {0.{0}, ({13}, ({2}, ({1, 24}, {0, {13 3. {0, {2} }, {0, {1, 23}, {{1}. {2},
({1 {1231 {21, 233,40, {13, {23 1,40, {13, {1, 23}, {0, {2}, {1, 2}},
{13, {2}, {1,2}}, (X)}

Hay un total de 14 colecciones cerradas para uniones.

Las siguientes colecciones no son cerradas para uniones:

{0, {1}, {23}, {1}, {2}}.

1.3. Ejemplos sobre un conjunto arbitrario X
0.0, p(X) € CU(X).

1. A€ p(X),p(A) e CU(X)

2. Aep(X), H(A) e CU(X)

3. Sean A, B subconjuntos de _X y A C B. La coleccién de todos los subconjuntos de X
que estan entre A y B notada [A, B] es cerrada para uniones.
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1.4. Proposicion

1. Si una coleccién es cerrada para hiperconjuntos es cerrada para uniones.
2.851 A€ CU(X) y X es finito, entonces A tiene maximo.
3.51Ce CH(X), Ae CU(X)y min(C) C max(A), entonces AUC € CU(X).

C'H(X) denota el conjunto de todas las colecciones linealmente ordenadas o cadenas sobre
X.

4.CH(X) CCU(X).
Demostracion.

2. Toda coleccion finita tiene maximales. Supongamos que A, B € max(.A), entonces como
AeCUX), AUB e Aypor A, Bméax(A), entonces AUB=A, AUB=B y A=B.

1.5. Observacion
Sip2(X) C A y AeCU(X) entonces A = p(X).

1.6. Proposicién

1.Si A€ CU(X), entonces A, = A— {0} € CU(X).
2.51 AeCU(X), 0¢ A, entonces AU{0} € CU(X)
3. Si X es finito |[CU(X)| es un nimero par.
Demostracion.

3.Sean CUWX)={AeCUX):0¢ A} y
CUL(X) = CUy(X)U{0} = {AU{0} : A CUNX)}.
|CUX)| = |CUL(X)

CU(X) = CUX) | CUL(X)

CUX)| = 2|CUNX))

2. El conjunto ordenado (CU(X), Q)

Debido a que el conjunto de colecciones cerradas para uniones esta contenido en el conjunto
de partes de partes de X, @*(X), y este tltimo esta ordenado por la inclusién, entonces
CU(X) hereda el mismo orden. En el siguiente apartado se enumeran algunas de las
propiedades de este conjunto ordenado.

2.1. Proposicién

1. El minimo de CU(X) es la coleccién 0.
2. El maximo de CU(X) es p(X).

2.2. Proposicién
Sea {A;}ier € CU(X), entonces (A; € CU(X).

icl
Demostracion.
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Sea {A;}ier una familia de colecciones de CU(X).
A Be NAi < (Viel)(A Be A).
icl
< (Vie I)(AUB € A;) pues Vi, A; € CU(X)
— AUB¢€ QIAZ
Luego NA;CU(X).
icl
2.3. Observacion

La familia CU(X) no siempre es cerrada para uniones de pares como se verifica con el
siguiente ejemplo:

Sea X ={1,2,3,4}.

Las colecciones A = {{1}}, B = {{2}} son cerradas para uniones pero

AU B = {{1},{2}} no es cerrada para uniones.

2.4. Proposicién
1. Si {A;}ier es una cadena en (CU(X), C), entonces *ngi € CU(X).

2. El conjunto ordenado (CU(X), C) posee elementos maximales.

CU(X)|1a KJ((X))
(X
Ul (0(X) — {{a}} 0 € X}
{0.(X) — {{a)] ra € XJ
CUMlys | {00X) ~ {{a}. {8} :a.b e X)
{p(X) — {{a} ) {a>b}} : a>b = X}

{{A,B,C} : {A,B,C} es una cadena}

(X5 {{A,B,AUB}: A = B}
CUX)], {{A,B}: A,B€ o(X),A~ B}
CUX)|, {4} A€ p(X)}
CUX)], ]

2.5. Proposicién

Sea CINX = {A € p*(X): A,B€ A= AN B € A} la familia de colecciones cerradas
para intersecciones.

1. AeCU(X) <= Ace CIN(X)

2.|CU(X)| =|CIN(X)|.

Demostracién

l)=) AABe Ac<=cA,cBe A= cAUcBe A= c¢(ANB)e A= ANB e Ac
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<) A Be A<= cA,cB€ Ac=cANcB € Ac= ¢(AUB) € Ac= AUB € A.

3. Algunas propiedades de las colecciones no
cerradas para uniones

Una coleccion A es no cerrada para uniones si existen A, B € Ay AUB ¢ A.

Denotamos por NCU(X) a la familia de todas las colecciones no cerradas para uniones
sobre un conjunto X.

3.1. Ejemplos de colecciones no cerradas para uniones

1.Si A,B € p(X), Ay B no son comparables, entonces {A, B} € NCU(X)

2.51 A€ p(X),|A4>1, p(A)—{A} e NCU(X).

.51 A€ p(X),|Al < |X|—-1, H(A) —{X} e NCUX).

4.51 A C pp(X), k< |X|, |Al >2,Ae NCU(X).

5.5 A€ p*(X), A# p(X) v 91(X) C A, entonces A € NCU(X).

6. Si A,B € p(X), Ay B no comparables, entonces{A, B} UD € NCU(X), donde
D e p(p(X) — {AU B}).

7. Si P es una particion de A C X, P € NCU(X).

3.2. Proposicion

1. Si A € p11(X), entonces Fa = H(p2(A)) — H(p(A)) € NCU(X).
2. Si A no es comparable con B, A, Bp1(X), entonces Fu # Fg.

3. Si A no es comparable con B, A, Bp;1(X), entonces Fq N Fp = (..

Demostracion.

1. Sea B € H(p2(A)) — H(p(A)), entonces como B # p(A) existe P C A, y P ¢ B,
como p2(A) € B,{{p} :pe P} C By U{{p}:p € P} =P ¢ B. luego B no es cerrada
para uniones.

2. Si A no es comparable con B, entonces @|2(A) € Fa pero p2(A) ¢ Fp pues
012(B) € p12(A).

3. Sean A y B no comparables y Q € F 4, entonces p|2(A) C @, para cada Q) € Q, existe
Q' = p12(A) € Q, tal quep|2(B) € p12(A) =Qr, ast que Q ¢ Fp y FanFp=0.

3.3. Proposicion

Sea X un conjunto finito | X| > 1. Para cada 1 <k < n, sea

Ce = p11(pk(X)) U pi(p16(X)) = {AUB : A €ppi(pi(X)) y B €p.(px(X))}
1.0, € NCU(X).

251 k#j, CNC;=0.

3.0 Gl < INCU(X)].

Ry <2(‘i§‘) _ (X - 1) <22?;5(‘?‘) _ 1) < |NCU(X).
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Demostracién.

1. Sea F € Cy, entonces F = A U B, donde la coleccion de maximales de F con k elementos
son Ay |A| > 2, esto implica que F no es cerrada para uniones.

2. 851 F € C,NCj , entonces F = Ay UBy, y F' = Ay U By, asi que los maximales de F de
cardinal k£ son A; y los cardinales de F de orden j son A, con k # jA; y As no vacios lo
cual es una contradiccién.

3. Es claro pues la unién U',ji'l Cr. es disyunta..

116N ¢l = lon (o) fou(or(X)] = (2050 = (1) — 1) (25 (5) —1)
Sean A, B € p(X), denotamos por Pap a la coleccion p(p(X)—{A, B, AUB})y escribimos
A ~ B para denotar que A no es comparable con B es decir AL B 'y BYZ A.
3.4. Proposicion
NCU(X)={{A,B}UD:DcPap y A, Bcp(X) y A= B}
Demostracion.
—) AeNCU(X) <= 3JA,Be ANAUB¢A
— {{A, BYD: DPABA, B(X)}
<) AcU{{A,B}UD: D ePspNA BecpX)}
— JA,Be€ p(X),A={A,B}UD, A/ B,AUBeD y A~B.
—dJA, Be ANAUB ¢ A.

3.5. Nota:

Sea X un conjunto finito.

El conjunto g (X) se puede ordenar linealmente:

or(X) = {Ai} , donde mi = ().

Con este ordeng? (X) = p(X) — {0, X'}, se puede ordenar linealmente:

[X[=1 my,

or () = U Uaw

k=1 j=1

donde Ag, € Agy11 1<k<|X|-1

Redefiniendo los elementos de @i(X) en el anterior orden se puede escribir
o1 (X) = (B},

3.6. Proposicion

Sean X un conjunto finito con mas de 1 elemento, | X|=n y

G1 = {B1, B2} Up(p(X) — {B1 U Ba}))

Gi = {Bai-1, Bai} U p(p(X) — {Br}is, — {Bai1 U Bai})) 2<i<2mt 1

1. U?;l_l G; C NCU(X) y la unién es disyunta.

2. Y00, el < INCU(X).
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3. |CUX)| < %22” + %
Demostracion.
1. Claramente G; € NCU(X), 1<i<2X-1_1,

Sii < j, para cada A € Gj,Byj_1,B2j € Ay Bsyi_1,By ¢ A, entonces A ¢ G; y
GinG;=10.

2 |G | = |p( ( ) - {Bk}2Z 1 {BQi—l U BQZ}))| = 22n_2i_1
‘UW g 22‘X‘ =1 gom9i1
=1 .

1 1
_ Lii——L
2n71—1 5on_9; 1 olXI_1 2n71-1 1 2n 1 4( 42”—1—1>
3. Z 2 =2 Zi:l T 2 1_1

n__ 1 n_ 4271—1_1_1 1 n 9
= 2? 1< <1_42” 1 1))2522 1< q2n—1-1 )2622 T3
Luego [CU(X)| <2 — (32" —2) =22" 1 2.
f)y=22"+2  f()=4 f(2)=14 f(3)=214

4. Menor coleccién cerrada para uniones que
contiene a una coleccion dada

Debido a que no todas las colecciones sobre un conjunto X son cerradas para uniones se
estudiard el siguiente problema:

Dada una coleccién de conjuntos encontrar la menor coleccién cerrada para uniones que
contenga a dicha coleccion.

4.1. Proposicién

Sea A € p*(X)

La coleccion N{B € CU(X) : A C B} es cerrada para uniones,

Es decir:

N{B € CU(X) : AC B} es la menor coleccién de CU(X) que contiene a A.

4.2. Definicion

Sea A € p*(X). Se define , la coleccién generada por A como:
(Ay=n{BeCUX): ACB}

4.3. Ejemplos

1. El generado de una coleccién cerrada para uniones es ella misma.
2. El Generado de una coleccion unitaria es ella misma

3. Si Ay B son subconjuntos no comparables de X,
({A, BY) = {4, B, AUB}.

4.4. Proposicién
La funcién : () : p*(X) — CU(X)
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A— N{BeCUX):ACB}
satisface las siguientes propiedades:
1.(0) = 0.
2. (p(X)) = p(X).
3LAC(A).
4. La funcién () es un morfismo de conjuntos ordenados. A C B = (A) C (B).
5. (A)u(B) C (AUB).
6. ({A)) = (A)
7.(ANB) C (A)N(B).
8. Los puntos fijos de la funcién () son las colecciones cerradas para uniones.
(A=A AcCUX)
9. Uz‘el (Ai) © <Ui€I Ai> :

5. Fibras de la funcion generado

En este apartado se estudian para un conjunto finito, todas las preimagenes de una colec-
cion cerrada para uniones, bajo la funcién generado.

A continuacién se establecen algunas propiedades de las fibras de la funcion generado.

5.1. Proposicion

Fy(A) ={A} <= A CH(X)

Demostracién.

i) Si A€ CH(X) y X es finito, entonces < A >= A.

si A,B € A, como A es una cadena se puede suponer A C B, entonces AUB =B € A.

<) Sea A€ CH(X),si<B>=A,con B# A, entonces BC Aluego Be CH(X) y
por

i) < B >= B #A. Asi que Fy(A) = {A}.

—>)Sea Fy(A) = {A}. Siexisten A, B € A, Ano comparable con B, entonces AUB € A,
pues por hipétesis A € CU(X). Sea B = A—{AUB}, B # Ay (A) = (B), asi que F;y(A) #
{A} lo que es una contradiccion. Luego todos los elementos de A son comparables y

Ae CH(X).
5.2. Proposicion
Sean A y B subconjuntos de X.

1 {p1(A)) = p(4) - {0},
2.Fy(p(A)) = {C € p(X) : p1(4) CC S p(A) y BeC)

Demostracién.

1. Sea B € p(A) — {0}, Entonces B =U{{b} : be B},BC A, {{b}:b€ B} C p(A),
luego B € (p1(A)) .

2. Se deduce usando que () es morfismo de conjuntos ordenados y 1.
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5.3. Proposicion

L. {AU{z} 2 ¢ A}) = H(A).

2.Fy(H(A)) ={Ce p*X) : {AU{z}: 2 ¢ A} CCCH(A) y AeC(}
Demostracion.

1. Sea B € H(A), entonces B=U{AU{b} : be B — A},
{Au{b}:be B-—A} C{AU{x} 2z ¢ A}, luego B ({AU{x} :x ¢ A}).
2. Se deduce usando que () es morfismo de conjuntos ordenados y 1.
5.4. Proposicion

. <{AU{z}:x € B— A} >=[A,B|.

2.Fy([A,B])={Ce p*(X): {AU{z}:2€e B-A}CC y AeC}
Demostracion.

Analoga a la de las dos proposiciones anteriores.

5.5. Proposicion

1. Sea A, una coleccién de p subconjuntos unitarios de X : A, = {{x}},_, , entonces
(Ap) = p(P) — {0}, donde P = {wp}i_;.

2.Si AL = {{A}}Y_; € pm(X), 1< m <21 — 1, entonces

Fy(A,) = {UkeK{Ak} FKC{l,2,... >P}}

5.5.1. Proposicion

7. 81 A € CU(X), entonces la colecciéon A es el maximo de Fy(A).
8. 8i D € Fy(.A), entonces min A C D.
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