
COLECCIONES CERRADAS PARA

UNIONES

Carmen Pulido Edilberto Sarmiento
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esarmiento@udistrital.edu.co esarmiento@udistrital.edu.co

Resumen

Se estudia para un conjunto X el conjunto ordenado formado por las colecciones
cerradas para uniones con el orden de la contenencia, se hallan cotas para |CU(X)|,
y se obtienen propiedades para las fibras de la función generado.

Algunas notaciones

A continuación se presentan algunas notaciones, definiciones y resultados basicos que se
usan en las siguientes secciones.

Cuartetas de colecciones.

Sea X un conjunto, una colección A sobre X, es un elemento de ℘2 (X) , es decir
A ⊆ ℘ (X).

Si A ∈ ℘2 (X) , la cuarteta de colecciones asociada con A es
A cA
Ac cAc

cA = ℘ (X) −A Ac = {B : cB = X − B ∈ A}
cAc = {B : cB /∈ A} = ℘ (X) −Ac.

Sea A ⊆ X.

La colección de todos los subconjuntos de A se denota ℘(A).

℘(A) = {B : B ⊆ A}
La colección de todos los hiperconjuntos de A es H(A).

H(A) = {B : A ⊆ B}.
Resultado

1. |℘(A)| = 2|A| |A| = |Ac|
2. H(A) = ℘(cA)c |H(A)| = 2|X |−|A|.

La colección de subconjuntos de A de cardinal k se nota ℘k(A)

℘k(A) = {B ∈ ℘ (A) : |B| = k} 0 ≤ k ≤ |A| ,
Si {Ak}k∈I es una coleccion de conjuntos disyuntos dos a dos, entonces∣∣⋃

k∈I Ak

∣∣ =
∑

k∈I |Ak| .
La colección de subconjuntos de A de cardinal menor que k se nota ℘↓k(A)

℘↓k(A) = {B ∈ ℘ (A) : |B| < k}
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La colección de subconjuntos de A de cardinal mayor que k se denota ℘↑k(A)

℘↑k(A) = {B ∈ ℘ (A) : |B| > k}
Resultado

1. |℘k(A)| =
(|A|

k

)
.

2.℘ (A) =
⊎|A|

k=0 ℘k(A).

Sean A y B conjuntos. A � B denota A es comparable con B, es decir A ⊆ B o
B ⊆ A

℘∗(X) denota la colección de subconjuntos no vacios de X.

Si A y B son colecciones de conjuntos, A� B denota:

A � B = {A ∪ B : A ∈ A ∧ B ∈ B} .

Resultado

Si para cada A ∈ A y para cada B ∈ B A ∩ B = ∅, entonces |A � B| = |A| |B| .

1. Definición y ejemplos
1.1. Definición

Sea X un conjunto. Una colección A es cerrada para uniones de pares si A, B ∈ A,
entonces A ∪ B ∈ A.

El conjunto formado por todas las colecciones cerradas para uniones de pares sobre X se
denota por CU(X).

1.2. Ejemplos sobre conjuntos finitos

Si X = ∅ entonces CU(X) = {∅, {∅}}.
Si X = {1}, entonces CU(X) = {∅, {∅}, {∅, X}, {X}}
Sea X = {1, 2}, ℘(X) = {∅, {1}, {2}, {1, 2}},
℘2(X) = {∅, {∅}, {{1}}, {{2}}, {{1, 2}}, {∅, {1}}, {∅, {2}}, {∅, {1, 2}}, {{1}, {2}},
{{1}, {1, 2}}, {{2}{1, 2}}, {∅, {1}, {2}}, {∅, {1}, {1, 2}}, {∅, {2}, {1, 2}},
{{1}, {2}, {1, 2}}, ℘(X)}
Hay un total de 14 colecciones cerradas para uniones.

Las siguientes colecciones no son cerradas para uniones:

{∅, {1}, {2}}, {{1}, {2}}.

1.3. Ejemplos sobre un conjunto arbitrario X

0. ∅, ℘(X) ∈ CU(X).

1. A ∈ ℘(X),℘(A) ∈ CU(X)

2. A ∈ ℘(X), H(A) ∈ CU(X)

3. Sean A, B subconjuntos de X y A ⊆ B. La colección de todos los subconjuntos de X
que están entre A y B notada [A, B] es cerrada para uniones.
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1.4. Proposición

1. Si una colección es cerrada para hiperconjuntos es cerrada para uniones.

2. Si A ∈ CU(X) y X es finito, entonces A tiene máximo.

3. Si C ∈ CH(X), A ∈ CU(X)y mı́n(C) ⊆ máx(A), entonces A ∪ C ∈ CU(X).

CH(X) denota el conjunto de todas las colecciones linealmente ordenadas o cadenas sobre
X.

4.CH(X) ⊆ CU(X).

5.℘↑k(X) ∈ CU(X), 0 ≤ k < |X|.
Demostración.

2. Toda colección finita tiene maximales. Supongamos que A, B ∈ máx(A), entonces como
A ∈ CU(X), A∪B ∈ A y por A, B máx(A), entonces A∪B = A, A∪B = B y A = B.

1.5. Observación

Si ℘↓2(X) ⊆ A y A ∈CU(X) entonces A = ℘(X).

1.6. Proposición

1. Si A ∈ CU(X), entonces A∗ = A−{∅} ∈ CU(X).

2. Si A ∈ CU(X), ∅ /∈ A, entonces A∪{∅} ∈ CU(X)

3. Si X es finito |CU(X)| es un número par.

Demostración.

3. Sean CU0(X) = {A ∈ CU(X) : ∅ /∈ A} y

CU1(X) = CU0(X) � {∅} = {A∪{∅} : A ∈ CU0(X)} .

|CU0(X)| = |CU1(X)|
CU(X) = CU0(X)

⊎
CU1(X)

|CU(X)| = 2 |CU0(X)| .

2. El conjunto ordenado (CU(X),⊆)

Debido a que el conjunto de colecciones cerradas para uniones esta contenido en el conjunto
de partes de partes de X, ℘2 (X), y este último esta ordenado por la inclusión, entonces
CU(X) hereda el mismo orden. En el siguiente apartado se enumeran algunas de las
propiedades de este conjunto ordenado.

2.1. Proposición

1. El mı́nimo de CU(X) es la colección ∅.
2. El máximo de CU(X) es ℘(X).

2.2. Proposición

Sea {Ai}i∈I ⊆ CU(X), entonces
⋂
i∈I

Ai ∈ CU(X).

Demostración.
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Sea {Ai}i∈I una familia de colecciones de CU(X).

A, B ∈ ⋂
i∈I

Ai ⇐⇒ (∀i ∈ I)(A, B ∈ Ai).

⇐⇒ (∀i ∈ I)(A ∪ B ∈ Ai) pues ∀i, Ai ∈ CU(X)

=⇒ A ∪ B ∈ ∩
i∈I

Ai

Luego
⋂
i∈I

AiCU(X).

2.3. Observación

La familia CU(X) no siempre es cerrada para uniones de pares como se verifica con el
siguiente ejemplo:

Sea X = {1, 2, 3, 4}.
Las colecciones A = {{1}}, B = {{2}} son cerradas para uniones pero

A ∪ B = {{1}, {2}} no es cerrada para uniones.

2.4. Proposición

1. Si {Ai}i∈I es una cadena en (CU(X),⊆), entonces ∪
i∈I

Ai ∈ CU(X).

2. El conjunto ordenado (CU(X),⊆) posee elementos maximales.

CU(X)|2|x| ℘(X)

CU(X)|2|x|−1

℘∗(X)
{℘(X) − {{a}} : a ∈ X}

CU(X)|2|x|−2

{℘∗(X) − {{a}} : a ∈ X}
{℘(X) − {{a} , {b}} : a, b ∈ X}
{℘(X) − {{a} , {a, b}} : a, b ∈ X}

...

...

CU(X)|3
{{A, B, C} : {A, B, C} es una cadena}

{{A, B, A∪ B} : A � B}
CU(X)|2 {{A, B} : A, B ∈ ℘(X), A � B}
CU(X)|1 {{A} : A ∈ ℘(X)}
CU(X)|0 ∅

2.5. Proposición

Sea CINX = {A ∈ ℘2(X) : A, B ∈ A ⇒ A ∩ B ∈ A} la familia de colecciones cerradas
para intersecciones.

1. A ∈CU(X) ⇐⇒ Ac ∈ CIN(X)

2.|CU(X)| = |CIN(X)|.
Demostración

1.)=⇒) A, B ∈ Ac ⇐⇒ cA, cB ∈ A =⇒ cA ∪ cB ∈ A =⇒ c(A∩B) ∈ A =⇒ A ∩B ∈ Ac
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⇐=) A, B ∈ A ⇐⇒ cA, cB ∈ Ac =⇒ cA∩ cB ∈ Ac =⇒ c(A∪B) ∈ Ac =⇒ A∪B ∈ A.

3. Algunas propiedades de las colecciones no

cerradas para uniones

Una colección A es no cerrada para uniones si existen A, B ∈ A y A ∪ B /∈ A.

Denotamos por NCU(X) a la familia de todas las colecciones no cerradas para uniones
sobre un conjunto X.

3.1. Ejemplos de colecciones no cerradas para uniones

1. Si A, B ∈ ℘(X), A y B no son comparables, entonces {A, B} ∈ NCU(X)

2. Si A ∈ ℘(X), |A| > 1, ℘(A) − {A} ∈ NCU(X).

3. Si A ∈ ℘(X), |A| < |X| − 1, H(A) − {X} ∈ NCU(X).

4.Si A ⊆ ℘k(X), k < |X|, |A| ≥ 2,A ∈ NCU(X).

5. Si A ∈ ℘2(X),A �= ℘(X) y ℘1(X) ⊆ A, entonces A ∈ NCU(X).

6. Si A, B ∈ ℘(X), A y B no comparables, entonces{A, B} ∪ D ∈ NCU(X), donde
D ∈ ℘(℘(X) − {A ∪ B}).
7. Si P es una partición de A ⊆ X,P ∈ NCU(X).

3.2. Proposición

1. Si A ∈ ℘↑1(X), entonces FA = H(℘↓2(A))−H(℘(A)) ∈ NCU(X).

2. Si A no es comparable con B, A, B℘↑1(X), entonces FA �= FB.

3. Si A no es comparable con B, A, B℘↑1(X), entonces FA ∩ FB = ∅..
Demostración.

1. Sea B ∈ H(℘↓2(A)) − H(℘(A)), entonces como B �= ℘(A) existe P ⊆ A, y P /∈ B,
como ℘↓2(A) ⊆ B, {{p} : p ∈ P} ⊆ B y ∪{{p} : p ∈ P} = P /∈ B. luego B no es cerrada
para uniones.

2. Si A no es comparable con B, entonces ℘↓2(A) ∈ FA pero ℘↓2(A) /∈ FB pues
℘↓2(B) � ℘↓2(A).

3. Sean A y B no comparables y Q ∈ FA, entonces ℘↓2(A) ⊆ Q, para cada Q ∈ Q, existe
Q′ = ℘↓2(A) ∈ Q, tal que℘↓2(B) � ℘↓2(A) = Q′, aśı que Q /∈ FB y FA ∩ FB = ∅.
3.3. Proposición

Sea X un conjunto finito |X| > 1. Para cada 1 ≤ k ≤ n, sea

Ck = ℘↑1(℘k(X)) � ℘∗(℘↓k(X)) = {A ∪ B : A ∈℘↑1(℘k(X)) y B ∈℘∗(℘↓k(X))}
1.Ck ⊆ NCU(X).

2.Si k �= j, Ck ∩ Cj = ∅.
3.

∑|X |
k=1 |Ck| ≤ |NCU(X)|.

4.
∑|X |

k=1

(
2(

|X|
k ) − (|X |

k

) − 1
) (

2
Pk−1

j=0 (|X|
j ) − 1

)
≤ |NCU(X)|.
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Demostración.

1. Sea F ∈ Ck, entonces F = A ∪ B, donde la colección de maximales de F con k elementos
son A y |A| > 2, esto implica que F no es cerrada para uniones.

2. Si F ∈ Ck ∩ Cj , entonces F = A1 ∪B1, y F = A2 ∪ B2, aśı que los maximales de F de
cardinal k son A1 y los cardinales de F de orden j son A2 con k �= jA1 y A2 no vaćıos lo
cual es una contradicción.

3. Es claro pues la unión
⋃|X |

k=1 Ck es disyunta..

4. |Ck ∩ Cj| = |℘↑1(℘k(X))| |℘∗(℘↓k(X))| =
(
2(

|X|
k ) − (|X |

k

) − 1
)(

2
Pk−1

j=0 (|X|
j ) − 1

)
Sean A, B ∈ ℘(X), denotamos por PAB a la colección ℘(℘(X)−{A, B, A∪B}) y escribimos
A � B para denotar que A no es comparable con B es decir A � B y B � A.

3.4. Proposición

NCU(X) = {{A, B} ∪ D : D ∈ PAB y A, B ∈ ℘(X) y A � B}
Demostración.

=⇒) A ∈NCU(X) ⇐⇒ ∃A, B ∈ A ∧ A ∪ B /∈ A

=⇒ {{A, B}D : DPABA, B(X)}
⇐=) A ∈ ∪{{A, B} ∪ D : D ∈ PAB ∧ A, B ∈ ℘(X)}

=⇒ ∃A, B ∈ ℘(X),A = {A, B} ∪ D, A, B, A∪ B ∈ D y A � B.

=⇒ ∃A, B ∈ A ∧ A ∪ B /∈ A.

3.5. Nota:

Sea X un conjunto finito.

El conjunto ℘k(X) se puede ordenar linealmente:

℘k(X) = {Akj}mk
j=1 , donde mk =

(|X |
k

)
.

Con este orden℘∗
∗ (X) = ℘(X) − {∅, X}, se puede ordenar linealmente:

℘∗
∗ (X) =

|X |−1⋃
k=1

mk⋃
j=1

Akj.

donde Akmk
� Ak+1,1 1 ≤ k ≤ |X| − 1.

Redefiniendo los elementos de ℘∗
∗(X) en el anterior orden se puede escribir

℘∗
∗ (X) = {Bi}2|X|−2

i=1 .

3.6. Proposición

Sean X un conjunto finito con mas de 1 elemento, |X| = n y

G1 = {B1, B2} � ℘(℘(X) − {B1 ∪ B2}))
Gi = {B2i−1, B2i} � ℘(℘(X) − {Bk}2i

k=1 − {B2i−1 ∪ B2i})) 2 ≤ i ≤ 2n−1 − 1.

1.
⋃2n−1−1

i=1 Gi ⊆ NCU(X) y la unión es disyunta.

2.
∑2n−1−1

i=1 22n−2i−1 ≤ |NCU(X)|.
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3. |CU(X)| ≤ 5
6
22n

+ 2
3
.

Demostración.

1. Claramente Gi ⊆ NCU(X), 1 ≤ i ≤ 2|X |−1 − 1.

Si i < j, para cada A ∈ Gj, B2j−1, B2j ∈ A y B2i−1, B2i /∈ A, entonces A /∈ Gi y
Gi ∩ Gj = ∅.
2. |Gi| = |℘(℘(X) − {Bk}2i

k=1 − {B2i−1 ∪ B2i}))| = 22n−2i−1∣∣∣⋃2n−1−1
i=1 Gi

∣∣∣ =
∑2|X|−1−1

i=1 22n−2i−1.

3.
∑2n−1−1

i=1 22n−2i−1 = 22|X|−1
∑2n−1−1

i=1
1
4i = 22n−1

(
1
4

“
1− 1

42
n−1−1

”

1− 1
4

)

= 22n−1
(

1
3

(
1 − 1

42n−1−1

))
= 1

3
22n−1

(
42n−1−1−1

42n−1−1

)
= 1

6
22n − 2

3

Luego |CU(X)| ≤ 22n − (
1
6
22n − 2

3

)
= 5

6
22n

+ 2
3
.

f (n) = 5
6
22n

+ 2
3

f (1) = 4 f (2) = 14 f (3) = 214

4. Menor colección cerrada para uniones que

contiene a una colección dada

Debido a que no todas las colecciones sobre un conjunto X son cerradas para uniones se
estudiará el siguiente problema:

Dada una colección de conjuntos encontrar la menor colección cerrada para uniones que
contenga a dicha colección.

4.1. Proposición

Sea A ∈ ℘2(X)

La colección ∩{B ∈ CU(X) : A ⊆ B} es cerrada para uniones,

Es decir:

∩{B ∈ CU(X) : A ⊆ B} es la menor colección de CU(X) que contiene a A.

4.2. Definición

Sea A ∈ ℘2(X). Se define , la colección generada por A como:

〈A〉 = ∩{B ∈CU(X) : A ⊆ B}
4.3. Ejemplos

1. El generado de una colección cerrada para uniones es ella misma.

2. El Generado de una colección unitaria es ella misma

3. Si A y B son subconjuntos no comparables de X,

〈{A, B}〉 = {A, B, A ∪ B}.
4.4. Proposición

La función : 〈〉 : ℘2(X) −→ CU(X)
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A −→ ∩{B ∈CU(X) : A ⊆ B}
satisface las siguientes propiedades:

1.〈∅〉 = ∅.
2. 〈℘(X)〉 = ℘(X).

3.A ⊆ 〈A〉 .

4. La función 〈〉 es un morfismo de conjuntos ordenados. A ⊆ B =⇒ 〈A〉 ⊆ 〈B〉 .

5. 〈A〉 ∪ 〈B〉 ⊆ 〈A ∪ B〉 .
6. 〈〈A〉〉 = 〈A〉
7. 〈A ∩ B〉 ⊆ 〈A〉 ∩ 〈B〉 .
8. Los puntos fijos de la función 〈〉 son las colecciones cerradas para uniones.

〈A〉 = A ⇔ A ∈ CU(X)

9.
⋃

i∈I 〈Ai〉 ⊆
〈⋃

i∈I Ai

〉
.

5. Fibras de la función generado

En este apartado se estudian para un conjunto finito, todas las preimágenes de una colec-
ción cerrada para uniones, bajo la función generado.

A continuación se establecen algunas propiedades de las fibras de la función generado.

5.1. Proposición

F〈〉(A) = {A} ⇐⇒ A ∈ CH(X)

Demostración.

i) Si A ∈ CH(X) y X es finito, entonces < A >= A.

si A, B ∈ A, como A es una cadena se puede suponer A ⊆ B, entonces A ∪ B = B ∈ A.

⇐=) Sea A ∈ CH(X), si < B >= A, con B �= A, entonces B ⊆ A luego B ∈ CH(X) y
por

i) < B >= B �=A. Aśı que F〈〉(A) = {A}.
=⇒)Sea F〈〉(A) = {A}. Si existen A, B ∈ A, A no comparable con B, entonces A∪B ∈ A,
pues por hipótesisA ∈ CU(X). Sea B = A−{A∪B},B �= A y 〈A〉 = 〈B〉 , aśı que F〈〉(A) �=
{A} lo que es una contradicción. Luego todos los elementos de A son comparables y
A ∈ CH(X).

5.2. Proposición

Sean A y B subconjuntos de X.

1. 〈℘1(A)〉 = ℘(A)− {∅}.
2.F〈〉(℘(A)) = {C ∈ ℘2(X) : ℘1(A) ⊆ C ⊆ ℘(A) y ∅ ∈ C}

Demostración.

1. Sea B ∈ ℘(A) − {∅}, Entonces B = ∪{{b} : b ∈ B}, B ⊆ A, {{b} : b ∈ B} ⊆ ℘1(A),
luego B ∈ 〈℘1(A)〉 .

2. Se deduce usando que 〈〉 es morfismo de conjuntos ordenados y 1.
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5.3. Proposición

1. 〈{A ∪ {x} : x /∈ A}〉 = H(A).

2.F〈〉(H(A)) = {C ∈ ℘2(X) : {A ∪ {x} : x /∈ A} ⊆ C ⊆ H(A) y A ∈ C}
Demostración.

1. Sea B ∈ H(A), entonces B = ∪{A ∪ {b} : b ∈ B − A},
{A ∪ {b} : b ∈ B − A} ⊆ {A ∪ {x} : x /∈ A}, luego B ∈ 〈{A ∪ {x} : x /∈ A}〉 .

2. Se deduce usando que 〈〉 es morfismo de conjuntos ordenados y 1.

5.4. Proposición

1. < {A ∪ {x} : x ∈ B − A} >= [A, B].

2.F〈〉([A, B]) = {C ∈ ℘2(X) : {A ∪ {x} : x ∈ B − A} ⊆ C y A ∈ C}
Demostración.

Análoga a la de las dos proposiciones anteriores.

5.5. Proposición

1. Sea Ap una colección de p subconjuntos unitarios de X : Ap = {{xk}}p
k=1 , entonces

〈Ap〉 = ℘(P ) − {∅}, donde P = {xk}p
k=1.

2. Si A′
p = {{Ak}}p

k=1 ⊆ ℘m(X), 1≤ m ≤ 2|X | − 1, entonces

F〈〉(A′
p) =

{⋃
k∈K{Ak} : K ⊆ {1, 2, . . . , p}}

5.5.1. Proposición

7. Si A ∈ CU(X), entonces la colección A es el máximo de F〈〉(A).

8. Si D ∈ F〈〉(A), entonces mı́nA ⊆ D.
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[10] SUÁREZ, M., El grupo de Klein y la Teoŕıa de la Adjunción en la Topoloǵıa Conjun-
tista. Tesis de Magister Dirigida por Carlos Ruiz S, Programa de Magister U. Nal.
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