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Resumen

Presentamos el concepto de drea desde el punto de vista de Euclides, de Hilbert y
lo comparamos con la presentacién que se hace en algunos textos de la educacién
bésica, media y universitaria.

1. El concepto de area en Euclides

Los Elementos son reconocidos como una de las obras que ha ejercido més influencia
en el desarrollo de las matematicas en diferentes épocas; de hecho, durante 22 siglos se
constituyd en la base de las matematicas, en el modelo de un sistema formal para las
mismas, por lo cual es justificable que sea uno de los libros méas editado e impreso en
el mundo. Euclides, su autor, un matematico alejandrino de finales del siglo IV a.C., es
reconocido por su habilidad expositiva y pedagogica; en particular, los Elementos, bien
pueden considerarse como un libro de texto para iniciar a los aprendices en el estudio
de la geometria y, en general, de todas las matematicas elementales conocidas en esa
época (aritmética, geometria y algebra), descritas y organizadas 1dgicamente, de manera
que cada proposicion pudiera ser justificada con base en unos postulados, definiciones y
proposiciones demostradas previamente.

Los Elementos incluyen trece libros: los seis primeros sobre geometria plana, los libros
VII, VIII y IX de aritmética (teoria de nimeros), el libro X sobre los inconmensurables y
los 1ltimos tres sobre geometria del espacio. En el libro primero, ademas, se establecen 23
definiciones, 5 postulados y 5 nociones comunes, las cuales son el punto de partida para
el desarrollo de toda la obra.

Las 48 proposiciones que componen el primer libro abarcan construcciones y propiedades
de las figuras planas rectilineas y el concepto de congruencia, o igualdad, entre ellas. El
concepto de area se aborda por primera vez en la proposicién 34, sin que haya explicita-
mente alguna definicién o se recurra a numeros y formulas para expresarla; Euclides
establece, de manera implicita, cuestiones relativas al area de figuras planas, en térmi-
nos de magnitudes y proporciones que, en tultimas, aportan las condiciones basicas del
concepto; esto se evidencia, particularmente, en la proposicién 35 del libro I, debido a la
ampliacién de la idea de igualdad de figuras planas.
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La primera idea de igualdad aparece en la nocién comun 7, la cual establece: Las cosas
congruentes entre si, son iquales entre si, entendida esta congruencia en el sentido de
encajar, ajustar o coincidir. Tradicionalmente, esto se interpreta como un principio de su-
perposicion: si una cosa puede trasladarse para coincidir con otra, entonces son iguales; sin
embargo, como lo enuncia Campos (1994), corresponde a una coincidencia experimental
que no es valida desde el punto de vista axiomatico.

Es evidente que Euclides no era muy partidario del uso de este principio, pues solo lo uso en
la proposicién I-4, el primer criterio de congruencia de tridngulos': Si dos tridngulos tienen
dos lados del uno iguales a dos lados del otro e iguales los angulos comprendidos por los
lados iguales, tendrdn iguales sus bases y los dos triangulos serdn iguales. Tiene sentido
este rechazo, tal vez por que no estd muy claro qué significa sobreponer un triangulo
en otro, podria interpretarse como mover el triangulo para colocarlo encima de otro, y
el movimiento, aunque fuera sin deformacion, no estaba considerado en la geometria,
ésta estudiaba los objetos inmoviles y sélo en la astronomia se admitia y estudiaba el
movimiento de los objetos?.

En la proposicion 1-2, construir en un punto dado un segmento igual a otro dado, al igual

que en la I-4, pareciera que hay movimiento de un segmento, pero lo que se hace es una
construccién con regla y compas:
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Sea BG el segmento dado y A, el punto dado. Se construye sobre el segmento el tridngulo
equildtero ADB (Proposicién I-1), se prolongan los lados DA y DB (Postulado 2) y se
trazan las circunferencias con centro en B y radio BG y con centro en D y radio DH
(Postulado 3). Entonces, el segmento BG es igual al segmento BH, el segmento DL es
igual al segmento DH y el segmento DA es igual al segmento DB, de donde el segmento
BH resulta ser igual al segmento AL (Nocién comin 3) y, por lo tanto, GB es igual a AL
(Nocién comun 1). Asi, construimos un segmento igual a GB en el punto A.

1Criterio Lado-Angulo-Lado

2Este problema fue solucionado por Helmholtz en 1887, con su principio de libre movilidad. Este
principio fue incluido por Hilbert entre los axiomas de congruencia en sus Grundlagen der Geometrie. Un
estudio detallado de este problema aparece en Campos, 1994.
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Otras proposiciones relacionadas con la igualdad de figuras en términos de congruencia,
recurren a la proposicion I-4, y a otras que se van demostrando. Los enunciados son:

[-8: Si dos triangulos tienen dos lados del uno iguales a los lados del otro e iguales las

bases, tendrdan iguales los anaulos comvrendidos vor los lados iauales.
H
D
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E

[-23: Sobre una recta dada y en uno de sus puntos construir un dngulo rectilineo igual a
otro rectilineo dado.

/H\
A z B
o
4
E
[-26: S dos triangulos tienen dos dngulos y un lado iguales, ya sea este lado el situado
entre los dngulos iguales o el subtendido por uno de los dngulos iguales, tendran iguales

los otros dos lados u el tercer dnaulo.
A

D
B a EAAZ

La proposicion 1-34, Los lados y los dngulos opuestos de regiones paralelogramicas son
wquales entre si y la diagonal divide en dos dichas regiones, inicia el estudio de area de
figuras rectilineas -sin hacer mencion explicita de la palabra area-, es una primera com-
paracién entre triangulos y paralelogramos, basada en la congruencia de los dos triangulos,
como se ve en la demostracion de la tltima parte del enunciado:

“Digo también que la diagonal divide en dos regiones iquales a una region paralelogramica
porque siendo AB igual a GD y BG comin, los dos segmentos A y BG serdn iguales a los
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dos GB y DG y el angulo ABG igual al BGD. Por tanto, la base AG serd igual a la BD
y el tridngulo ABG iaual al BGD. l.a.a.d.” (Euclides. traduccién de Vera. 1970, p.725)

: ! B

1.1. Igualdad de figuras planas rectilineas en términos de areas

Hasta aqui la igualdad sélo estd contemplada en el sentido de congruencia, aplicando
segmentos, angulos y triangulos; sin embargo, sin hacer alguna referencia a algiin cambio
en el significado del término igual; en la proposicion 1-35, Euclides introduce por primera
vez una idea de igualdad entre figuras rectilineas, sin necesidad de que éstas tengan la

misma forma, una igualdad referida al drea de las figuras?.

La proposicion 1-35 establece que Los paralelogramos que estan sobre la misma base vy
entre las mismas paralelas son iguales.

Para demostrarla, Euclides considera los paralelogramos ABGD y EBGZ, sobre la misma
base BG y entre las mismas paralelas AZ y BG. Por ser paralelogramos, los segmentos
AB y BG son iguales y, de manera analoga, los segmentos EZ y BG, y los segmentos AB
y DG (Proposicién 1-34), por lo cual AD y EZ son iguales (Nocién comin 1). Sumando
el segmento comin DE; los segmentos AE y DZ resultan ser iguales (Nocién comin 2).
Por otra parte, por ser paralelos los segmentos AB y DG (Proposicién 1-33), los angulos
ZDG y EAB son iguales (Proposicién 1-29), con lo cual el tridngulo EAB es igual al
tridngulo DZG (Proposicién 1-4).

Restando el tridngulo comin DHE, resultan iguales los trapecios ABHD y EHGZ (No-
cién comun 3) y, sumando a éstos ultimos el tridngulo comin BHG, se concluye que los
paralelogramos ABGD y EBGZ son iguales (Nocién comin 2), como se queria demostrar.

3Legendre introdujo el término equivalente para expresar este sentido més amplio de la igualdad,
restringiendo el término igual s6lo para las figuras congruentes (Heath, 1956). De hecho, algunas traduc-
ciones de los Elementos, como la de Vera (1970), utilizan la palabra equivalente en estas proposiciones, en
lugar de la palabra igual, usada en las proporciones de congruencia. Nosotros no haremos esta distincién.
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Se observa, en la demostracion de esta proposicion, que Euclides trata a las figuras como
magnitudes; es decir, que implicitamente senala que el drea es una magnitud, pues suma
y resta areas iguales y utiliza las nociones comunes para garantizar la igualdad de las
nuevas areas que se obtienen de estos procedimientos, que antes habian sido usadas para
las longitudes, el area es la segunda magnitud que aparece en los Elementos. Incluso, en
el desarrollo de la demostracion para establecer la igualdad de paralelogramos, usa como
argumento la igualdad entre dos trapecios, evidentemente no congruentes.

De manera similar se observa en las siguientes tres proposiciones, de las cuales sélo pre-
sentamos el enunciado y el dibujo de la construccion:

[-36: Los paralelogramos colocados sobre bases iquales y entre las mismas paralelas son
1quales
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De lo anterior, podemos concluir que el area de un paralelogramo y de un triangulo
dependen de la base y de la altura, pues todos los triangulos, o paralelogramos, que
tienen la misma base y estan entre las mismas paralelas tienen la misma area. Una idea
un poco maés elaborada aparece en la proposicion I-41: St un paralelogramo tiene la misma
base que un tridngulo y estan colocados entre las mismas paralelas, el paralelogramo es
el doble del triangulo, es decir que Euclides afirma, sin recurrir a formulas, que el area
del triangulo es la mitad del area de un paralelogramo de igual base y altura. Veamos la
construccién:

Considérese el triangulo EBG con base BG igual a la del paralelogramo ABGD y colocados
entre las mismas paralelas AE y BG. Tracese la recta AG y entonces, los tridngulos ABG
y EBG son iguales (proposicién 1-37); ademds, El paralelogramo ABGD es doble del
tridngulo ABG (Proposicion 1-34), luego, el paralelogramo ABGD es el doble del triangulo
EBG, como se queria demostrar.

1.2. Construccion de paralelogramos iguales a otras figuras
planas rectilineas

Con la proposicion 1-42, Construir, en un dngulo rectilineo dado, un paralelogramo igual
a un tridngulo dado, Euclides muestra una nueva perspectiva en su estudio sobre areas
de figuras rectilineas, denominada aplicacion de areas. Antes de esta proposicion, presen-
ta varias situaciones en las cuales tridngulos y paralelogramos tienen areas iguales y el
resultado de que un tridngulo tiene la mitad del drea de un paralelogramo; pero ahora,
el interés estda en construir figuras que tengan la misma area que una figura dada. La
construccién y demostracion elaborada por Euclides para esta proposicion es como sigue:

Sea el triangulo ABC y el angulo D. Construya el punto medio E del segmento BC
(Proposicién 1-10), tracese el segmento AE y constriyase el angulo CEF igual al dngulo
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dado D (Proposicién 1-23). Tracese la recta paralela a BC en el punto A y la recta paralela
a EF en el punto C (Proposicién 1-31), la interseccién de éstas serd G.

Los tridngulos ABE y AEC son iguales (Proposicién 1-38); luego, el tridngulo ABC es el
doble del tridangulo AEC y como el paralelogramo EFGC (Proposicién 1-33) es también
el doble del tridngulo AEC (Proposicién 1-41), dicho paralelogramo, construido con un
angulo igual a D, es igual al tridngulo dado (Nocién comun 1).

Con la proposicién 45, se extiende el procedimiento a cualquier figura; esto es, cualquier
figura rectilinea puede transformarse en un paralelogramo: Construir, en un dngulo rec-
tilineo dado, un paralelogramo iqual a una figura rectilinea dada.

Asi, el area de una figura rectilinea se reduce al area de un paralelogramo, lo cual apunta,
como se vera mas adelante, a la posibilidad de cuadrar una figura cualquiera y con esto,
reducir sustancialmente el problema de determinar el area de una figura. La estrategia para
demostrar esta proposicion es dividir la figura dada en tridngulos y usar la proposicién
[-42, las veces que sea necesario, con la condicién adicional de un segmento, pues se debe
construir cada paralelogramo con un lado comin al primer paralelogramo ya construido.
Este artificio es posible gracias a la proposicion 1-44: Aplicar en un segmento dado y en
un dangulo rectilineo dado, un paralelogramo igual a un tridngulo dado.

1.3. Descomposicion de figuras rectilineas planas en otras
figuras rectilineas planas

En las proposiciones [-45 y [-47, aparece una nueva idea, la posibilidad de expresar un area
como suma de otras. El Teorema de Pitdgoras (Proposicion 1-47) es tal vez el ejemplo mas
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conocido de este planteamiento sobre el area: En los triangulos rectingulos el cuadrado
construido sobre el lado opuesto al angulo recto es igual a los cuadrados construidos sobre
los lados que forman ese dnqgulo recto.

Este nuevo elemento sobre el estudio del area, se hace més evidente en el libro II de
los Elementos, usualmente catalogado como Algebra Geométrica, debido a que las 14
proposiciones que alli se incluyen son andlogas a expresiones algebraicas que permiten
la factorizacion de polinomios y la soluciéon de ecuaciones cuadraticas. Sin embargo, los
principios expuestos también hacen referencia implicita a la posibilidad de transformar
un area en la suma de otras; en particular, el area de rectangulos como suma de otros
rectangulos®.

Ejemplos de esta precision son las proposiciones:

I1-1: Si una de dos rectas se divide en un numero cualquiera de partes, el rectangulo
comprendido por dichas rectas equivale a los rectangulos comprendidos por la no dividida
y por cada una de las parciales.

z

4La propuesta de dlgebra geométrica se basa en 4reas de rectdngulos, debido a que la multiplicacién
de dos segmentos, en Euclides, da como resultado un rectangulo. Esta idea se mantuvo hasta Descartes,
quien, basado en la proposicién 12 del libro VI de los Elementos, mostré una manera para que el producto
de dos segmentos sea un segmento.
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I1-2: Si se divide de un modo cualquiera una recta, el rectdngulo comprendido por la recta
entera y cada una de sus partes es equivalente al cuadrado de la recta entera.

I1-4: Si se divide de modo cualquiera una recta por un punto, el cuadrado de la recta
entera equivale a los cuadrados de las partes mdas el doble del rectangulo comprendido por

las partes.

A G B
T H K
D = E

I1-6: 5% se divide una recta en dos partes iguales y se prolonga, el rectdngulo comprendido
por la parte entera, mas la prolongacion, y por la prolongacion, junto con el cuadrado
de la recta mitad, es equivalente al cuadrado de la recta formada por la recta mitad y la

prolongacion.

1.4. Cuadraturas de figuras planas rectilineas

El significado de la palabra cuadratura esta relacionado con la posibilidad de construir
un cuadrado con la misma drea de una figura dada. La proposicién 11-14°, resuelve es-
ta cuestion para una figura rectilinea cualquiera, construyendo un cuadrado igual a un

5Construir un cuadrado igual a una figura rectilinea dada.
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rectangulo; asi, el primer paso de la construccién remite a la proposicion 1-45. Una vez
construido el rectangulo CBED, igual a la figura A, se toma el caso en que uno de los
lados, en este caso BE, sea mayor, pues si los lados fueran iguales ya estaria concluido el
problema.

Se prolonga entonces el segmento BE hasta el punto F, tal que EF sea igual a ED, se
encuentra el punto medio G del segmento BF y se traza la circunferencia con centro en
G y radio GF. Se prolonga el segmento DE hasta que se interseque con la circunferencia,
el punto H, y se traza el segmento GH.

Como el segmento BF esta dividido en partes iguales por G y en partes desiguales por E,
el rectangulo comprendido por BE y EF mas el cuadrado de lado EG es igual al cuadrado
de EF (Proposicién 11-5) y al cuadrado de GH, pues éste ltimo es igual al segmento EF
(Nocién comun 1). Por otra parte, el cuadrado de EG més el cuadrado de EH es igual al
cuadrado de GH (Proposicién 1-47), luego el rectangulo comprendido por BE y EF mas
el cuadrado de lado EG es igual a el cuadrado de EG mads el cuadrado de EH (Nocién
comun 1).

Restando el cuadrado comtn de lado EG, el rectangulo comprendido por BE y EF resulta
ser igual al cuadrado EH (Nocién comun 3), como se queria demostrar, pues EF es igual
a ED. Entonces, el cuadrado de la do EH es igual a la figura A dada.

Con esta proporcion cualquier figura rectangular, y en 1ltimas cualquier figura rectilinea,
puede cuadrarse; esto, en suma, significa encontrar el area de la figura, pues el cuadrado es
una medida canoénica del area. Al parecer la proposicion I1-14 era un fin en si mismo al que
apuntaba Euclides en relacién con el area, pues este resultado no se usa en la demostracion
de otras proposiciones; de cierta manera, él observa que con esta proposicién se soluciona
el problema del area de las figuras rectilineas. El problema del area del circulo requiere
otros artificios y éste es el siguiente aspecto que sobre el estudio de areas aparece en los
Elementos.

1.5. Areas proporcionales

En los libros V y VI se expone en detalle la teoria de proporcionalidad, desarrollada por
Eudoxo, para magnitudes geométricas. En particular, para el caso del area, las proposi-
ciones 1 y 20 del libro VI, permiten ampliar el espectro de areas calculables, paso preli-
minar para el estudio del area del circulo. Tales proposiciones enuncian lo siguiente:
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VI-1: Los triangulos y paralelogramos que tienen la misma altura son entre si como sus
bases®

VI-20 Los poligonos semejantes se dividen en el mismo numero de tridangulos semejantes
con la misma razon que los totales y son entre si como las razones duplicadas de los lados
homaologos

En esta proposicion, Euclides reduce el problema a la semejanza entre triangulos, estable-
cida con las proposiciones VI-5, VI-6, VI-7 y VI-19. La intencién no es encontrar el area
del poligono, pues este problema ya habia sido abordado en los libros I y II, el interés
de Euclides esta en comparar areas de poligonos semejantes, como un primer paso para
comparar luego areas de poligonos semejantes con infinitos lados, como efectivamente se
evidencia en la proposicion 1 del libro XII, preparatoria de la cuestion del area del circu-
lo: Los poligonos semejantes inscritos en circulos son entre si como el cuadrado de los
diametros.

6En la demostracién de esta proposicién se recurre a las proposiciones I-41 y VI-4 y a la definicién 5
del libro V, considerada la base de la teoria de proporciones: Se dice que magnitudes estan en la misma
razon, la primera a la seqgunda y la tercera a la cuarta, cuando, tomados cualesquiera equimultiplos de
la primera y la tercera y cualesquiera equimuiltiplos de la sequnda y la cuarta, entonces los primeros
equimultiplos ambos exceden, son iguales o son menores que los seqgundos equimultiplos, tomados en el
orden correspondiente.
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Por 1ltimo, con la proposicion XII-2: Los circulos son entre si como el cuadrado de sus
diametros, Euclides finaliza su estudio sobre dreas de figuras planas, haciendo uso por
primera vez del método de exhaucién, hoy denominado de paso al limite, y varios de los
resultados expuestos anteriormente’.

AN

Como vemos, el concepto de area en Euclides no requiere el uso de niimeros ni de férmulas,
pero si enfatiza en el concepto de area como la equivalencia de figuras que tienen igual
descomposicion en figuras congruentes.

2. El Concepto de area en Hilbert

El libro Fundamentos de la Geometria, de David Hilbert, publicado por primera vez
en 1899, pone el punto final al desarrollo axiomatico de la geometria, dejando de lado

"Un estudio detallado de esta proposicién se encuentra en Luque, C., Mora, M., Torres, J. Euclides y
el circulo, En: memorias XIV Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones y II Encuentro de Aritmética.
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los significados habituales de los conceptos geométricos, que son tutiles para descubrir y
aprender teoremas, pero que no tienen importancia alguna para su demostracién, usa
como términos no definidos: punto, recta, plano y las relaciones entre ellos: estar situado
entre, ser congruente, ser paralelo y ser continuo.

En el primer capitulo se presentan los axiomas y algunas de sus primeras consecuencias,
estan divididos en cinco grupos:

I. Axiomas de pertenencia

I 1. Dados dos puntos A, B existe siempre una recta, a, a la cual pertenece cada uno de
los dos puntos A, B.

I 2. Dados dos puntos A, B no existe mas de una recta, a la cual pertenece cada uno de
los dos puntos A, B.

I 3. Sobre una recta, existen siempre al menos dos puntos. Existen por lo menos tres
puntos no situados en linea recta.

I 4. Dados tres puntos A, B, C' cualesquiera no situados sobre la misma recta, existe
siempre un plano al cual pertenece cada uno de los tres puntos. Para cada plano existe
siempre un punto que pertenece al plano.

I 5. Dados tres puntos cualesquiera A, B, C' no situados sobre la misma recta, no existe
mas de un plano al cual pertenece cada uno de los tres puntos A, B, C'. I 6. Cuando dos
puntos A, B de una recta a estan sobre un plano «, cada punto de la recta a pertenece
al plano a.

I 7. Cuando dos planos tienen un punto A comun, todavia tienen, al menos, otro punto
comun B.

I 8. Existen, al menos, cuatro puntos no situados en un plano.

Este conjunto de axiomas (también llamados de enlace) establecen las relaciones que
existen entre los puntos, las rectas y los planos.

II. Axiomas de orden

IT 1. Cuando un punto B estd situado entre un punto A y un punto C', y A, B, C son
tres puntos distintos de una recta y ademas también B esta situado entre C'y A.

IT 2. Dados dos puntos A y C', existe siempre al menos un punto B sobre la recta AC, de
tal modo que C' esta situado entre A y B.

IT 3. De tres puntos cualesquiera de una recta no hay mas de uno situado entre los otros
dos.

IT 4. Sean A, B, C' tres puntos dados no situados sobre una recta y a una recta en el
plano ABC, que no pasa por ninguno de los puntos A, B, C: cuando la recta a pasa por
un punto del segmento AB, pasa también por un punto del segmento AC' o por un punto
del segmento BC'.

Los axiomas de orden definen el concepto estar entre y posibilita la ordenacién de los
puntos sobre una recta.

ITI. Axiomas de congruencia

IIT 1. Si A, B son dos puntos de una recta a y ademas es A’ un punto de la misma o de
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distinta recta a’, puede encontrarse siempre sobre un lado determinado de a’, un punto
B’ tal que el segmento AB sea congruente o igual al segmento A'B’.

IIT 2. Si un segmento A’B’ y un segmento A”B” son congruentes con el mismo segmento
AB, también el segmento A’B’ es congruente con el A”B".

III 3. Sean AB y BC dos segmentos de la recta a sin puntos comunes y, de otra parte,
A'B’, B'C’" dos segmentos sobre la misma recta a o sobre otra distinta ¢’ también sin
puntos comunes; si AB = A'B"y BC = B'C’, entonces AC = A'C".

IIT 4. Dados un angulo Z(h, k) en un plano «, una recta ¢’ en un plano [, y una de
las regiones de ( determinadas por a’; representemos por h' una semirrecta de a’ que
parte de O’. Entonces, existe en el plano  una unica semirrecta k' tal que Z(h, k) sea
congruente, o igual, con Z(h', k') y tal que todos los puntos interiores del angulo Z(h/, k')
estén situados en la regién dada con respecto a a’. Ademds todo dngulo es congruente
consigo mismo.

IIT 5. Si dos triangulos ABC'y A’B’C" verifican las congruencias
AB=A'B, AC = A'CY, /BAC = £B'A'C",

también verifican la congruencia: ZABC = ZA'B'C".
IV. Axioma de las paralelas.

IV. (Axioma de Euclides). Sea a una recta cualquiera y A un punto exterior a a: en el
plano determinado por a y A existe a lo mas una recta que pasa por A y no corta a a.

IV*. (Axioma de las paralelas en sentido riguroso). Sea a una recta cualquiera y A un
punto exterior a a: en el plano determinado por a y A existe una y sélo una recta que
pasa por A y no corta a a.

V. Axiomas de continuidad

V1. (Axioma de la medida o de Arquimedes). Si AB y C'D son dos segmentos cualesquiera,
existe siempre sobre la recta AB un nimero de puntos Ay, As, A3, ..., A,, tales que los
segmentos AAy, A1 As, AsAs, ..., A,_1 A, son congruentes con C'D y el punto B esté situa-
do entre A y A,.

V1*. (Axioma de la medida o de Arquimedes para el célculo de segmentos). Si AB y a
son dos segmentos cualesquiera de una recta, existe siempre sobre la misma un nimero
de puntos Ai, As, As, ..., A, de modo que B esta situado entre A y A, y los segmen-
tos AAy, A1As, AsAs, ..., A1 A, son iguales a a en el sentido del calculo de segmentos
fundado en los axiomas I, II, IV* y el teorema de Desargues.

V2. (Axioma de la complecién lineal). El conjunto de los puntos de una recta provisto de
las relaciones de orden y de congruencia, no es susceptible de ampliacién alguna en la que
sean validas las relaciones precedentes y las propiedades fundamentales de orden lineal y
de congruencia deducidas de los axiomas I - III y del axioma V1.

V2* (Axioma de la complecién lineal para el célculo de segmentos). El conjunto de los
puntos de una recta provisto de la relacion de orden, no es susceptible de ampliacién
alguna en la que sea valida esta relacion y las propiedades fundamentales de orden lineal
deducidas de los axiomas I - III y del axioma V1.
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2.1. Congruencia de segmentos y de angulos

Los axiomas de congruencia definen el concepto de congruencia y el de movimiento, lo
que posibilita el transporte y la suma de segmentos y también, el transporte y la suma
de angulos.

Entre otras cosas demuestra que la relacion de congruencia es de equivalencia y los teo-

remas8:

11. En un tridngulo con dos lados congruentes (isésceles), los angulos opuestos a ellos son
congruentes.

12. El primer teorema de congruencia de triangulos: Un triangulo ABC' es congruente
con un tridngulo A’BC" en el caso de que sean véalidas las congruencias: AB = A'B/,
AC=AC, LA= LA

13. El sequndo teorema de congruencia de tridangulos: Un triangulo ABC' es congruente
con un triangulo A’B’C’, en el caso de que sean validas las congruencias AB = A'B’,
A=/A /B =/B.

14. Si un ZABC es congruente con otro ZA'B'C’, el adyacente del primero es congruente
con el adyacente del segundo.

18. FEl tercer teorema de congruencia de tridngulos: Si en dos triangulos los lados corres-
pondientes son congruentes, los tridngulos son congruentes.

19. Dos angulos congruentes con un tercero son congruentes entre si.

En el teorema 20 establece la comparacién de la magnitud del angulo y con ello demuestra
en el teorema 21, que todos los angulos rectos son congruentes entre si.

El teorema 22 afirma que: un angulo exterior de un triangulo es mayor que cada uno de
los dos angulos del triangulo no adyacentes a él y como consecuencias: en todo tridngulo
el mayor lado se opone al mayor angulo, un triangulo con dos angulos iguales es isosceles
y todo segmento es bisecable.

2.2. La teoria de las proporciones

En el tercer capitulo de los Fundamentos aparece la teoria de las proporciones donde se
introducen los niimeros reales y se demuestra el teorema de Pascal,

Sobre los lados de un angulo de vértice O considérense 6 puntos dispuestos asi: C'; B’ A’
O, C, B, A. Si BC" es paralela a B'C, y, AC" es paralela A'C, entonces, AB’ es paralela
a A'B.

Este teorema (Teorema 40) permite definir un célculo de segmentos (suma y multipicacién)
que cumple las reglas de los niimeros reales, e introduce los conceptos de proporcionalidad
y semejanza de tridngulos, demostrando en particular:

41.Sia, by d, b son lados homélogos correspondientes de tridngulos semejantes, entonces
se verifica la proporcién a : b =a’ : b'.

42. Teorema fundamental en la teoria de las proporciones: Si 2 paralelas cortan sobre los
lados de un angulo cualquiera los segmentos a, b, a’, b/, entonces, se tiene la proporcién

8La numeracién de los teoremas que mencionamos es la de los Fundamentos.
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a:b=a:V.

Reciprocamente, si 4 segmentos a, b, a’, b’ satisfacen la proporciéon a : b =a’ : V', v, si a,
a’, b, b’ estan sobre los lados de un angulo, entonces, las rectas que unen los extremos de
ayb,y, los dea y b son paralelas.

Con los axiomas de ordenacién establece una direccién positiva y una negativa en la recta,
y con ello a los segmentos, para definir sistemas de coordenadas en el plano y reducir los
desarrollos posteriores a la geometria analitica.

Al anadir el axioma de Arquimedes, es posible asignar niimeros reales a los puntos de una
recta cualquiera en el espacio y para cada nimero del cuerpo de nimeros algebraicos A
existe un punto de la recta que le corresponde.

Si vale el axioma de la complecién lineal, V2, entonces, a cada niimero real le corresponde
un punto de la recta.

2.3. El concepto de area

En el capitulo cuarto de los Fundamentos se desarrolla la teoria del contenido superficial
en el plano, donde el teorema de Pascal juega un papel fundamental y en él se introducen
los conceptos de equidescomponibilidad y equicomplementariedad de poligonos.

Hilbert define, dos poligonos equidescomponibles cuando se pueden descomponer en un
numero finito de tridngulos, los cuales, por parejas, son congruentes entre si, dos poligonos
simples equicomplementarios cuando se les puede agregar un ntmero finito de poligonos
equidescomponibles, de modo que los poligonos compuestos, sean equidescomponibles y
demuestra los teoremas:

43. Si dos poligonos son equidescomponibles con un tercero, entonces, son equidescom-
ponibles entre si y si dos poligonos son equicomplementarios con un tercero, entonces, son
equicomplementarios entre si.

44. Dos paralelogramos de igual base e igual altura son equicomplementarios.

45. Todo triangulo es equidescomponible con un paralelogramo de la misma base y con
altura igual a la mitad de la del tridangulo.

46. Dos triangulos con igual base e igual altura son equicomplementarios.

La demostracion de los teoremas 43, 44 y 46 necesitan del axioma de Arquimedes. En
una geometria donde no se cumpla este axioma hay parejas de tridngulos con igual base e
igual altura, equicomplementarios, pero no equidescomponibles’. El teorema de Pitdgoras
también es consecuencia de los teoremas 43, 44 y 46.

El teorema 47 establece que para un tridangulo cualquiera y, por lo tanto para cualquier
poligono simple, puede construirse siempre un triangulo rectangulo con uno de sus catetos
igual a 1 que sea equicomplementarios con el tridngulo o con el poligono y en el 48 que
dos triangulos equicomplementarios de igual base, tienen también igual altura.

YHILBERT, D., Fundamentos de la Geometria. 1899. Traduccién espafola de la séptima edicién ale-
mana, 1930, publicada en 1953 en Madrid por el Instituto Jorge Juan y reimpresa, 1996, en Madrid por
el Consejo Superior de Investigaciones Cientificas con una introducciéon de José Manuel Sanchez Ron. p.
80.
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Euclides demuestra este teorema (Elementos I 39) con base en la nocién comin 5: El
todo es mayor que la parte; lo cual equivale a introducir un nuevo axioma. Para evitarlo,
Hilbert introduce la nocién de drea. Asi la teoria del contenido superficial tiene como base
solamente los axiomas planos, sin el axioma de Arquimedes. Afirma que en un tridngulo
cualquiera, el producto de un lado por la altura correspondiente no depende del lado y como
consecuencia el semiproducto de la base por la altura de un tridngulo es un segmento que
llama caracteristico.

Con estas herramientas, Hilbert introduce las nociones de area de un tridngulo ABC,
recorrido en sentido positivo y la nota [ABC| y de area de un tridngulo recorrido en
sentido negativo cuya notacién es [C' BA| y demuestra que,

49. Si un punto O estd situado fuera de un triangulo ABC, entonces se tiene la relacion:
[ABC] = [OAB] + [OBC] + [OC A].

50. Si un triangulo se divide de cualquier manera en un numero finito de tridngulos
parciales, entonces, el drea del triangulo recorrido en sentido positivo es igual a la suma
de las dreas de todos los tridngulos parciales recorridos en sentido positivo.

Y con esto define el area de un poligono simple recorrido en sentido positivo como la
suma de las areas de los tridngulos recorridos positivamente en que queda dividido por
una determinada descomposicion y concluye que:

51. Poligonos equidescomponibles tienen igual drea y poligonos equicomplementarios tienen
1qual drea.

52. Dos poligonos equicomplementarios tienen igual drea y dos poligonos de iqual drea son
equicomplementarios.

53. Al descomponer, mediante rectas, un rectdngulo en diversos triangulos y suprimir uno
de los tridngulos, no es posible completar el rectangulo con los tridngulos restantes.

Como vemos en la teoria del contenido superficial, el teorema de Pascal es piedra angular,
se utiliza en la demostracién de los teoremas 48, 50 y 51; pero, de otra parte, puede
ser deducido de los teoremas 46 y 48. Hilbert reconoce ademas que un poligono situado
completamente en el interior de otro poligono, tiene siempre menor area que éste.

2.4. Medida de areas

Hemos establecido que el calculo de segmentos se corresponde con el de los niimeros reales,
podemos asignar a cada segmento un nimero positivo determinado, de manera que:

1. A segmentos congruentes correspondan nimeros iguales.

2. Si B es un punto interior del segmento AC'y a los segmentos AB y BC' le correspon-
den los niimeros a y b respectivamente, entonces al segmento AC' le corresponde el
numero a + b.

3. A algin segmento OO’ le corresponde la unidad.

La relacién de congruencia es de equivalencia, cada una de sus clases la llamamos una
longitud y el nimero real positivo que le corresponde a cada segmento lo llamamos la
medida de la longitud del segmento.
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Analogamente, la relacién de equidescomponibilidad es de equivalencia, a cada clase de
equivalencia la llamamos un drea y a cada area le hacemos corresponder un nimero que
es la medida de su drea.

Como en un triangulo cualquiera el producto de un lado por la altura correspondiente no
depende del lado elegido, entonces el semiproducto de un lado por la altura correspondiente
es un numero positivo a éste es la medida del drea del triangulo y se cumple que:

1. Tridngulos congruentes tienen igual area.

2. Si un triangulo se divide en un nimero finito de triangulos sin puntos interiores
comunes, el area del triangulo es la suma de las areas de cada uno de los tridngulos
que lo componen.

3. Si dos triangulos son semejantes la razon de sus dreas es el cuadrado de la razon de
dos lados cualesquiera correspondientes.

La escogencia del semiproducto de un lado por la altura correspondiente para la medida
del area de un triangulo, es una manera de escoger la unidad de drea, que habitualmente
es la de un cuadrado de lado unidad, pero esto no es necesario, pues podemos elegir otra;
por ejemplo, un tridngulo equilatero de lado uno:

A AN

Asi, si un triangulo tiene lado 2, su area es 1 +3 =4, parael delado 3,es 1+3+5=9y
asi sucesivamente; entonces, para un triangulo de lado L, la medida del drea, con unidades
triangulares es:

A=1+3+5+-+(2L—-1) =1L

Pero si optamos por un cuadrado de lado uno como unidad de medida, un triangulo de
lado L tiene como medida del area:

A/_L\/gL_\/§L2

2%x2 4

Y la medida del drea de un cuadrado de lado L’ con la misma unidad es L'?.

La medida del area de un paralelogramo en unidades triangulares es proporcional a su
altura (H) y a su base (L), esto es:

A"=FkHL

Pero, la medida del area de un paralelogramo de lado L construido con dos triangulos
equilateros es 24, y como
V3

H=-""L
2
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Entonces
V3

Al = kz7LL =27

de donde
k=
\/§

3. El concepto general de medida

Maurice Fréchet (1915) generalizé la teoria de la medida en un intento para describir de
manera precisa nuestra idea intuitiva de tamano, para que éste tuviera significado, incluso
en ambientes tan generales como la teoria de conjuntos.

Inicialmente debe escoger las condiciones para que un conjunto se pueda medir, esto lleva
al concepto de o-dlgebras de conjuntos de un espacio abstracto, esto es una familia de
subconjuntos de un espacio base con un buen comportamiento de las operaciones usuales
de la teoria de conjuntos incluidos los procesos infinitos numerables.

A cada miembro de la familia se le asigna un nimero real no negativo (o infinito), esta
aplicacion se llama medida, es aditiva y en algunos casos invariante con respecto a algin
tipo de transformaciones en el espacio base.

3.1. o- algebras

Sea X un conjunto, una c-algebra de X es una familia A de subconjuntos de X que
verifica:

a) X € A

b) Si By, € A para k =1,2,..., entonces
U E, e A
k=1

c) SiPeANyQeA, entonces P—Q € A.

La condicién ¢) puede cambiarse por ¢) Si P € A entonces P° € A, puesto que
P—Q=PnQ° El par (X,A) se llama un espacio medible.

Una consecuencia inmediata es que la interseccion enumerable de elementos de A pertenece
también a A. Ademas la interseccion de cualquier familia de o-algebras de X es una o-
algebra de X.

Ejemplos:
1. Para cada conjunto X cualquiera, existen dos o-algebras triviales:
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2. Una o-dlgebra del conjunto {a,b, ¢, d} es:
{®> {a}> {b}> {a> b}> {C, d}> {a> Cy d}> {b> ¢, d}> {a> b, ¢, d}

Si € una familia de subconjuntos de X. La interseccion de todas las o-algebras de X que
contiene a ¢ se llama la o-dlgebra engendrada por .

La o-algebra de R™ engendrada por la familia de los conjuntos abiertos se llama o-algebra
de Borel, y sus elementos, conjuntos de Borel, ella es la més pequena de las o-dlgebras
que contiene a los intervalos reales (a, b], donde se define la medida de Lebesgue- Stieltjes
que sirve de base para la integral del mismo nombre.

3.2. Medidas

Sea (X, A) un espacio medible y p: A — [0, 0o] una aplicacién con las propiedades:

a) p(@) = 0.

b) w es contablemente aditiva, es decir, para cada sucesion { £y} de elementos de A tal
que B; N E; = @ si i # j, se verifica

u(U) = u(Ay)

n=1

La aplicacién p se llama medida, la tripla (X, A, i) un espacio de medida, y a los elementos
de A se les denomina conjuntos medibles, el valor de u(E) es la medida de E.

Una medida p se llama finita si pu(X) < oo, o-finita si X es la unién de una familia
numerable de conjuntos de p-medida finita, y completa si es u-medible cada subconjunto
de un conjunto de p-medida cero.

Una propiedad relativa a los elementos de X se verifica para p-casi todo x de X, significa
que el conjunto de los elementos de X que no tienen tal propiedad tiene p-medida cero.

Ejemplos:
1. Sea X un conjunto, y A = p(X).
pp(X) = [0, 00]

B — u(E) = {#E si E es infinito

00 si F es infinito

(#FE es el cardinal de E ) se llama la medida discreta en X. Es o-finita si, y solamente
si, X es numerable.

Cuando u(X) = 1, el espacio de medida se llama espacio de probabilidad. Sobre el conjunto
X = {a,b, c} se puede construir un espacio de probabilidad (X, p(X), ) definiendo

1
n(E) = SHE.
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No tenemos como propésito profundizar sobre la teoria de la medida, sino solamente
mostrar como conceptos que inicialmente manejamos de forma intuitiva dan lugar a gene-
ralizaciones que permiten precisar nuestras intuiciones y expresarlas matematicamente.
Insistimos en la necesidad de estudiar y comprender estas generalizaciones para que nues-
tras transposiciones a las aulas de clase en educacion media y secundaria, no impliquen
obstaculos conceptuales y epistemoldgicos en nuestros estudiantes.

Veamos ahora, la forma en que aparece el concepto de area, en algunos textos de circu-
lacién nacional.

4. El concepto de area en los textos

Reconociendo que muchas de las ideas que poseemos sobre cualquier concepto, se basan,
por lo general en las concepciones inducidas por los textos, consideramos pertinente revisar
la presentacion que hacen algunos libros, tanto escolares (de la primaria y la secundaria)
como universitarios, del concepto de &area, sin pretender hacer un analisis exhaustivo,
interpretamos la idea de area que presentan los autores y las posibles consecuencias que
conllevan tales presentaciones.

En el siguiente cuadro listamos los textos estudiados. Enfatizamos en que el criterio para
la seleccion de los libros analizados fue la facilidad de acceso de los mismos en nuestras
bibliotecas (personales y del Departamento de Matemaéticas) y que obviamente, trataran
el tema en cuestion.

70's 1. MOISE, E. et al (1972) Serie
matemdtica moderna Geometria.
Cali. Norma.

2. GOMEZ, R. et al (1976)
Matemdtica moderna estructura-
da 2. Bogota. Norma.

3. NINO, H. (1978) Delta 9. Bo-
gota. Editorial Universitaria de
América Ltda.

80's 4. LONDONO, N. et al (1983)
Serie Matemdtica progresiva Arit-
mética y Geometria 7. Bogota.
Primera edicién. Norma.

ESCOLARES 90's 5. VILLEGAS, M. et al (1991)
Matemdtica 2000. Santafé de Bo-
gota. Voluntad.

6. CARO, V. et al (1993)
Matemdtica 7  Aritmética y
geometria transformacional.
Santafé de Bogota. Migema.

7. CASTELLANOS, M. (1994)
Matemdatica constructiva 2.
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Actuales 8. CAMARGO, L. et al. (2004)
Espiral 2, 3 y 4. Bogota, D.C.
Norma.

9. PALACIOS, R. et al. (2003)
Herramientas de matemdticas 3.
Bogota, D.C. Santillana.

10. TRIVINO, O. et al. (2006)
Amigos de las matemdticas 2. Bo-
gota, D.C. Santillana.

60's 11. MOISE, E. et al. (1968) Ele-
mentos de Geometria Superior.
México D.F. Compania editorial
continental.

12. MOISE, E. et al. (1970)
Geometria moderna. Wilmington,
Delaware. Addison-Wesley.

80's 13. CLEMENS, S. et al (1989)
Geometria con aplicaciones y
solucion de problemas. Wilming-
ton. Adisson-Wesley Iberoameri-
cana.

UNIVERSITARIOS 90's 14. CASTILLO, H. (1997) Geo-
metria plana 1y del espacio.
Santafé de Bogota. Universidad
Pedagogica Nacional.

Actuales 15. GUERRERO, B. (2002) No-
tas de clase Geometria en el plano
y en el espacio. Bogota, D.C. Uni-
versidad Nacional de Colombia.
Facultad de Ciencias.

16. ISAACS, M. (2002) Geo-
metria  universitaria.  México.
Thomson Learning.

17. MARINO, R. (2004) La geo-
metria en el arte y el diseno.
Bogota. Universidad Nacional de
Colombia. Facultad de Ciencias.

Después de leer e interpretar lo expuesto en cada libro acerca del area, encontramos que,
segun el nivel al que va dirigido el texto, se hacen presentaciones del area que van desde lo
intuitivo hasta la ubicacién del area dentro de una teoria matemaética propiamente dicha
pasando por definiciones de area, uso de una unica unidad de medida para calcular areas,
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determinacién de areas para figuras usuales, asignacion de solamente niimeros naturales a
areas de figuras, que pueden inducir a errores en el aprendizaje del concepto en cuestion.
Los aspectos que establecimos a partir de nuestras observaciones son los siguientes:

1. Presentacion intuitiva del area.

2. Definicién del area como medida de una superficie.

3. Utilizacién de diversas unidades de medida.

4. Calculo de areas de figuras no poligonales.

5. Consideracion de los niimeros naturales como unica medida de area.
6. Determinacién de férmulas para el darea de figuras usuales.

7. Presentacién del area dentro de una teoria matematica:

7.1. El area es un nimero real positivo.

7.2. El area asociada una funcion del conjunto de las figuras poligonales a los
numeros reales.

7.3. El area es una clase de equivalencia de la particién inducida por la relacion de
equidescomponibilidad.

Para cada uno de estos aspectos seleccionamos algunas partes extraidas de los textos
listados para ejemplificar lo que queremos exponer, también presentamos algunas obser-
vaciones.

1. Presentacién intuitiva del area.

Mostramos una parte del texto numerado 7. en la tabla!®, en el cual aparece dentro del
contenido el tema Area en la seccién dedicada a la geometria; alli se expone, después de
una actividad relacionada con el recubrimiento que “FEl plano cubierto por los cuadernos
o por los cuadritos, se llama superficie. La medida de una superficie es el drea”. En otro
texto para el mismo nivel, el numerado con 8(2)!! en la tabla, muestra algunas ideas
alrededor del concepto; inicia con un problema (ver figura) que induce a la definicién de
area que da enseguida (presente en el siguiente aspecto).

Llamaremas superficie plana a toda region del plano limitada
por una linea cerrada,

Llamamos area de una figura a la medida de su superficie,

10En adelante nos referiremos a cada uno de los textos de acuerdo a la numeracién presente en la tabla.
UEI nimero en el paréntesis indica el grado, debido a que en el numeral 8 inscribimos los libros Espiral
2, Espiral 3 y Espiral 4.
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Rafael y Claudia tienen cada uno un juego de loteria. Las fichas de Rafael son
rectanqulares y las fichas de claudia son cuadradas.

s ;Cuantas fichas pueden
colocarse en el carton
que tiene Rafael para
recubrirlo totalmente?

» ;Cuantas fichas pueden
colocarse en el carton
que tiene Claudia?

Sl
Las fichas [ 6]y [&] son unidades de superficie.

Rafael y Claudia han medido la superficie de sus cartones de loteria con unidades
rectangulares y cuadradas.

2. Definicion del area como medida de una superficie.

En varios libros, de distintos niveles y épocas, se define el area como la medida de una
superficie, mostramos abajo algunos fragmentos de los textos 2, 4 y 8(2), respectivamente.
Esta idea sobre el area es la que prevalece, los estudiantes la repiten, muchas veces sin
comprension, “el drea es la medida de una superficie”; se asocia el area a un nimero,
resultante de la teselacién de una figura plana a partir de una unidad de medida. Sin
embargo, resaltamos que una cosa es el area y otra, la medida de ésta y aunque son ideas
relacionadas, no deben confundirse; recordemos que Euclides presenta en sus Elementos

areas y no establece medidas.

LT = -

Consideremos estos tres rectdngulos (figura 11.1), ¥ averighemos si se necesita la misme ¢

L B

B

b

i

]

il

dad de pintura para cubrir cada uno con una capa de espesor uniforme, En caso aﬁr_mat'mr
remos gae Jos rectingulos son equivalentes. Las cantidades de pintura gastadas, mice
dades neociadas a esos rectangulos, que lamaremos sus aytensiones superficinles © exten
Lios recténgulos serdn equivalentes si tienen |a misma extensidn.
La medida de Ia extension de una figura se llama area de la figura. El area
£5, P ues, un Mimeroe, con respecto a una unidad de extension.
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La medida de una superficie se denomina area.

Para medir el 4rea de una figura se utilizan, por lo general, unidades cuadradas.

3. Utilizaciéon de diversas unidades de medida.

Son muy pocos los libros donde se presentan distintas unidades de medida para calcular
areas, de hecho, hay textos que inducen a pensar en que hay una tnica unidad de medida;
por ejemplo, en el libro 9, se afirma que:

El area de una figura se obtine calculando el nidmero de unidades

cuadradas iguales que la cubren.
Enla figura raben

TFE TP 4unidades cuadradas.
1lunidad L Aread unidades
cuadrada — rcuadradas

Esta presentacion induce a pensar en el cuadrado como tnica unidad de medida posible,
principalmente por el uso de la frase “el drea de una figura se obtiene...,”, en vez de
decir “el drea de una figura se puede obtener...”aun mas cuando en los ejercicios y en los
ejemplos propuestos sélo hacen mencion a esta unidad de medida.

En varios libros se enfatiza en que el area depende de la unidad de medida elegida; sin
embargo, de entre los libros revisados sélo el 5, el 8(3) y el 10 presentan actividades o
ejemplos para que los estudiantes exploren con unidades de medida distintas; presentamos
dos partes de los libros 5 y 8 (3), respectivamente:

hedir el drea de coda vna de las figuras, con su vnidad palron
correspondiente, ast
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Y777 2

Se necesitan 36 baldosas para recubrir el | Se requieren 72 baldosas cuadradas.
pisO.

Se precisan 72 baldosas para recubrir el
piso.

Por otro lado, una cuestién que encontramos en relaciéon con el uso de la unidad de medida
es la siguiente, tomada de 8(2):

Rafael cubri6 su carton con otras fichas.

o l_ - jﬁ_\l

Con (;__| como unidad de medida no | Con | | como unidad de medida

obtenemos el area del carton, porque i tampoco obtenemos el area del carton,

éstos no cubren toda la superficie. porque para cubrir la superficie las
| unidades quedan sobrepuestas.

Para obtener el area de un objeto debemos repetir la unidad cuadrada,

una a continuacion de otra, sin dejar huecos y sin sobreponerlas.

De acuerdo con la informacién presentada en la figura, consideramos que ésta puede
inducir errores, pues sugiere que la circunferencia y el pentdgono no son unidades de
medida adecuadas para medir el area de una regién rectangular, pero esto no es asi, la
dificultad para calcular el area del cartén con la circunferencia no tiene que ver con ésta
sino con el uso que se hace de la misma; de manera similar sucede con el pentagono, la
sobreposicion de la figura unidad no esta relacionada con su eleccion.

4. Célculo de areas de figuras no poligonales.

Aunque el célculo del drea no es propio de figuras poligonales (definidas en el libro de
Moise (1970, p. 291) como un nimero finito de regiones triangulares en un plano, tales
que si dos cualesquiera de ellas se intersecan, su interseccion es o bien un punto o un
segmento), de hecho, calculamos areas de circulos o dreas de segmentos parabélicos, como
lo hizo Arquimedes vario siglos atras; en la mayoria de los libros observados prevalece el
estudio del drea de figuras poligonales y de circulos (aunque el drea de éste se halla en
una seccién independiente); s6lo en uno de los libros consideran la determinacion de dreas
de figuras no usuales, éste es el 8(2):
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cta medicion es posible precisarla mas sl tratamos de completar cuadrados con los

-uadrados incompletos asi: =
- N
‘: 3 | 2 3
\ iR
|4 5 sl

/s
,?89\

s

Con los 12 cuadrados incompletos podemos completar 6 cuadrados, es decir, se p
formar un 4rea de 6 cm?.

uede

Por tanto, el rea estimada de la figura es:
g em? + 6 cm? = 15 am?
| Solucion
En la figura contamos 5 cuadrados
\ completos y 12 cuadrados incompletos.

Ejemplo

Estimemos el 4rea de la siguiente figura.

Con estos ltimos podemas formar
alrededor de 6 cuadrados; por
consiguiente, el area estimada de la

figura es:
‘ 5 cm? + 6 cm? = 11 am?

5. Consideracién de los nimeros naturales como tnica medida de area.

Algunos de los textos observados asignan solamente niimeros naturales al drea de una
figura, inicialmente interpretamos que esto se debia al grado al que iba dirigido el tépico;
por ejemplo, es comprensible que no se utilicen niimeros fraccionarios o irracionales para
calcular areas en 2° de primaria; sin embargo, en textos dirigidos a ninos de 7° grado,
quienes estan en capacidad de utilizar, al menos, nimeros fraccionarios, tampoco los
utilizan en el calculo de dreas y si enfatizan en que el area esta asociada a un nimero
natural; por otro lado, llama la atencién que si la teoria matematica que sustenta una
presentacién en un texto esta basada en el drea de una region poligonal como el nimero
real que le corresponde a una region poligonal, al trabajar sélo con nimeros naturales y
no volver a tratar el tépico en otros cursos mas avanzados, como se observa en 8, queda
restringida la idea de area. No obstante, consideramos que, debido a que el concepto de
numero real es verdaderamente inaccesible a la gran mayoria de los escolares, deberia ser
otra la teoria matemaética en la que se basaran los textos.

Mostramos dos ejemplos de textos en los cuales, esta idea se explicita:
Este es un aparte del libro 4:

Medir una superficie es compararla con otra superficie elegida co-
mo unidad de medida y calcular el numero de veces que contiene
esa superficie a la que hemos elegido como unidad de medida.

En el libro 6 aparece lo siguiente:

“Para encontrar el drea de una region se puede pensar en dividirla en regiones
cuadradas unitarias y luego contar el niumero de estas unidades. ..”
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6. Determinacion de formulas para el area de figuras usuales.

El propésito de la mayoria de textos -diez de los diecisiete (1, 2, 4, 5, 6, 8,11, 12, 13 y 15)
es precisar las formulas usuales para el area de figuras geométricas, tales como: tridangulo,
rectangulo, paralelogramo, trapecio, rombo, poligonos regulares y circunferencia (el mayor
nimero de veces, en este orden). Algunos de los libros inducen al lector a encontrar
las formulas para el area de algunas figuras, presentando ejemplos o descomponiendo
las figuras en otras, cuyas partes se puedan relacionar con férmulas ya conocidas; sin
embargo, en todos los casos, se toma como unidad de medida el cuadrado como base, no
se explora, por ejemplo, el uso de otra unidad distinta que permita el hallazgo de féormulas
alternativas.

Algunas evidencias de lo anterior son:

De 8&:
_‘ T T
1cm? : ‘
v ! R T
1 | =
;ﬁ I o
- 1 o™
- ) E ! i largo
I: In I: | base (b)
| 1 1 1 ' 4 ;
+— 4 unidades de area | — 4 cm ]
. o 2
En el rectangulo contamos 3 veces (4 cm?) = 12 cm? 4cm X 3am=12cm

_ 2
12 cm?. o bxa=dzomt o

El drea de un rectangulo se halla multiplicando la longitud de la base |
por la longitud de la altura.
Area = base X altura
A=b < a

Teniamos un rectangulo y ahora tenemos dos rombos de la misma area. Significa que el area
del rombo es la mitad del area del rectangulo.

Area del rombo= "= == =50 F YoE A oL@
2 )

Como la base y la altura del rectangulo corresponden a las diagonales del rombo, entonces:

diagonal mayor x diagonal menor _ D xd
2 Pl

Area del rombo =
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En la primera imagen del texto se puede observar que a partir de un ejemplo se establece
una féormula para determinar el area del rectangulo. En la segunda imagen se ve una
descomposicion del rombo en triangulos, para a partir del area de éstos, establecer el area
del rombo.

De 4:

MRIANGULO

5 el rectingulo ABCD y la diagonal AC de la figura b
divide la region rectangular en dos regiones trian-
por los triangulos rectangulos ABC y ACD.

o, demostraremos que los tridngulos rectangulos
s dos catetos congruentes, son tridngulos congruen-
nos permite afirmar que el area del A ABC esla | A B
el rectangulo, es decir: A (A ABC) = 1/2 A (rect.).

Figura 6.6

Altriang.) = 3—2'—"’-

la figura 6.7 no es rectangulo, para calcular su area
o sigue:

a h con respecto a la base b del triangulo.

la region triangular limitada por el A ABC es la
regiones triangulares limitadas por los triangulos rec-
y A MBC.

A ABC)= A (A AMB) + A (& MBC). A

. - . + .
r2h " szh _r h2 s-h Figura .7

_r+s)-h _b-h
3 2 2

Aqui, se presenta una demostracion del area del tridangulo basada en el drea de otros
triangulos.

7. Presentacién del area dentro de una teoria matematica:

Teniendo como base que cualquier propuesta didactica, incluidos los libros de texto, debe
estar sustentada en una teoria matematica, especificamente cada concepto tratado debe
responder al conocimiento matematico propiamente dicho, observamos en cada libro de
texto los sustentos matemaéticos correspondientes a la idea de area; como ya hemos pre-
sentado, en los aspectos anteriores, no son muchos los textos que se fundamentan en una
teoria matematica, por lo menos consistente.

Algunas de las teorias halladas son:

a. El area es un nimero real positivo.

Tanto en 1, como en 12 y 13, encontramos que los autores establecen la idea de area a
partir de postulados y se explicita el drea como un nimero real positivo, como puede
apreciarse en la siguiente imagen, tomada de 1.
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FPOSTULADO 19. El postulado del drea

A roda regide polivonal e corresponde un nimicere positive Brico,

Dafinician

El drea de una regidn poligonal es ] nimero que se le asigna sepiin el postulado
19. El drea de la regién R se denota por aR. Esto se lee drea de R.

POSTULADO 20. El postulado de la Congruencia

& dos fridagulos yon congroenies, entonces fus reg

; ; ’ teney (riangulores deferminadax
por elloy ticnen fa misma drea.

POSTULADODO 21. El postulade de adicidn de dreas

Suponpgamoes gue la vegidn R ex fa reawidn de dos regiones Ry, v Ry. Supongamos
que Ky v Rz se intersecan a lo swmo en an nfdmere finite de Segmentos ¥ pusfos,
Enftonces, alR — a R, ali.

POSTULADO 22, El postulado de la unidad

El drea de wea regidn cuadvada ex ef enadrado de o longitad de su lodo.

b. El area asociada una funcién del conjunto de las figuras poligonales a los nimeros
reales.

En otros textos, los senalados en la tabla con 3, 11 y 15, se establece que el area se halla
asociada a una funciéon cuyo dominio es el conjunto de las figuras poligonales y recorrido,
los nimeros reales, podriamos decir que es una visién mas general del aspecto 7.a. Algunas
de las evidencias, de cada libro, respectivamente son:

“Asignaremos a cada superficie poligonal un nimero y solamente uno de R,
estableciendo una aplicacion:

S:P— R

St P € P entonces la imagen de P segun la aplicacion s, es un numero real
estrictamente positivo; este numero se llama: Area, de la superficie poligonal
Yy se anota:

s(P)=n, ne RY

Posterior a esto se establecen algunas condiciones:

n “Si dos superficies poligonales son congruentes, sus dreas resultan iguales.

s Dadas dos superficies planas, puede ocurrir,

CL) lePQZ[CLb]
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b) PPNP=go
Plﬂsz{c}
C) PlﬂP2:P4

a) La interseccion es un segmento o un punto. b) La interseccion es vacia.
¢) La interseccion no es vacia, ni es un punto ni un segmento. La interseccion
es otra superficie poligonal.”

“La teoria del drea es mds fdcil de manejar para el caso donde las figuras
con las que tratamos son regiones poligonales. Y el modo mads fdcil de formar
la teoria es suponer que se da una funcion drea, bajo la cual a cada region
poligonal corresponde un niumero positivo llamado su drea. Asi pues, sea R el
conjunto de todas las regiones poligonales y sumemos a nuestra estructura la
funcion
a:R— R

Por lo tanto, la estructura total en nuestra geometria es ahora

S, L, P,d,m,a] (S: Puntos, L: lineas, P: planos, d y m son funciones
con valores reales, definidas para pares de puntos y de dngulos,

respectivamente). .. A-1. « es una funcion R — R, donde R es el conjunto
de todas las regiones poligonales y R es el conjunto de todos los nimeros
reales...”

En 15, la autora hace una presentacién de la geometria del plano y del espacio desde el
punto de vista de Hilbert; expone los axiomas y los elementos no definidos con base en
los cuales desarrolla los conceptos, los teoremas y elementos principales de la geometria
elemental moderna. Guerrero supone el conocimiento sobre los niimeros reales y sus opera-
ciones al presentar la geometria, dado que el mismo Hilbert, en sus Fundamentos, supuso
el conocimiento de la aritmética y la existencia de los numeros reales como un conjunto
de nimeros cuyos elementos se podian ordenar segun su magnitud (Hilbert, citado por
Guerrero, p. 10) para la elaboracién de los fundamentos de la geometria.

Antes de hablar sobre areas, se desarrolla un capitulo llamado Medida en el plano, alli se
enuncia que “Los segmentos, dngulos y regiones poligonales tiene una medida dada por una
magnitud que puede ser su longitud, su amplitud o su drea. Estas cantidades se conocen
con el nombre de magnitudes geométricas y estan dadas por niumeros reales. Sin embargo
no debemos oluidar que las mediciones geométricas descansan sobre el principio de la
congruencia.”

La continuidad de las magnitudes geométricas, es decir el poder dividir una cantidad
en un numero cualquiera de partes iguales nos permite establecer el concepto de medida
rigurosamente”; ademads, se presentan los axiomas de continuidad (a saber, el axioma de
Arquimedes, el axioma de Cantor), la medida de segmentos y dngulos y un estudio sobre
proporciones.

En el capitulo 6 del libro (titulado Semejanza) se halla una seccién dedicada al drea de
poligonos, iniciando con el Area de triangulos, alli se senala que, debido a que uno de los
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teoremas de la seccion anterior citaba que: “FEn cualquier triangulo el producto el producto
de una base por la altura correspondiente es independiente de la eleccion de la base” (p.
135), se tiene que “el semiproducto de un lado por su altura correspondiente es para cada
triangulo AABC' un niumero positivo s, constante. Ese numero positivo recibe el nombre de
drea del tridngulo AABC'...” (p. 138); a partir de esto se establece el area del tridngulo,
la cual satisface que:

» “tridngulos congruentes tienen igual drea.

. “Siun AABC se divide en un numero finito de tridngulos sin puntos interiores
comunes, el drea del AABC' es igual a la suma de las dreas de cada uno de los
triangulos”

Después de esto se establecen como teoremas los siguientes:

1. El drea de un tridngulo rectangulo es iqual al semi-producto de sus catetos.

2. Si dos triangulos son semejantes, entonces la razon de sus dreas es el cuadrado de
dos lados cualesquiera correspondientes. (pp. 139-140)

Posterior a estos teoremas estan las siguientes definiciones, correspondiente al area de los
poligonos:

“El drea A(P) de un poligono simple es la suma de las dreas de todos los
triangulos en que queda dividido el poligono por una determinada descomposi-
cion”

“Entonces dados los poligonos en el plano podemos definir una corresponden-
cia tal que a cada poligono P le asigna un niumero positivo llamado el drea de
P que satisface las siguientes condiciones:

1. A cada poligono le corresponde un unico nimero positivo.
2. A poligonos congruentes corresponden niumeros iguales.

3. St un poligono es dividido en un niumero finito de poligonos con a lo sumo
un lado en comin, entonces el drea del poligono es la suma de las dreas
de los poligonos que lo forman”(pp. 140-141)

c. El area es una clase de equivalencia de la particién inducida por la relacién de equidescom-
ponibilidad.

Empero, en el texto 2 después de establecer algunas férmulas para hallar el area de algunos
poligonos, trata el area de figuras equicompuestas (aquellas que se componen, o son union,
del mismo nimero de poligonos dos a dos congruentes y sin puntos interiores comunes),
lo cual es usado para deducir las férmulas del darea del paralelogramo, triangulo, trapecio,
rombo y poligonos regulares; se concluye el capitulo con el estudio del circulo y la férmula
del area del circulo, la cual se deduce haciéndose una analogia con la proposicién 2 del
libro XII de Euclides.
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Como se senald, en 14, se establece qué es la equidescomponibilidad y se sustenta el area
bajo esta relacién de equivalencia como se muestra en las siguientes imagenes, correspon-

dientes a algunos apartes del texto en cuestion.

=
W
. od T 7,
i i =]
[
|d|
'
e,
. i
a
v Lew==1
. i
r.. T -y
o ’
» bl i
4
a i

jue sen igualmente extensas, mas no congruentes. Pero si dos reglones
s puciion descomponer ¢n sub-regiones respectivamente congruen-
Les, pene no necesarimmente dispuestas de la misma manera, entonces,
es intullivamente claro que dichas regiones son de la misma dvea, Por
ejemplo, Ias dos regiones de la Figura 50 son de Jla misma drea; las sub-
regiones distinguidas con la misma letra son congruentes, Dos regioe
nes eome las de la Figura 80 se dicen equidesconipon s,

| Ielefindcicm &4

S dlice que Las regiones planas B, 5 son equides-
componibles, ssi, cada una de ellas s J1|.|l_-:ll.-
descomponer @ o misme nmmeTos de Ssub-negio
nes, pespectivaments congruentes § tinle= quie
dos a des solamente pusden tener en comun
punbes de frontera

Cuande se dice “nespectivamonts” congricnbes, se quene significar
que entre las sub-regiones de By las de 5 se pucde establocer und
correspondencia biyvectiva tal que las sub-regiones homdlogas son con-

prueiles,

[beoreama 3]

[efinicion (5]

La relacion de equidescomponibilidad entre
pegiones planas o5 una equivalencia.

Las clases de equivalencia de la particidn indu-
cida por la equidescomponibilidad, en el con-
junto de las regiones planas s llaman dreas.

La definicicn anterior, andloga a la de longitud, dada antes, establece
que ¢l drea de una regidn plana es la propiedad comin a todas las
regiones planas que son equidescom ponibles con ella.

En resumen, hay dos teorias matematicas para el tratamiento del concepto Area, una
la euclidiana, que no contiene la idea de nimero, es de caracter geométrico, a partir de
la equidescomponibilidad y otra, la hilbertiana, para la cual se supone la existencia del
conjunto de los nimero reales. Consideramos que, es mas viable y pertinente el tratamiento
del area, para los primeros niveles de escolaridad, el punto de vista euclidiano pues permite
el juego geométrico principalmente, a partir de plegados, dibujos, cortes que desarrollan

las habilidades geométricas.
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