EL OCTAEDRO TRUNCADO AFIN COMO
CUERPO NORMADO

Luis Enrique Ruiz Hernandez
Profesor Universidad Pedagdgica y Tecnolégica de Colombia
Duitama, Colombia
leruizh@hotmail.com

Resumen

Se indaga la Geometria del {3,4}- afin truncado (la imagen de un octaedro trun-
cado, 6 {3,4} truncado, bajo un automorfismo afin de R?® ), considerdndolo estra-
tégicamente como una esfera topoldgica. Se introduce una norma ¢ sobre R3 cuyas
esferas son poliedros de este tipo. Reciprocamente, cada {3, 4}-afin truncado deter-
mina univocamente una norma ¢ sobre R?, respecto a la cual es una esfera unitaria.
FEn ambos casos ¢ es el maximo de cuatro valores absolutos. Esta descripcion del
{3,4}-afin truncado permite su representacién unificada y, en particular, aporta
una inecuacién cartesiana del {3,4} truncado que entrana una caracterizacién de
sus puntos haciendo de él un lugar geométrico especifico. Se muestra asi como ob-
tener el {3,4} truncado de arista a, a partir de los tres didmetros de un {3,4} y un
ntimero real dado a > 0. Se establece rigurosamente cémo el {3, 4}-afin truncado es
la interseccién de un {3, 4}-afin, y un {4, 3}-afin, ademés de hallar su circunelipsoide
y volumen.

Introduccion

Un modelo del octaedro truncado (ver Figura 2), se obtiene a partir del octaedro regular
{3,4}: al dividir sus aristas en tres partes iguales, los puntos de divisién resultantes (dos
por arista) son los vértices de un octaedro truncado.

Llamado por Tutton cubo-octaedro (no debe ser confundido con el cuboctaedro), es un
zonoedro ([3], pp. 27-30), esto es, un poliedro convexo cuyas caras son paralelégonos ([11],
pp. 140 - 153).

Es ademas, uno de los cinco paraleloedros primarios del famoso cristalégrafo ruso E.S. Fe-
dorov (1.853 - 1919) ([4]): los uinicos sélidos convexos centralmente simétricos que tienen
la doble propiedad de tener el volumen méaximo en un reticulo entero y, por desplaza-
mientos paralelos, colocados cara a cara, llenar todo el espacio sin dejar discontinuidades
o huecos entre ellos ([6], pp. 51-52; [7], pp. 51-53; [13], pp 12-13, 236-238).

Otras dos propiedades del octaedro truncado fueron halladas por Lord Kelvin (1.824-
1.907): 1. Entre los cinco paraleloedros primarios ofrece la menor superficie, para un
volumen constante dado 2. Se obtiene directamente del agrupamiento compacto de esferas,
cuando cada una es inflada sin mover su centro. Estos hechos hicieron que el octaedro
truncado sea ocasionalmente llamado El Sélido de Kelvin.

Los rasgos métricos anteriores son los que frecuentemente describen el octaedro truncado,
el cual lo denotaremos en este trabajo por {3,4} truncado, haciendo uso extensivo de la
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notacion de Schldfli. Ain se desconoce una “buena propiedad”que caracterice sus pun-
tos y haga factible un tratamiento topolégico moderno. En general estudiaremos aqui el
octaedro truncado afin o {3,4}-afin truncado: la imagen de un {3,4} truncado bajo un
automorfismo afin de R? (Definicién 1.1).

Estratégicamente lo consideraremos como una esfera topoldgica. Un primer paso en esta
direccién se da al expresar cada vértice de {3,4} truncado (y {3, 4}-afin truncado) como
una combinacion lineal promedio de su centro y tres vértices consecutivos y fijos de una
cara exagonal (Lema 1.2), y otro al introducir una norma ¢ sobre R* (Lema 1.3) cuyas
esferas son {3,4}-afin truncados (Teorema 2.1).

Reciprocamente, dado un {3,4}-afin truncado se construye una norma ¢ sobre R? cuya
esfera cerrada unitaria es dicho sélido (Corolario 2.2). En ambos casos ¢ es el méximo de
cuatro valores absolutos.

La norma ¢ aporta, ademds de una representacién unificada del {3,4}-afin truncado,
una inecuacion cartesiana del {3,4} truncado que entrana una caracterizacién de sus
puntos, haciendo de él un lugar geométrico especifico. Mostramos asi cémo obtenemos el
{3,4} truncado de arista a, a partir de los tres didmetros de un {3,4} y un nimero real
a > 0 (Corolario 4.1).

También se establece rigurosamente cémo el {3, 4}-afin truncado es la interseccién de un
{3,4}-afin y un {4, 3}-afin (Ver observacién 3.1 y Corolario 3.2).

Finalmente se halla la ecuaciéon matricial del circunelipsoide del {3, 4}-afin truncado la
cual permite calcular su volumen a partir de un automorfismo afin de R?, que aparece de
modo natural (Teorema 5.1).

Denotaremos con letra imprenta mayuscula los vectores (o puntos) en R3.

Los lemas 1.2 y 1.3, Teoremas 2.1y 5.1, y los Corolarios 2.2, 3.2 y 4.1 (como la Definicién
1.1) consignados en la presente investigacién son originales. Constituyen aportes conce-
bidos y demostrados por el autor.

1. Algunas propiedades lineales del octaedro
truncado y una norma sobre R’

1.1. Definicién

Un octaedro truncado afin, o simplemente {3, 4}-afin truncado, es la imagen de un octae-
dro truncado bajo un automorfismo afin de R?* (Ver Figura 3).

De manera similar se define exagono regular afin, o simplemente {6}-afin (Ver figura 1).

El exagono regular tiene cada diagonal, a través de su centro, paralela a un par de lados
opuestos e igual a su duplo. Dado que las transformaciones afines preservan las combi-
naciones lineales promedio (la suma de cuyos coeficientes es uno) ( [2], pp. 417 - 423)
entonces la propiedad anterior es heredada por el exdgono regular afin V; ... V. En otras
palabras

Vi=Vi—2h+2V; | Vs=2Vi —3Vh + 25 (1.1.1)
Ve =2Vi =215+ Vj : (Ver Figura 1)
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En el siguiente lema se expresa especificamente cada vértice del {3,4} truncado como

Figura 1. V; Viys || Vigi Vigo, ViVigs = 2Vig1 Vige, @ = 1,2,3 Vi ... V5 es un exdgono
regular afin

una combinacién lineal promedio del centro y tres vértices fijos.

1.2. Lema

Sea V...V, un octaedro truncado de centro

1
G = 5(‘/; + Vz‘/—i-12) — 17 ce 127 (1.2.1)

y vértices dispuestos como en la Figura 2. Entonces

Vi=W -2V, +2Vy, Vg =2V) =3V, +2V5
5 4 2
Vi =2V - 2V + 214, Vi=3Wi-3Vi+ 3¢
2 2 2
Ve= Vit gV =V + 3G,
2 7 4
Ve = —§V1’+§V2’—2V3’+§G’, (1.2.2)
) 10 4
Vip=—gVi + 5 Va = 2Vi + oG,
4 8 2
Vip=—gVi+gVa = Vi + 3G,
4 5 2
Vip=—zVi+ 3l + 36,

Demostracién. Las relaciones en (1,1,1) aplicadas al exdgono regular V{ ... V{ nos dan
Vi, V] y V{ como en (1,2,2). Aplicadas al exdgono VZV{VIV), V..V,

Vs = Vay = 2(Vg = V7), estoes
Vip =2V = V5 = 2V7 426G,

£ AV / / / !
y al exagono Vy Vi Vig Vi Vi Vi dan,

V1/2_ /21:2(‘/3/_‘44/) y V?:_ /20:2(‘/4/_ /21)
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Figura 2. El octaedro truncado

es decir,

Viy= 2V +4V) =2V = Vj 42C" v
Vi =2V —4V5 + 3V + 2 - 2G'

teniendo presente las relaciones en (1,2,1). Ademas, del cuadrado Vi V{ VI V{ aparece
Vg = VI =V/ = V{, o bien
Ve =—Vi+2Vy = Vs +V;

Comparando las dos expresiones anteriores para V), y para Vg, aparecen las ecuaciones
vectoriales

2V~ V3 = AV — BV} + 2V

Vi —=2Vy =3V] —6V{ + 4V —2G’
respectivamente. Resolviendo este sistema se consiguen V7 y Vj, y en consecuencia V¢,
V/y, como en (1.2.2).

Las correspondientes expresiones para V{, y V/; se obtienen recordando que los lados
opuestos en un exagono regular (en este caso Vi V5 Vi1 Vig Vo V5) son paralelos.

1.3. Lema

Si Ay, Ay y Az son vectores linealmente independientes en R? | entonces la funcién ¢ :
R3? — R representada por

2 3
k=1

3 2
QO(X) =5 méx{_Z|AkX|> |A1X|> |A2X|> |A3X| } ) (131)

para todo X € R3, es una norma sobre R?.
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Demostracién. ¢(X) = 0 es equivalente al sistema de ecuaciones
AX=0 ,k=1,2,3

Por ser det(A1, As, A3) # 0, el rango de la matriz de los coeficientes es tres, y el sistema
tiene como solucién inica X = 0. La misma representacién de ¢ nos da o(AX) = |Ap(X),
AeER;y

Ak - (X +Y)| = |ArX + ALY

2
< JARX| + ALY ] < g{@(X) + oY)},
k=1,2,3, implica

(X +Y) <p(X) 4+ ¢Y)

2. Geometria y topologia del {3,4}-afin truncado

2.1. Teorema
Sea ¢ la norma sobre R? definida en (1.3.1), y hagamos

=G+ c(RAyx As+ Asx Ay),
=G+ c(Asx A1+ Ay As),
=G+ c(RAsx A1+ A1z Ay),
V4—G+c(2A1xA2+A3;1:A1),
=G+ c(A1x Ay + Ay A3),
=G+ c(RAyx As+ A1z Ay),
=G+ c(2Ayx A3 — Asx Ay), (2.1.1)
=G+ c(2Ayx A3 — A1z Ay),
=G+ (2410 A+ Ay A3),
\/1’0—G+c( 2412 Ay + Asx Ay),
Vi, =G+ c(2A52 A1 — A1z Ag)
Viy =G+ c(2A52 Ay — Ay As)
(Vi =2G-V,, =112

donde G € R3,
r
Cc = 3—A , r>0 y A= det(Al, Ao, Ag)
Entonces S,[G], la esfera cerrada de centro Gy radio r, respecto a la norma ¢, es un
octaedro afin macizo y cerrado, centralmente simétrico en GG, de vértices Vi, ..., Voy dados

n (2,1,1) y dispuestos como se muestra en la Figura 3.
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Ademas los vectores

N—3A N—3A N—3A
1_5 1, 2_2 2, 3_2 3

Ny=A1+A+A3  Ns=A +A,— Az
Ne=A1 —Ay+A3 Nr=A —Ay— Az

(2.1.2)

son normales, respectivamente, a las caras (paralelogramos y exdgonos regulares afines)

ViveViVs . VoV Ve Vs ) Vs ViV Voe
VieeVe o, ViVaVinVigVo Vs, VsV Vi Vo Vo Van (2.1.3)
VeViVau Vis Vig Vo,

y a sus respectivas caras opuestas (y paralelas) respecto a G,

VisVigVigVag . Viu Vs Vau Vis . Vir Vig Vo Vip
Vis...Vis . VigVig Vag Voo Vo1 Voo, (2.1.4)
Vit Vi Vig Via Vit Vi, Vag Vig Via V3 Vi Vo

Demostracién. A partir de las relaciones en (2,1,1) y de (AzB)z(CxD) = (AxB-D)C —

(Vi +

N —

Figura 3. G + S, [0], es el octaedro truncado afin V;...Vsa, de centro G =
Vigro) i=1,...,12

(AzB - C')D hallamos
det (Vi — G, Vo — G, V3 — G) =32 A* £ 0,

es decir, G, V;,V, v V3 son afinmente independientes en R?, lo mismo que G’, V{, VJ, vt
en el octaedro truncado de la Figura 2 (de hecho no degenerado).

232



EL OCTAEDRO TRUNCADO AFIN COMO CUERPO NORMADO

Por tanto existe un unico automorfismo afin f : R® — R3 tal que
f@y=a6¢ , fV)=vi , k=123 (2.1.5)

(2], p- 429; [9], p. 8). Puede verificarse pacientemente que los demds puntos Vj, ..., Vis
definidos en (2,1,1) son combinaciones lineales promedio de G, Vi, V5, V3 andlogas a las
correspondientes en (1,2,2). Por tanto se sigue de (1,2,1) y (2,1,5) que

FVY =V Li=1,..,24.

Concluimos, de acuerdo a la Definicién 1.1, que V; ...V es un {3,4}-afin truncado de
centro G y vértices dispuestos como se muestra en la Figura 3.

Es facil verificar que todos los puntos en (2,1,1) estdn en los semiespacios cerrados

(2.1.6)

—r < (X —-G)-Ng y (X —-G) Ny <r
k=1,...,7 ,

cuyas fronteras contienen las caras listadas en (2,1,4) y (2,1,3), respectivamente, donde
Ny se ha definido en (2,1,2).

Consideremos ahora el {3,4}-afin truncado V; ... Va4 como un poliedro macizo cerrado €.
Entonces

¢ =conv{Vy,....,Vou} |

la envolvente convexa de sus vértices ( [9], p. 158, Theorem 17,2; p. 12, Corollary 2.3.1).
Siendo cada punto X en € una combinacién convexa de la forma

24 12
X=3 NVi=G+> (N X)) (V; - G),
=1 =1

donde
)\1+"'+)\24:1 ycada)\jﬁo 5

se desprende

(X —G)A; = cA{2(0 — Mi2) + (M2 — M) + (A5 — A7) +2(X6 — Ais)
+2(A7 — A1g) + 2(As — A20) 4+ (A9 — A21) + (A2s — Aig) },

(X =)A= AL — Mig) + 200 — M) + 200 — Ais) + O — Aig)
+(A19 — A7) + (A0 — A2) + 2(A11 — Ags) + 2(A12 — Aaa) b,

(X — ) As = A {(s— Mis) + 200 — Ag) + 200 — A7) + (g — Aig)

\ +(A20 — As) + 2(Xa1 — Ag) + 2(A22 — A1o) + (A2s — A1)},

(2.1.7)
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y por tanto,

(X — G)A1| <cA{2)]A1 — Ais| 4+ [ A2 — Mia] + | A5 — Aiz| + 2|1 X6 — Ais| + 2| A7 — Aig]
+ 2|As — Aao| + [ Ao — Aaa| + [A2a — A2},
<2¢ A{2|A1 — Aig| + | A2 — Aa| + [As — Air] + [ A6 — Aas| + | A7 — Ao
+ | As = Azo| 4 [ A9 — Aau| + [A12 — Aaal}
L2 A{( A1+ A3+ A+ Aa+ A5 + Az + Ae + Mg + A7+ Ao + As
+ Aao + Ag + o1 + A2 + A)

2 2r
<2cA Z Aj=2cA = 3
j=1

Analogamente, se prueba en general que

2r

Ademas
3 12 12
Z |(X —G) Ak| S CA Z 3|)\] — )\j+12| S 3CAZ()\] —+ )\j+12) = 3CA =T
k=1 j=1 j=1

Estos resultados conducen a la contenencia € C S,[G] (la esfera cerrada de centro Gy
radio 7, respecto a la norma ).

Por ser (X — @) una funcién real, convexa, propia y cerrada, para todo X € R?, entonces

int (S,[G]) = {X € R?|p(X — G) < 7} = S,(G) |

F (S[G]) ={X e R?|p(X - G) =1}

( 9], p. 59, Corollary 7.6.1).
Si X € conv{Vh,...,V5} C €, existen Ay,..., A\g no negativos, \; +---+ Xg = 1, tales que

X=MVidt+rVotoVet--+olhy ,

reduciéndose las expresiones en (2,1,7) a

(X —G) Ayl = (X —G) - A1 = = (2A1 + Ao+ As + 2))

(X = @) Ay = (X —G) - Ay = = (A1 + 200 + 2X5 + i)

Wl = Wl =3 Wl =3

(X —G) - As| = (X —G) - Az = = (A3 + 2Ms + 2Xs5 + Xg)
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lo que implica

2r
3 T
Z|(X—G)-Ak|:§(3A1+---+3)\6):r :

k=1
esto es,
(X =G)=r y conv{Vi,...,Vs} C F.(S,[G])

Asi, usando (2,1,7), en general se prueba (con laboriosidad !! ) que todas las caras de €
estan contenidas en la frontera de S,[G]. Por tanto

CCS[G] v F.(€)CF(S[G) (2.1.8)

Si X € S,[G] ~ € entonces X es un punto interior de € (= R? ~ €) por ser € cerrado,
y el segmento GX C S,[G] corta a F,.(€) en un punto P entre G y X (por ser € un
poliedro convexo), esto es, P € int(S,[G]) ( [9], p. 45, Theorem 6.1) y ademéds por (2.1.8)
P € F.(S,[G]) lo cual es imposible. Asi que S,[G] C €.

2.2. Corolario

Sea € un {3, 4}-afin truncado, macizo y cerrado, de vértices Vi, ..., Vo, dispuestos como
se muestra en la Figura 3, centro

1
G=5(Vit Vi) i=1...12,

y hagamos
(A= V206 6) % (G- G)+ (- G) x (G- )} |
Ay = %v—1{2(vl—G)><(V2—G)+(V2—G)><(%—G)+2(V3—G)><(V1—G)},

1
Ay= V(R -G)x (-0,

(2.2.1)
donde
V=det(\1 —G, Vb — G, V3 —-G)

Entonces, en referencia a dichos vectores, € es la esfera cerrada unitaria de centro G,
respecto a la norma ¢ sobre R? definida en (1,3,1).

Demostracion. Por la definicién 1,1, € es un poliedro no-degenerado y, por tanto, V # 0.
Ademsés teniendo en mente las expresiones en (2,2,1) obtenemos

1
A= det(Al,Ag,Ag) = §V_1 7é 0

En otras palabras, los vectores A, Az, As definidos en (2,2,1) son linealmente indepen-
dientes bajo los cuales, como en el Teorema 2,1, consideramos la norma ¢ sobre R? definida
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en (1,3,1). Por tanto su esfera cerrada unitaria S1[G| es un {3, 4}-afin truncado de centro
G, de manera tal que volviendo a las expresiones en (2,1,1) se demuestra que Vi, Vo y V5
son también vértices de S1[G].

Ahora, dado que € es la imagen de un {3,4} truncado bajo un automorfismo afin de R? |
entonces sus vértices (y los de S1[G], segun se establecié en la demostracion del Teorema
2,1) son combinaciones lineales promedio de G, V1, V, V5 correspondientemente andlogas
a las listadas en (1,2,2). Se colige que los vértices de S1][G] son justamente Vi, ..., Va4, es
decir S1[G] = €.

3. El{3,4} - afin truncado como la intersecciéon de un
cubo y un octaedro regular afines

3.1. Observacion

En analogia a la definicién 1,1, un octaedro regular afin, o {3,4}-afin, es la imagen de
un octaedro regular bajo un automorfismo afin de R3. Asi mismo, el paralelepipedo es un
cubo afin, o {4, 3}-afin.

Los vértices del octaedro truncado afin estén sobre las caras de un paralelepipedo (cuatro
en cada cara) y son los puntos medios de los segmentos con extremos el centro de cada
cara y los puntos medios de los lados de la cara. También resulta de la interseccion de
dicho paralelepipedo y un octaedro regular afin (concéntricos), de manera tal que, cada
una de sus aristas contiene dos vértices del octaedro truncado afin que la dividen en tres
segmentos iguales ( [5], pp. 54 - 57).

Resultados previamente obtenidos por el autor sobre el {3,4}-afin ( [10]) y el {4, 3}-afin
(Ver [10] y [12]) nos permiten (Corolario 3,2) demostrar rigurosamente cémo el {3, 4}-afin
truncado es, en efecto, la interseccion de dichos sélidos, determinandose explicitamente
sus vértices a partir de los del octaedro truncado afin.

3.2. Corolario

Sea € un {3 — 4}-afin truncado, macizo y cerrado, de vértices Vi, ..., Va, dispuestos como
en la Figura 3 y centro

1
G:§(‘/i+‘/i+12 5 221,,12
Entonces los puntos
( 3 1
U1=—V1+§V6+V7—§V87
1 3
U2:_V1_§V6+V7+§V87

1 3
U3:—2V1—§V6+§V8+2G> (3‘2‘1)

1 3
U4=—V1+§V6+V7—§V8+2G>
\Uk+4:2G—Uk 5 k’:1774 5
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son los vértices, dispuestos como en la Figura 4, de un paralelepipedo 3, macizo y cerrado,
de centro G; y los puntos

Wy = 2Vs — Vo, Wy = 2Vy — Vi |
Wy = 3Vy — 4Vs +2Vp | (3.2.2)
Wiy = 2G — W, k=123,

son los vértices (como en la Figura 4) de un octaedro regular afin, macizo y cerrado { de
centro (7, tales que

1
Figura 4. El {3,4}—afin truncado V;...Vas de centro G = 5 (Vi + Vit12), i =
1,...,12, como la interseccién del paralelepipe U;...Ug y el octaedro regular afin
1 1
Wi ...Ws de centro comun G = §(Uj + Ujpq) = §(Wk + Wiis) j=1,...,4, k=
1,...,3
c=PnNY,

donde los vértices de € estan sobre las caras de 3 (cuatro en cada cara) y son los puntos
medios de los segmentos con extremos el centro de cada cara ‘3 y los puntos medios de
los lados de la cara. A la vez, cada arista de i contiene dos vértices de € que la dividen
en tres segmentos iguales (Ver Figura 4).

Demostracion. De acuerdo al Corolario 2,2 existen vectores Ay, Ay y As, linealmente
independientes en R? | segtin los cuales, € es la esfera cerrada unitaria de centro G respecto
a la norma ¢ introducida en (1,3,1).

Aludiendo al Teorema 2,1 (con r = 1 ), de las relaciones en (3,2,1), (3,2,2) y (2,1,1)
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obtenemos
3
Wl— :Z(UQ—Ug):gcAQXAg,
3
—(W2 —G) = Z(U4 — Ug) = 3CA1 X Ag s
3
—(Wg —G) = Z(U5 — Ug) = 3CA3 X A1 s
32
(U4 — Ug) X (U5 — Ug) = _KCNI s
32
(U5 — Ug) X (U2 — Ug) = —KCNP, s
32

(U2 — Ug) X (U4 — Ug) = _KCNQ s
det(W1 - G, W2 - G, W3 - G)

27
= 6_4 det(Ug — Ug, U4 — Ug, U5 — Ug) = —3c 7é 0 s

donde Ny, Ny y N3 se han definido como en (2,1,2).

Entonces,
PB={Us+ MUz —Us) + X (Uy — Us) + X\3(Us — Us) |0 < \; < 1},
es un paralelepipedo de centro G, y vértices
Us + M (Us — Us) + Ao (Uy — Us) + A3(Us — Us) ,

(A1, A2 A3) € {0,1}°
([8], pp. 337 - 338), esto es (usando (3,2,1),), Uy, ..., Us.
Asi,
XeP siysolosi [Ny (X —-G)[ <1, k=1,2,3
( [12], p. 110 Teorema 1).

Ademas los puntos Wy, ..., Ws son, en efecto, los vértices de un octaedro regular afin i,
sélido, cerrado y de centro G ( [10], p. 53. Corolario 1; p. 41 Observacién 1) e inecuacién

<D N (X - G))

k=1

N W

3
— max X -G)- —)MN
(A1,A2,23)€{0,1}3 ( ) kz_;( ) '

3

=5 ax [N (X =G,
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expresion equivalente a
INt- (X —G)|[ <1 |, k=4,...,7

Puesto que € es convexo y cerrado, entonces € es la interseccion de todos sus semi-espacios
cerrados tangentes ( [9], p. 169 Theorem 18.8) consignados en (2.1.6). Esto es,

X el siysolosi |[Ny-(X—-G)| <1 ,k=1,...,7,
si y solo si
(INL- (X =G <IANz- (X =G)| S TA N3 (X = G)[ 1)

AN - (X —G) <1A...AIN:-(X=G)|<1),

si y solo si X € BNl Es decir,
c=Pnu

Observando las expresiones en (3,2,1) y (3,2,2) (como la Figura 4) el lector puede verificar
la ultima parte del Corolario 3.2, sobre como se obtienen los vértices de € a partir de 3
y 4.

3.3. Ilustraciéon

Consideremos el octaedro regular de Edmund Hess ( [3], p. 52). Los puntos que dividen
cada una de sus aristas en tres segmentos iguales determinan los siguientes vértices

1 1
Vi=—(1,0.2 Vo==(2,0,1
1 3(7 ; )7 2 3(7 ; )7
V—1210 V—1120
3_§(> ; )7 4_§(> ; )7
V: 1021 Ve 1012
5_3(7 ; )7 6_§(> ; )7
% ! 1,0, 2 Vs 10 1,2
7_3(_7 ; )7 8_§(>_> )7
V—l(O 2, 1) % —11 2,0
9_3 ; ’ ; 10_§(>_> )7
1 1
‘/11 = §(2> _17 0)7 ‘/12 = §(2> 07 1)7
Viviz = Vi 1=1,...,12
de un octaedro truncado de centro el origen y arista 3 dispuestos como en la Figura 3.
1 1 1
En este caso, V = det(V, Vs, V3) = §,V1><V2: 5(0, 1,0), Vo x V3 = 5(—1, 2, 2),

1
Vi x V) = 5(2, —4, —1), y las expresiones en (2,2,1) se reducen a A; = (0, 0, 1), Ay =
(1,0,0) v A3 = (0, 1, 0).
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Concluimos del Corolario 2,2 que (x1,z2,23) en R? es un punto de este poliedro, como
solido macizo y cerrado, si y solo si satisface su inecuacién

Wl Do

2
méx{§(|x1| + |zo| + |z3]), |z1], |22l |x3|} <

Ahora, segin el Corolario 3,2, las relaciones en (3,2,1) nos dan los vértices de un cubo de
centro el origen tales que +3Uy, kK = 1,...,4 son precisamente los vértices del cubo de
Hess ( [3], p. 52). Y de la manera como obtuvimos nuestro octaedro truncado, los puntos
en (3,2,2) son justamente los vértices del octaedro regular de Hess.

4. Una caracterizacion de los puntos y una
representacion del octaedro truncado

La observacion 3,1 muestra que los centros de las caras cuadradas de un octaedro truncado
lo son también de las caras de un cubo. Por tanto, dichos centros son los vértices de un
octaedro regular. Esta propiedad nos permite caracterizar, a continuacion, los puntos
del octaedro truncado.

4.1. Corolario

Sea € un octaedro truncado macizo cerrado, de centro GG y arista a. Si Cy, Cy, Cs son los
centros de tres caras cuadradas no opuestas de €, entonces

i) La inecuacién de € es
max{§Z (C-G) (X -G .
(€1 =G) (X =G)|, [(C2 = G) (X = G)], [(Cs = G) (X = G } <2, (411)

donde la igualdad ocurre en la frontera de €

it) Si Ly es la recta a través de Gy Cy, k = 1,2, 3 entonces

2 o _
¢ = {X € R?| méx {§ Z Proyeccion de XG sobre Ly,

k=1

Proyeccién de XG sobre Ly, . .., Proyeccién de XG sobre Lg}

> Qa}

(Ver Figura 5).
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Figura 5.

Demostracion. Sean Vi,..., Vo los vértices de € dispuestos como en la Figura 5, de
centro

1
Gzi(‘/i—i_‘/i-i-lQ)? 221,,12

Por el corolario 2,2, € es la esfera cerrada unitaria de centro G respecto a la norma ¢
sobre R? definida en (1,3,1) bajo las condiciones en (2,2,1).

Si C1, Cy, C5 son los centros de los cuadrados (no opuestos) Vi Vg Vr Vg, Vo Vi Vi Vi y
V5 Vi Vo1 Voo, entonces C7 — G, Cy — G vy C3 — (G son vectores normales a estas caras,
respectivamente (Las caras cuadradas de € son tangentes (en su centro) a la insfera de
un cubo de centro G, cuyas caras y las cuadradas de €, tienen centro comun (Corolario
3,2)).

Siendo en este caso, regular, el octaedro U del Corolario 3.2, entonces la arista de U es 3

3a
a. S1 Ry es el radio de la esfera media de 4l entonces Ry = 5 ( [3], p- 292, Table I). De

este modo, si R es el circunradio de €, el Teorema de Pitdgoras nos da
a2 b
e ()5

dado que el radio medio es perpendicular a la arista de 4 en el punto de tangencia (o
punto medio de la arista). Por tanto la pirdmide de apice Gy base el cuadrado V; Vg V7 V3
(Ver Figura 5) tiene altura

a2

h=|Cy— G| = RQ—E:\@@, k=1,2,3
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De acuerdo a la dltima parte del Teorema 2,1 y a las relaciones en (2,1,6), existen escalares
t tales que Ay =tx(Cr, — G) y

2
t(Ce = G) (Voo —G) = 5, k=1,2,3

Siendo h la distancia de G' a los planos de los cuadrados de centro C, Cs, C3 entonces

(Ch = G) (Vagr — G|
V2= 1Cx = G| Y

|tk| = k=123,

3a?’

reduciéndose p(X — G) <1 a la expresion (4,1,1); o bien

2 3
méx{ S ; I|1X — G| | cosbi| , [|X — G| |cosby] ,

IX = Gl|[cos by , [|X =G| |60893|} <V2a,
siendo 0y, el angulo entre X —G #0y Cp, — G, k=1,2,3.

5. Estereometria del {3,4}- afin truncado

5.1. Teorema

Sea € un octaedro truncado afin de vértices Vi, ..., Vo, dispuestos como se muestra en la
Figura 3, y centro

G==(Vi+Vien), i=1,..12

N | —

Hagamos

Wy =2V —G)x (Vo—G)+(Va—G) x (V53—G)—=2(V; —G) x (V3 —G) ,
Wy=(WVi—-G)x (V2 =G),
Wo =201 - G) x (V= G) = (Vi - G) x (o= G)
(5.1.1)
y sea £ la matriz cuadrada no singular de orden tres, cuya i-ésima columna es W}. En-
tonces,

i) La ecuacién del circunelipsoide de € (el elipsoide donde estd inscrito €) es
(X -)Lee" (X -a) =5V2 (5.1.2)
donde £7 (y similares) es la transpuesta de £, y

V=det(Vi -G, Vo—G, Vs—G)
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i) Si f es el automorfismo afin de R? representado por

1
f(X) = gv—l (X-G)L, XeR®, (5.1.3)
entonces f(€) es (jjustamente!) el octaedro truncado de la ilustraciéon 3,3. Sus
vértices f(Vi),..., f(Va4) son los correspondientes puntos listados en dicha ilus-
tracion.

32
iii) El volumen de € es T V]|

Demostracion. Dado que
det £ = det £" = det(W;, Wy, W3) =3V? £0 ,

entonces £ es no - singular y ££7 es una matriz simétrica positivamente definida y la
ecuacion (5,1,2) es, en efecto, la de un elipsoide de centro G' ( [14], pp. 282 - 285).

Las expresiones
X -G’ (X -G = (X -G)glP
(X -G L=(X-G)- W, X -G) Wy, (X—-G) -Ws) ,

y las dadas en (5,1,1) ayudan a verificar (5,1,2) para Vi, Vo y V5. Para demostrar que
los otros vértices Vj, ..., Vo también satisfacen (5,1,2) acudimos a las correspondientes
relaciones en (1,2,2).

Procediendo asi también se demuestra que f(V4),..., f(Va4) son los correspondientes pun-
tos listados en la ilustracién 3,3, donde f es como en (5,1,3).

Consideremos un octaedro truncado de arista a, centro el origen 0 y vértices dispuestos
5
como en la Figura 5. Se estableci6 en la demostracion del Corolario 4,1, que R = \/; a es
su circunradio y que, v/2a es la altura de las piramides basadas sobre las caras cuadradas
. V2,
de apice 0, por lo que su volumen es ?a .

El exagono regular tiene lado y circunradio iguales, por tanto las piramides basadas en las
caras exagonales y de dpice 0 tienen altura cuyo cuadrado, por el Teorema de Pitagoras,

es R? —a? = §a2, siendo asf su volumen

1 V3, 3 3v2
=|16-—a —al|l=——a |,
3 4 2 4

donde TaQ es el area del triangulo equildtero de lado a.
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Se sigue que en particular, el volumen del octaedro truncado de la ilustracién 3,3

3

6. — =
i 27

(o5t (5) -5

Por tanto se cumplen las relaciones

v
9

A

donde v es el volumen de € ( [1], p. 243, Corollary).
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