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Resumen

FEn esta nota, aparte de introducciones muy generales a tres 1égicas sin la dualidad
verdadero/falso —la légica intuicionista de Brouwer, las légicas multivaluadas de
Lukasiewicz y la logica difusa de Zadeh— se presenta una formalizacion reciente de
la 16gica difusa.

En la légica clasica las proposiciones pueden tomar solo dos valores de verdad, verdadero
y falso. Segin C. S. Peirce esta es “la hipotesis mas simple”; mucho antes Aristételes ya
habia formulado los principios fundamentales de la légica clasica, el de no contradiccién
—nada puede ser y no ser al mismo tiempo/un enunciado no puede ser a la vez verdadero
y falso— y el principio del tercio excluso —algo es o no es/todo enunciado es verdadero
o es falso—.

Sin demeritar en manera alguna los desarrollos portentosos de la légica y la matematica
clasicas, se observa con rapidez que hay muchas situaciones para cuya discusién se re-
quieren mas valores de verdad. Los fenémenos cotidianos afectados por la percepcién y el
comportamiento humanos —como los gustos, la riqueza, el significado de los adjetivos—
solo pueden estudiarse con precision si se consideran gradaciones muy complejas. Aun
en modelos matematicos muy utilizados la légica bivalente conduce a aparente paradojas,
por ejemplo: si la recta real usual se corta en un punto, ;ja cudl de las dos semirrectas
pertenece el punto de corte? Por simetia no deberia pertenecer a ninguna de las dos o a
ambas...

Durante el siglo XX se han propuesto diversas logicas con mas valores de verdad: la logica
triadica de Peirce; la logica intuicionista de Brouwer, capturada de manera parcial por
el llamado calculo proposicional intuicionista cuyos modelos algebraicos son las algebras
de Heyting; las légicas m-valuadas de Post que tienen una contraparte algebraica en las
llamadas algebras de Post; las légicas multivaluadas o polivalentes introducidas por la
escuela polaca de légica y en especial por Jan Lukasiewicz; la légica borrosa o difusa de
Zadeh, consistente en sustituir el conjunto {0, 1} por el segmento real [0, 1].

A continuacién se presentan algunos detalles de tres de estas l6gicas multivaluadas que, al
final, resultan conectadas en cierta forma: la intuicionista, la de Lukasiewicz y la difusa.

1. La légica intuicionista de Brouwer

El intuicionismo encuentra su origen en los trabajos del matematico holandés L. E. J.
Brouwer (1881-1966) quien ya desde su tesis doctoral, presentada en 1907, intervino
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en la entonces candente discusion sobre los fundamentos de la matematica. Entre los
precursores de las ideas intuicionistas pueden mencionarse a Kronecker, Poincaré, Borel y
Weyl; las grandes corrientes filosoficas antagonistas fueron el formalismo propugnado por
Hilbert y el logicismo impulsado por Frege, Whitehead y Russell [7, 15].

El principio basico del intuicionismo es la constructibilidad: para el intuicionista los ob-
jetos de estudio de la matematica son ciertas intuiciones mentales y las construcciones
que pueden hacerse con ellas. La consecuencia inmediata es que la matematica intui-
cionista solo maneja objetos construidos y solo reconoce las propiedades puestas en ellos
por la construccion. En particular, la negacién de la imposibilidad de un hecho no es
una construccion del mismo luego el principio de doble negacién y las demostraciones
por reduccion al absurdo son inaceptables para el intuicionista. De igual manera, es
perfectamente factible que un hecho y su negacién sean ambos imposibles de construir
luego, en general, en el intuicionismo no vale el principio del tercio excluso.

A finales de la década de los 20 se propuso el problema de formalizar el intuicionismo.
Aunque a primera vista eso parezca una tarea contradictoria, lo que se pretendia era
construir, dentro de la matematica formalista que ya se estaba imponiendo, una légica
que de alguna manera reflejara los principios intuicionistas.

.Y qué debe entenderse por una logica? En la matematica actual se maneja una variedad
infinita de légicas, siendo el prototipo la légica proposicional clasica. En los cursos de
matematicas fundamentales se suele presentar esta logica de dos maneras: mediante reglas
de inferencia y mediante tablas de verdad.

El calculo proposicional clasico

Las reglas de inferencia representan la versién sintdctica de la légica. En esencia este
aspecto de la légica consiste en deducir de manera formal una conclusién a partir de
ciertas premisas dadas, empleando para ello reglas permitidas. Una presentacion rigurosa
de la sintaxis del calculo proposicional clasico puede encontrarse en el texto de Xavier
Caicedo [3] y es la siguiente, aunque aqui se han omitido los axiomas que definen los
conectivos Ay V.

Aziomas
L (a— (68— )
2. (= (f—=17) = (a—=p)—(a—7))
3. (40— —a) = (a—f)

Regla
La unica es Modus Ponens: de a y a@ — (3 puede pasarse a [3.

Ahora una féormula ¢ se deduce de un conjunto de férmulas I', hecho que se denota I' F ¢,

si existe una sucesion finita de férmulas, la dltima de las cuales es ¢ y cada una de las
cuales o bien pertenece a I' —es una premisa— o bien es un axioma o bien se sigue de
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férmulas anteriores de la sucesién por una regla de inferencia. A manera de ejemplo sigue
una posible deduccion de la férmula p — p.

L.p—=g—p —p)—((p—(@—p)—@—p) Ax 2
2.p— ((¢g =p) —p) Ax 1
3.(p—(g—p)—(@—Dp MP/1,2
4.p— (¢ —p) Ax 1
5.p—p MP/3,4

Aqui es claro que alterando los axiomas y las reglas es posible disenar muchas logicas
— de hecho, una logica proposicional puede definirse en abstracto como una relacion de
deduccién F que satisface determinadas propiedades [1].

Quizas las formulas méas importantes de una légica son las que —como en el ejemplo
anterior— pueden deducirse sin premisas, pues son las “verdades” de la légica. Estas
férmulas reciben el nombre de teoremas. Hay otras afirmaciones que, en tanto teoremas
matematicos que afirman hechos sobre determinada légica, pueden denominarse metateo-
remas. Tal es el caso del llamado teorema de la deduccion valido también para el calculo
proposicional clasico: SiI',a + 3 entonces I' F o — 3.

Las tablas de verdad representan la versién semdntica de la légica. En esencia este
aspecto de la légica consiste en evaluar la veracidad de una féormula —veracidad relativa
a las proposiciones atémicas que intervienen en ella— interpretandola en un contexto
matemadtico. En la ldgica clasica lo que se hace es leer la férmula en el conjunto {0, 1},
en el cual de antemano se ha convenido la interpretacion de los conectivos =, A, V y —.
Esa interpretacién no es més ni menos que las tradicionales tablas de verdad de estos
conectivos.

De hecho el conjunto {0,1} con operaciones o tablas de verdad —, A, V es una dlgebra
booleana. Una édlgebra booleana puede definirse como un reticulo —esto es, un conjunto
ordenado en el cual cada par de elementos tiene extremo superior y extremo inferior— con
maximo 1 y minimo 0 y dotado de una negacién —. Las condiciones adicionales exigidas
son las siguientes.

e A(yVz)=(xAy)V(rAz) zV(yAz)=(xzVy) A(zVz)

x N\ —x~0 V- ~~l1

Los subconjuntos de cualquier conjunto, ordenados por la inclusién conjuntista, consti-
tuyen una algebra booleana definiendo la negaciéon como el complemento. En el caso finito,
estas son las unicas algebras booleanas existentes. Si el conjunto universal es infinito se
tienen mas ejemplos de algebras booleanas, por ejemplo la coleccién de subconjuntos que
son finitos o cofinitos —con complemento finito—.

La élgebra booleana {0, 1} genera todas las algebras booleanas de una manera muy precisa
[2]. Asi, cuando una férmula proposicional se lee en esta dlgebra y todas sus lecturas son
1, lo mismo sucede en cualquier algebra booleana. Una férmula es una tautologia en
algebras booleanas si todas sus lecturas en cualquier algebra booleana siempre son 1. De
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esta manera, el algoritmo de las tablas de verdad permite encontrar las tautologias en
algebras booleanas.

Un hecho fundamental pero quizas poco enfatizado en los cursos de matematicas funda-
mentales es que los aspectos sintactico y semantico —o bien, légico y algebraico— de la
logica clasica constituyen dos lados o caras del mismo fenomeno. Pues existe un profundo
teorema de correspondencia entre sintaxis y semantica que establece que las tautologias
en algebras booleanas coinciden exactamente con los teoremas del calculo proposicional
clésico [3, 8, 10]. Es decir, una férmula es deducible en el calculo proposicional clésico sin
emplear premisas si y solo si su tabla de verdad tiene 1 en todos los renglones. Se aprecia
a simple vista que la utilidad de este metateorema es incalculable, razén por la cual se
constituye en un modelo o prototipo emulado por otras logicas propuestas.

El calculo proposicional intuicionista

En 1930 Arend Heyting, uno de los discipulos de Brouwer, dio un paso decisivo en la
formalizaciéon del intuicionismo al presentar un céalculo proposicional expresado mediante
axiomas y reglas al estilo de Hilbert y que se conoce como cdlculo proposicional intui-
cionista. La siguiente es una presentacién actual de este célculo [3, 13].

Azxiomas

L (a— (8 —a))

2. (= (B—=7) = ((a—=F) = (a—7)
3. (a—= ) = (=f — —a)

4. o — ——a

5. a— (na— f)

Regla

La tnica es Modus Ponens.

Algunos teoremas y deducciones de la légica cldsica también pueden probarse aqui como
Fa—aya—f3,0—vFa— 7, aligual que algunos metateoremas como el teorema
de la deduccién. Incluso es valida una forma débil de reduccion al absurdo, a saber, si
Y, a - (,-0 entonces ¥ F —a. Pero, como podria esperarse, no es posible demostrar el
tercio excluso a V =« ni la doble negacién ——a — «. De aqui se sigue que no es valida
la forma fuerte de reduccién al absurdo.

. Cémo garantizar que es imposible probar cierta férmula en un calculo proposicional?
Como se observo en el calculo proposicional cldsico, una alternativa consiste en construir
una semantica adecuada. El calculo proposicional intuicionista tiene como contraparte
algebraica una estructura que en la actualidad de manera muy adecuada se denomina
algebra de Heyting.
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Una algebra de Heyting puede definirse como un reticulo con méaximo 1 y minimo 0,
dotado de una implicacion — que satisface la siguiente adjuncion.

r<a—b si y solo si zAa<b

En una algebra de Heyting se define la negacién como —a = a — 0, de manera que ésta
se caracteriza mediante la equivalencia

r < —a si y solo si rANa=0,

o en otras palabras, —a es el mayor elemento disyunto con a.

Toda algebra booleana es una &algebra de Heyting haciendo a — b = —a V b, pero no al
revés: por ejemplo, la inica dlgebra booleana lineal es {0, 1} pero todo conjunto ordenado
lineal con maximo 1 y minimo es una élgebra de Heyting haciendo

1 cuando a < D,
a—b=
b cuando a > b.

Los abiertos de cualquier espacio topoldgico, ordenados por la inclusién conjuntista, con-
stituyen  una  algebra de  Heyting  definiendo U — V =
Ext(U — V) donde FExt denota el exterior de un subconjunto, esto es, el interior de
su complemento.

Puesto que se construyen con el mismo vocabulario, las férmulas del calculo proposicional
intuicionista pueden leerse en cualquier dlgebra de Heyting. Considérese, por ejemplo, la
férmula * — z. Es claro que se tiene 1 A a < a, luego por la adjuncion que define la
operaciéon — se sigue 1 < a — a, es decir, a — a = 1. Una férmula es una tautologia en
algebras de Heyting si, como x — x, todas sus lecturas en cualquier algebra de Heyting
siempre son 1.

En este caso el teorema de correspondencia entre sintaxis y semantica consiste en que las
tautologias en algebras de Heyting coinciden exactamente con los teoremas del calculo
proposicional intuicionista [13]. Este importante resultado garantiza, entre otras conse-
cuencias notables, que x V -z y —=—x — x no son teoremas del cédlculo proposicional
intuicionista, es decir, que en esta logica no vale el tercio excluso ni la ley de la doble ne-
gacién. Pues en una algebra de Heyting lineal si 0 < a < 1 entonces aV—-a =aV0=a # 1
y =—ma — a =1 — a = a # 1. De igual manera en la algebra de Heyting de los abiertos
de la recta real con su topologia usual, si U = (—o00,0) entonces U V -U =R — {0} #R
ysi V = (—00,0)U(0,1) entonces ==V — V = (—o00,1) - V=R — {0} #R.

A continuacién se muestran las tablas de las operaciones negacion e implicacién de la
algebra de Heyting lineal con tres elementos 0 < % < 1. Estas tablas pueden verse como
las tablas de verdad de una légica intuicionista con tres valores de verdad.

T | T 1%0
10 1[1 5 0
1 1

510 1110
0] 1 0[1 1 1
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Desde hace varias décadas el estudio y fomento del intuicionismo como tal practicamente
han cesado. La légica intuicionista, en cambio, se ha seguido estudiando y ha reaparecido
recientemente con fuerza en estudios como la logica de los haces de Caicedo [4] y la 16gica
de las categorfas y topos [9, 11, 12], légicas potentes cuyo segmento proposicional es
precisamente el calculo proposicional intuicionista.

2. Las légicas multivaluadas de Lukasiewicz

Respecto a la negacion en la dlgebra de Heyting con tres elementos, las asignaciones 0 — 1

y 1 — 0 resultan perfectamente aceptables pero la asignacién % — 0 es muy discutible.
En algunas situaciones concretas como las que se mencionaron en la introduccion, parece

mas adecuada una asignacion simétrica % — % Esa fue la propuesta de Lukasiewicz.

Jan Lukasiewicz (1878-1956) fue uno de los matematicos polacos més influyentes de su
generacién. Junto con Lesniewski fund6 durante los anos 20 del siglo XX una escuela de
logica en Varsovia que en su momento llegd a ser el principal grupo de matematicas del
mundo y entre cuyos miembros se destaca el gran Alfred Tarski.

La idea de Lukasiewicz sobre légicas multivaluadas consiste en distribuir los valores de
verdad de manera uniforme sobre el segmento real [0, 1]: si se trata de n valores, ellos son

0, n—il, n—zl, cee Z—j, 1; si se trata de infinitos, se toma Q N [0,1]. La negacion se define

como
r=1—=x
y para las demds conectivos logicos se introduce la operacién ¢ como

r®y=min{l,z+y}.

La constante 1 y las operaciones ®, — (implicacion), V (disyuncion) y A (conjuncion) se
definen en términos de las anteriores como sigue.

1=-0
rOy=("zdy) =maz{0,z +y — 1}
rT—y=-Tdy =min{l,1 —z + y}
zVy=-(-zdy) Dy = maz{x,y}
rAy=-(-20y) Oy =min{z,y}

Como un caso particular interesante, a continuacién se muestran las tablas de negacién e
implicacién de la 1égica con tres valores. Al compararlas con las tablas de la algebra de
Heyting con tres elementos se observa que la diferencia es minima pero esencial.

T | ‘1 % 0
1] 0 11 5 0
1 1 1 1
2| 32 2|11 3
0l 1 0l1 1 1
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En tiempos més recientes —segun [5], en 1958 por Chang— se introdujo la nocién de
MV-dlgebra. Una MV-algebra es una estructura A = (A; @, -, 0) donde A es un conjunto
no vacio, @ es una operacion binaria en A, = una operacién unaria y 0 una constante,
que ademas satisfacen las siguientes ecuaciones.

Lazdyoz)~ @by ® =2

2. 10y~ ydu

3. 280~z

4, ~—r=x

5. x @ -0~ =0

6. "(rzdy) Py~ -(ydr) b

Todo subconjunto del segmento real [0,1] cerrado para las funciones
r—1—ayaxy— min{l,z+y} y que contiene a 0 es una MV-algebra con las opera-
ciones t @&y = min{l,z+y}, ~x =1 — 2z y la constante 0. Toda dlgebra booleana es una
MV-dlgebra definiendo x @y = 2 Vy, == = 2’. Si G es un l-grupo abeliano!, para cada
elemento u > 0 el segmento [0, u] es una MV-dlgebra con las operaciones x @y = uA(z+y),
—r=u—T.

Como caracteristica curiosa puede citarse que en las MV-algebras si vale el principio de
la doble negacién ——x — x —conviniendo que x — vy significa ~x ® y— pero no vale
el principio del tercio excluso. Por ejemplo en la MV-algebra con tres elementos se tiene
bvol=ivi-tzl

Las MV-algebras constituyen la semdntica de la 16gica multivaluada de Lukasiewicz. Res-
pecto a la sintaxis, el mismo Lukasiewicz propuso calculos proposicionales sencillos y
conjeturé que de ellos podrian deducirse todas las tautologias de sus algebras. Esta
conjetura se demostré por diversos caminos en el transcurso del siglo XX. La siguiente es
una presentaciéon de la ldgica de Eukasiewicz con infinitos valores.

Aziomas
l.a— (f—a)
2. (a=pB)=((B—7) — (a—17)
3. ((a—=B)= )= ((—a)—a)
4. (= = —a) = (a— f)

'En los escritos [5, 14] pueden encontrarse la nocién de I-grupo y diversos detalles sobre la 1gica de
Lukasiewicz.
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Regla
La tnica es Modus Ponens.

En [5] se prueba que los teoremas de este calculo proposicional son precisamente las
tautologias de las MV-algebras, esto es, las férmulas que leidas en cualquier MV-algebra
siempre son 1.

Para cualquier entero n > 1 la ldgica de Lukasiewicz con n valores se obtiene de la logica
con infinitos valores anadiendo los axiomas

5. n.a— (n—1).«

6. (n—1).(j.a = =(ma — =(j — 1).a)) para cada j con 1 < j < n, j no divisor de
n—1

donde la férmula n.@ se ha definido por recurrencia como sigue: l.p = ¢; (n + 1).¢ =
—p — n.p. Asi, por ejemplo, para n = 3 solo se anade el axioma

(ma = (ma = a)) = (-a —a)

a los de la légica con infinitos valores.

Para un entero n fijo, los teoremas de este calculo proposicional son las tautologias de la
MV-élgebra —llamada dlgebra de Lukasiewicz—

1 2 n— 2
Ln: 07 ) VAR 71 ? 7_‘70
<{ n—1n-—1 n—1 } @ >

donde las operaciones estan definidas como x &y = min{l,z + y}, ~x = 1 — x [5]. De
esta manera, las tablas de operaciones mostradas arriba en esta seccion son las tablas de
verdad de la légica de Lukasiewicz con tres valores.

3. La légica difusa de Zadeh

La légica difusa o borrosa se origina de manera subita con el articulo Fuzzy sets publicado
en 1965 por Lofti A. Zadeh. Nacido en 1921 en Azerbaiyéan, Zadeh fue profesor de la Uni-
versidad de California en Berkeley desde 1959 hasta 1991. Sus ideas, pronto acrecentadas
en la llamada légica difusa, son sencillas en extremo pero han encontrado un vertiginoso
huracan de aplicaciones a areas tan disimiles como la inteligencia artificial, la lingiiistica,
el analisis de decisiones, los sistemas expertos, las redes neuronales y la teoria del control
— de hecho, ya en todo el mundo se venden electrodomésticos “controlados por logica
difusa”.

En el pensamiento matemaético clasico cualquier subconjunto de un conjunto universal
puede identificarse con su funcion caracteristica, una funciéon del universo en el conjunto
{0,1} que vale 1 en el subconjunto y 0 en el complemento. En contraste, un conjunto
difuso es una funcién del conjunto universal en el intervalo real [0, 1]: los puntos donde
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vale 1 definitivamente pertenecen al conjunto, aquellos donde vale 0 definitivamente no
pertenecen, pero hay muchos elementos con mayor o menor grado intermedio de perte-
nencia.

congunto clasico congunto difuso

Las operaciones con conjuntos difusos estan sugeridas por los graficos de sus funciones.
Por ejemplo, como la interseccién de dos funciones (conjuntos) difusos puede tomarse la
funcién minima, como la unién la funcién méaxima y como el complemento la diferencia
con la constante 1.

fAg=min{f, g}
fVg=maz{f, g}
—|f:1—f

La expresion algebraica del complemento difuso sugiere una alternativa para la union
e interseccién: es evidente que el producto tiene mejor comportamiento algebraico que
la funcién minima, pero para el efecto del andlisis de los subconjuntos difusos, su de-
sempeno es igual. De esta manera, pueden tomarse también las operaciones siguientes
entre conjuntos difusos.

IfNg=fg
fVg=f+g—1fg
—|f:1—f

En ambos “modelos” propuestos vale el principio de la doble negacién pues ——f = f, pero
en ninguno de los dos vale el principio del tercio excluso ya que en general fV—f no es la
funcién constante 1 — de hecho, f A —f tampoco es la funcién constante 0. En contraste,
en ambos casos si valen las leyes de De Morgan: =(f Ag) = —f Vg, =(fVg) = -f A—g.

La logica difusa es un ejemplo notable de un tema que suscita diferentes actitudes en
los investigadores, actitudes que quizds constituyen la tnica distancia real entre las
“matematicas aplicadas” y las “matematicas puras”. Los entusiastas de la légica di-
fusa prejuzgan a los cientificos formales de pretender encasillar el mundo real en modelos
matematicos artificiales muy precisos pero que no proveen libertad para las gradaciones;
los matematicos a su vez no ven en la logica borrosa mas que un conjunto de procedi-
mientos que funcionan pero que no forman parte de ninguna teoria formalizada.
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Desde la matematica se han hecho esfuerzos por remediar estas diferencias pues durante
los ultimos diez anos se han buscado formalizaciones para la logica difusa. Lo que sigue es
una panoramica de la propuesta de formalizacién adelantada por Hajek, Cignoli y otros,
tal como esta expuesta de manera magistral en el trabajo [6].

Una t-norma es una operacién binaria continua * en el segmento real [0, 1] que satisface
las condiciones siguientes.

2. TRYRYXT

3. xxl~u

4. +x0~0

5. x <y implicaxx z < yx* z

Por la continuidad exigida, la operacion * tiene adjunta, denotada — y caracterizada por
la equivalencia
r<y—z si y solo si rxy <z

—comparese con la adjuncién que define las dlgebras de Heyting—. Ademés se define la
operacion — como sigue.
—r=x—0

Algunos ejemplos de t-normas continuas son los siguientes.

, 1 siz<y 1 siz=0
rxy=min{z,y} Ty = ) —xr = ]
Yy six >y 0 six>0

xxy =mazx{0,x+y—1} r—y=min{l,1—x+y} —r=1—-x

1 siz <y 1 siz=0
TxYy =Y r—y= . T = .
y/r siz >y 0 siz>0

El primer ejemplo corresponde a considerar el segmento [0, 1] como una algebra de Heyt-
ing; el segundo a considerarlo como una MV-dlgebra, en particular como una MV-algebra
de Lukasiewicz; la tercera corresponde a una de las operaciones indicadas arriba para
los conjuntos difusos. Puede probarse que cualquier t-norma continua es combinacién de
estas tres.

Una t-norma ya permite la lectura de formulas proposicionales, interpretando las letras
proposicionales como numeros reales entre 0 y 1 —“logica difusa”— y los conectivos
conjuncion, implicacién y negacién como x, —, - respectivamente. Por ejemplo de 1xp < p
se sigue 1 < p — p, esto es, p — p = 1 para cualquier interpretacién de p en cualquier
t-norma.
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El siguiente paso en la formalizacién consiste en introducir una estructura algebraica que
incluya las t-normas. Una BL-dlgebra es una estructura A = (A; %, —,0) donde A es un
conjunto no vacio, %, — son operaciones binarias en A y 0 es una constante. A partir de
estas se definen otras cuatro operaciones como sigue.

rANy=zx*(x —y)
eVy=((z—=y) =y Ay —2z)—2)
—r=x— 0
1=-0

Esta coleccion de operaciones debe satisfacer las siguientes condiciones.

1. (A;%,1) es un monoide conmutativo:

L1 zx(yxz)~ (x*y)*z
1.2, xxy~yx*xz

13. zxl=zx
2. (A;A,V,0,1) es un reticulo con méximo 1 y minimo 0:

21L. s AN(yANz)=(xAy)ANz, zV(yVz)=(zVy)Vz
22. x ANy=yAhzx, xVyyVze

23. shNz=maoz=aVe

24. s AN (zVy)mazxaV(rAYy)

25. sAN1l=ax=a V0

3. Las dos estructuras anteriores son compatibles:

3L zx(yVz)=(zxy)V(r*2)
32. zx(yNz) = (zxy) A (z*2)

4. Ademaés:

41 (xxy) — 2~z — (y — 2)
42. (x —»y)V(y—2z)~1

43. r —x~1

Toda élgebra de Heyting que valida la condicién (z — y) V (y — z) ~ 1 es una BL-
algebra si se toma la operacién * igual al extremo inferior A; al revés, una BL-algebra en
la cual  es igual a A —en otras palabras, una BL-dlgebra donde x * (x — y) ~ = % y—
es una &lgebra de Heyting en la cual (r — y) V (y — x) ~ 1. Las élgebras de Heyting
cuyo conjunto ordenado subyacente es lineal, asi como todas las dlgebras booleanas, son
ejemplos de algebras de Heyting que satisfacen la ecuacién (r — y) V (y — x) =~ 1.
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Si en una MV-dlgebra (A; @, —,0) se definen las operaciones *, — como
x*y:_!(_!x@_!y) ,jlj—)g:ﬁx@y

entonces (A;*,—,0) es una BL-dlgebra. Al revés si (A;%,—,0) es una
BL-édlgebra que satisface =——x ~ x —esto sucede si y solo si ——x — = ~ 1— y en
ella se define la operacion & como

@y =~(-z*y)

entonces (A;@,,0) es una MV-dlgebra. En otras palabras, toda MV-élgebra es una
BL-édlgebra, mas aun, las MV-dlgebras pueden caracterizarse como aquellas BL-algebras
en las cuales vale el principio de la doble negacién.

Si % es una t-norma y su adjunta es — entonces ([0, 1]; %, —,0) es una BL-algebra. En
cierto modo, entonces, las BL-algebras abarcan las semanticas de las tres logicas mul-
tivaluadas discutidas en este escrito: ciertas algebras de Heyting, correspondientes a
la l6gica intuicionista; las MV-dlgebras, correspondientes a las logicas multivaluadas de
Lukasiewicz; las t-normas, correspondientes a los conjuntos difusos.

. Existe una sintaxis para esta semantica? En otras palabras, ;existe una auténtica ldgica
difusa, entendida como sistema deductivo? En 1998 P. Hajek propuso el siguiente calculo
proposicional denominado ldgica difusa bdsica.

Azxiomas

1.

SEE A el

Regla
La tnica es Modus Ponens.

Los teoremas de este cédlculo proposicional son precisamente las formulas que leidas en
cualquier t-norma siempre son 1. En el trabajo [6] se indican las lineas generales de la
demostracion del siguiente teorema.

Teorema. Para una formula proposicional ¢ las siguientes condiciones son equivalentes.
e ¢ es un teorema de la logica difusa bdsica;

e ¢ es una tautologia de todas las BL-dlgebras lineales;
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e ¢ es una tautologia de todas las t-normas.

Asi, con sintaxis y semantica correspondientes, resulta una logica difusa en el pleno sentido
matematico de la palabra.

El diagrama de la pagina siguiente sintetiza las relaciones de contenencia entre las estruc-
turas algebraicas presentadas. Entre las logicas proposicionales correspondientes a estas
semdnticas subsisten las mismas relaciones.

Algebras de BL-dlgebras
Heyting

N

Algebras de Heyting BL dlgebras BL-algebras

= MV-dlgebras
(z—>y)\/(y—>z)~1 z/\yNz*y —r T } g

Algebms de Algebras
Heyting lineales booleanas

\

{0}, {0,1}
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