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1. La forma simpléctica w
Sea M = S? la 2-esfera de radio r. En M se toma la medida dada por
1
dp = —r*sinfdp A df
™

donde r es el radio de la esfera, ¢ es el dngulo entre el eje x y la proyeccién sobre el plano
xy vy 0 es el angulo respecto al eje z. Por comodidad se usaran coordenadas complejas
en lugar de coordenadas polares en S2. Estas coordenadas se introducen por medio de la
proyeccién estereografica la cual esta dada por:

" Pls,g.2) — ( or 2y )

r—zr—z

Por medio de (1) la esfera S? se identifica con el plano complejo extendido. Las coorde-
nadas complejas del punto P(z,y, z) estan dadas por

2 _
argpzarctan( W Z) — arctan 2
r—2z 2rz T
0
(2) = arctan w = ¢,
rsinf cos ¢
PP = Ar2g? N 4r2y? _ 4r? (22 + y?) _ 412 (r? — 22) _
(r—=2)? (r—2)° (r—=2)? (r—=2)?
_Ar(r+2z)  4r*(r+rcosf)  4r*(1+4cosf)
 r—z N r—rcosf 1 —cosf
_ 4r?(14cost)? 4r%(2cos?%)?
sen? 6 sen?f
Por lo tanto
Ar cos? ¢
P o= L
sen 6
0
(3) = 2rcot 7"

La forma exterior w = %TQ sin@dp A df, se puede expresar en términos de las coordenadas
complejas mas exactamente se tiene el siguiente lema
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Lema 1. Sea

1
w = —r’sinfdp A db
™

entonces w en coordenadas complejas esta dada por
1 22\ 2

= (1+5) denaz

o=g5 (14 53) dends

Demostracién: de (3) se sigue que

472
2 . 2 .2
|2| = 22 = 4r® cot 5= tan? 2

De donde 2

,

g =22+ 472,
sen? 5

Entonces

0 zz\ 1
4 27 _ (1 —) .
(4) sen” 5 + 12

De (2) y (3) se sigue que

0
z = |z| exp(iarg z) = 2r cot B exp(ip)

6
Z = 2r cot B exp(—igp).

Por lo tanto el Jacobiano J(z, z) es igual a

0: 0z
00 Oy
J(z,2) =
0z 0z
00 Oy
0
= 4 coty .
sen? g
) 1, r?sen 0 sin® § _ sin'd - ,
Asiw = —r“senfdf Ndp = —————F=dz NdzZ = =dz A dz de (4) se sigue que
™ idmr? cot 5 2mi
1 2z 2
5 ——(1+23) dzndzm
(5) YT o i 4r? =R

Con la forma simpléctica w se define el Hamiltoniano X para la funcién suave f por
(6) Xwa = df.
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Es decir, 5
f [
Xp,)=df = =—dz+ =—d
WXy =df = Fodet 52
Por otro lado 9
Xi=a—+b—
£ =% e
lo que implica usando (5) y (6) que
1 2Z\"2, of af
— — — = ——dz+ —=d
2mi < + 47"2) (adz = bdz) 0z e 9z >
de donde . L, of
ZZ\ "
L2y, Y
o < T2 Tz
es decir,
2Z\? 0f
=omi (1+-5) 5%
@=emt 4r?) 0z
De forma anéloga se tiene que
2Z\? 0f
= —2ri (14 5) 2L
b me |1+ w2) 92
Asi el Hamiltoniano de la funcién suave f en M estd dado por
. zZ\2 (O0f 0 Of 0O
X; =2 (1 —) g9 ),
(7) ST (02 9 02 az)

para f y g suaves los corchetes de Poisson estan definidos como

{f?g} = Xg(f)
De la anterior definicion y de 1.7 se tiene el siguiente lema

Lema 2. Para f y g suaves se tiene que

22)2 d0f g Of dg
020z 0z0z)

{f, g} =2mi <1+—

42
Demostracién:

{9} = X,(f) = —X;(g) = —2ni (1+ﬁ)2(595f agaf)

472 020z 0zZ0z
i1y V(2500 950
(®) = 2mi (14 43) (azaz azaz)‘

Para f y g suaves también se tienen las siguientes definiciones equivalentes de los corchetes
de Poisson ver ([?], pag. 489)

{9} = w(Xy, Xy) = df(Xy) = Xy f.
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Los corchetes de Poisson tienen las siguientes propiedades

1. Bilinealidad: {f, g} es lineal sobre R en f y en g.

2. Antisimetria: {f, ¢} = w(X;, Xy) = —w(X,y, Xf) = —{g, f}.
3. Xifg = —[ Xy, Xl

Donde [, ] denota los corchetes de Lie los cuales se definen para los campos vectoriales U

y V' como
U, V=0V = VU.

Los corchetes de Lie son bilineales, antisimétricos y una de sus propiedades fundamentales
es que también es un campo vectorial. La derivada de Lie para los campos vectoriales U
y V esta dada por

EU(V) = [U> V]'

Ahora se puede demostrar 3 de la siguiente forma
Xipgplw = d{f, 9} = d(Xyf) = d(Lx, [) = Lx,df = Lx,(Xf]w)
= (Lx, Xp)|w+ Xy | Lx,w
= [Xg, XplJw +0 = —[Xy, X[ Jw.

Lo cual es equivalente a 3, por que la forma simpléctica w es no degenerada.

4. Sean f,g, y h suaves. Utilizando las propiedades 2 y 3 tenemos
{fAg.h}} =Xy f = —[Xg. Xl f = =X Xon f + Xp Xy f

= =X/ bt + X[ 9} = —{{ /. 1} g} + {{F, 9} b}
= —{g,{h, f}} = {h,{f, 9} }.
esto es

(9) {f9h b+ g ht fr+{{h 19} = 0

La ecuacién 9 es llamada la identidad de Jacobi
Terminamos esta seccién calculando el operador Laplace-Beltrami en la 2-esfera.

Definicién. Sean G un dominio en C" y g(z) = (g;j(2)) una métrica Hermitiana en G,
el operador de Laplace-Beltrami asociado a ¢ esta definido como

2 0 .0 0 .0
— — wy__ - ) _ -
2o 92{5% (gg 5%’) +5Zj (gg 5%’)}’

ij

donde g = det(g;;(2)).
Nota. La anterior definicién junto con otras usadas en este trabajo fueron tomadas del
libro de Steven G. Krantz.

1

En el caso de la 2-esfera de radio 7 = 3 se tiene que g;; = (1 + 2z)7%6;; y n =1, por lo
tanto se tiene que
g =det(gij) = (1 +22)y g'' = (1 +22)°,
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Asi

Ap =gr= 2 {12(99" %) + (99" &)}

— 2 2
=2(1 +22)° {8282 aiaz}
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