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Resumen

En este documento se hace una introduccién a los Z-conjuntos como un tema de
estudio en la topologia infinito-dimensional. Se presentan inicialmente, conceptos
de Topologia General, luego se da el concepto de Z-conjunto y se describen algunas
caracteristicas de este.

Para iniciar el estudio de los Z-conjuntos revisamos conceptos y resultados de Topologia
General como espacio topoldgico, espacio métrico, cubrimiento abierto, adherencia, espa-
cio separable, funcién continua,

Preliminares
Espacios Métricos

Definicién 1 (Espacio Topolégico). Una estructura topoldgica para un conjunto X es
una familia B de subconjuntos de X que cumple las siguientes condiciones:

1. 0y X estdin en [
2. La union de cualquier coleccion de elementos de 3 estd en (3.

3. La interseccion de cualquier coleccion finita de elementos de (3 estd en (3.

Cada elemento B de [ se denomina conjunto abierto y al complemento de B se le llama
conjunto cerrado.

Como ejemplos de espacios topolélogicos podemos considerar los siguientes:

1. R considerando como abiertos los conjuntos que son unién de intervalos abiertos.

2. Un conjunto X tomando como abiertos los subconjuntos de X. Esta topologia se
denomina usualmente topologia discreta.

3. Un conjunto X tomando como abiertos tnicamente los conjuntos () y X. Esta
topologia se conoce como topologia grosera.

4. Dado un conjunto X definimos la topologia de cofinitos (coenumerables) toman-
do como abiertos aquellos subconjuntos de X cuyo complemento en X es finito
(enumerable), también incluimos al conjunto vacio.
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Definicién 2 (Espacio métrico). Sea X un conjunto no vacio, una métrica en X es
una funcion
d: X xX —=R

tal que para todo x,y,z € X se satisfacen las siguientes propiedades:
1. d(z,y) >0 yd(x,y) =0 siy solo si x =y,

2. d(xz,y) =d(y,x)
3. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y).

El par (X,d) se llama espacio métrico.

En un espacio métrico (X, d) una bola abierta de radio € alrededor de un punto z es el
conjunto
Be(z) ={y € X : d(z,y) <e}

Todo espacio métrico (X, d) genera una topologia. Los conjuntos abiertos son todos aque-
llos subconjuntos de X para los cuales se puede construir una bola abierta alrededor de
cada uno de sus puntos.

Como ejemplos de espacios métricos podemos considerar los siguientes:

1. R™ con la métrica euclidiana definida de la siguiente manera:

N

A((21, 22, T35 ooy T, (Y1, Y2y Y3s oo Yn)) = (Z(a: —yi)z)

=1

2. R"™ con la métrica del taxista definida de la siguiente manera:
d((xb T2, T3, ..., 'Tn)> (y17 Y2,Y3y vy yn)) = Z |xl - yl|
i=1

3. R”™ con la métrica cubica definida de la siguiente manera:
d((21, T2, T35 s Tn)s (Y1, Y2, Y3, -+, Yn)) = Mazi1 . ni |2 — vil }

4. El conjunto de todas las sucesiones en R para las cuales la serie del cuadrado de sus
términos converge con la métrica definida de la siguiente mantera:

d((21, T2, 3 -..), (Y1, Ya, Y3, --.)) = (i(x - yi)Q)%

=1
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5. El cubo de Hilbert ). Constituido por todas las sucesiones en [0, 1] con la siguiente
métrica:

- |\z5 — yil
d((xb Z2,T3, )7 (yb Y2, Y3, )) = Z T
=1

6. El conjunto de las funciones f : Y — R acotadas denotado por B(Y,R), con la
métrica del sup definida de la siguiente manera:

d(f,g) = sup{|f(y) —g()|:y €Y}

Espacios Separables

Un punto x de un espacio topolégico X es adherente a un subconjunto A de X si la
interseccion entre A y cualquier abierto que contiene a z es no vacia. La coleccién de todos
los puntos adherentes al conjunto A se denomina adherencia o clausura del conjunto y se
denota por cl(A).

Una caracteristica importante de la adherencia de un conjunto A es que ésta corresponde
al menor cerrado que contiene al conjunto. Entre otras cosas, podemos concluir que la
adherencia de un conjunto cerrado corresponde al mismo conjunto.

Si un subconjunto A de un espacio X es tal que cl(A) = ) se dice que es denso en ninguna
parte (nowhere dense).

En un espacio X, Un conjunto A C X es denso en X si cl(A) = X. El espacio X es
separable si contiene un subconjunto denso enumerable.

Como ejemplos de espacios separables podemos encontrar los siguientes:

1. R™ con la métrica euclideana. Esto porque Q" es enumerable y denso en R".
2. R con la topologia de complementos finitos pues c/(N) = R

3. El Cubo de Hilbert porque el producto enumerable de espacios separables es sepa-
rable.

Continuidad

Los espacios que vamos a mencionar en este documento se consideraran, a no ser que se
indique lo contrario, como métricos y separables.

Dado un espacio espacio X, decimos que un cubrimiento de X es una coleccion U de
subconjuntos de X tales que
xclJvu

vel

Un cubrimiento U es abierto cuando todos sus elementos son conjuntos abiertos.
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Una funcién f : X — Y con X e Y espacios métricos es continua si para todo ¢ > 0
existe 6 > 0 tal que si d(z,y) < § entonces d(f(z), f(y)) < € para todo z,y € X.

Retractos

Definicién 3. Sea A un subespacio de X un espacio topologico. A es retracto de X si
existe una funcionr : X — A continua tal que su restriccion a A es la funcion identidad.

Lema 1. Si A es retracto de X entonces A es cerrado en X.

Demostracion. Sea A un  retracto X, entonces existe una  funcién
h : X — A tal que h|A = Ids. Dado a € cl(A), existe (z,), sucesién en A conver-
gente a a. Por la continuidad de h, (h(z,))n converge a h(a) que pertenece a A y como
h(a) = a concluimos que cl(A) = A O

Definicién 4. Un espacio X es Retracto Absoluto (AR) si es retracto para cualquier
espacio Y que lo contiene como subconjunto cerrado.

Un espacio X es un Extensor Absoluto (AF) si para cualquier espacio Y y cualquier
cerrado A de Y, toda funcién continua f : A — X puede extenderse a Y. En [4], pagina
25, se prueba que un espacio es Retracto Absoluto si y sélo si es Extensor Absoluto, se
muestra también que el producto enumerable de espacios AR, es AR, ver pagina 26.

Tomando esta relacion y aplicando el teorema de extension de Tietze, podemos mencionar
como ejemplos de espacios AE a los intervalos cerrados de R, R, R™, Iy Q) = I“.

Definicién 5. Sea Y un espacio, X C Y.X se dice vecindad retracta de Y si existe un
abierto A en'Y tal que X es retracto de A.

Definicién 6. Un espacio X es Retracto Absoluto por Vecindades (ANR) si es una
vecindad retracta de cualquier espacio Y que lo contiene como subespacio cerrado.

El conjunto A = {0,1} es ANR, para un £ > 0 suficientemente pequeno, el conjunto A

es retracto de los abiertos (—5,%) y (%, %), pero A no es AR ya que no existe retraccién

r: 1 — A pues (Toda funcién continua preserva la propiedad de conexidad).

1. Z-conjuntos

En lo que sigue, presentaremos la definiciéon de Z-conjuntos.

Definicién 7. Dados X e Y espacios topologicos, dos aplicaciones continuas f,g: X — Y
yU ={U,}ier un cubrimiento abierto de' Y. Se dice que f y g son U-cercanas si para todo
x € X se tiene que {f(x),g(x)} C U; para algin U; del cubrimiento.

Denotaremos por Idy la funcién identidad sobre el conjunto X.

Definicién 8. Sea X un espacio y A un subconjunto cerrado en X, si para todoUt ={U,; }icr
cubrimiento abierto de X, ewiste h : X — X tal que h e Idx son U-cercanas y
h(X)N A = entonces A se denomina Z-conjunto. Si adicionalmente cl(h(X))NA =1
entonces A es un fuerte Z-conjunto.
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Definicién 9. Consideremos un espacio topologico X. A C X es o — Z-conjunto en X
st puede escribirse como union enumerable de Z-conjuntos de X.

Definicién 10. A es 0 — Z-espacio en un espacio topologico X si es union enumerable
de fuertes Z-conjuntos de X. Si ademads A = X, entonces, A es o — Z-espacio.

Lema 2. Cualquier Z-conjunto en un espacio localmente compacto es un fuerte Z-conjunto.

Demostracion. La demostracién puede consultarse en [1], pagina 27. 0

1.1. Ejemplos de Z-conjuntos
Ejemplo 1. Sea X =[0,1] y A= {0}. Dado 1 > ¢ > 0 definimos

e g0 <z <s¢,
he(x) =4 2 T
T ste<zxz <l.
Cuando 0 < z < € tenemos que d(x,h.(x)) = |v — 5 — x| = 5 < €. Esto muestra que

A es un Z-conjunto. Debido a que [0,1] es localmente compacto, se tiene que A es fuerte
Z-conjunto. De forma similar se puede mostrar que {1} y {0,1} son fuertes Z-conjuntos
en [0, 1].

Ejemplo 2. Consideremos el cubo de Hilbert Q) con la métrica d definida como d(z,y) =

> @ cuando x = (x;) ey = (y;) € Q. Sean a,b € (0,1) tales que a < b y A = [a,b]”
=1

y veamos que A es un Z-conjunto en Q.

Dado U = {Ui}iel un cubrimiento abierto de (), podemos considerar cada U; como una

e-bola con € > 0. Existe n € N tal que para m > n, se tiene que % < e. Definimos la

funcion h : Q — @ de la siguiente manera:
h((x1, T2y ooy Ty o)) = (T2 ooy Tpe1, Ly Tty -0

h(Q)NA=10 ya quel ¢ [a,b].
Por otra parte, dado v € A

(o)

d(z, h(z)) =) > =5 <5 <e
=1

FEsto implica que {x, f(x)} estd contenido en una bola de radio €, es decir, Idx y h son
U-cercanas y A un Z-conjunto en Q).

1.2. Algunas caracteristicas de los Z-conjuntos

A continuacién mencionamos algunas de las caracteristicas topolégicas Z-conjuntos.

Lema 3. 1. Todo Z-conjunto es denso en ninguna parte, esto es, su interior es vacio.

325



MEMORIAS XVI ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y IV DE ARITMETICA

2. Sean X un espacio topologico, B un Z-conjunto y A C B conjunto cerrado. Entonces
A es Z-conjunto.

3. St A es un Z-conjunto en un espacio X y'Y es cualquier espacio entonces A XY es
un Z-conjunto en X X Y.

4. Si A es un Z-conjunto en un espacio X y h es un homeomeorfismo sobre X entonces
h(A) es un Z-conjunto en X

Demostracion. Demostraremos 1y 2. 3 y 4 lo dejamos como ejercicio para el lector.

Demostracién de 1. Sea A un Z- conjunto en X y supongamos que existe x € int(A) y
§ > 0 tal que B({z},8) C A. Consideremos un cubrimiento de X de $-bolas abiertas.
Existe f : X — X \ A continua tal que f(y) ¢ A para todo y € X y para algin x, se
tiene que

{z, f@)} € B({r,}.3)

Luego
d(z, f(2)) < d(z,z,) + d(z,, f(z)) <4,
esto es
f(x) € B({z},9) C A,
lo cual es una contradiccion.

Demostracién de 2. Sea U ={U, };c; un cubrimiento abierto de A entonces X \ A es un
abierto en X. Luego W =U U X \ A es un cubrimiento abierto de B.

Dado que existe h : X — X continua que es W-cercana a Idx tal que h(X) N B = {,
entonces si © € A, tenemos que {h(z),z} C G, donde G € W. Como z ¢ X \ A, entonces
G = U, € U y ademas tenemos que h(X)NA C h(X)N B = (), por lo tanto, concluimos
que A es Z-conjunto.

O

Por ltimo, damos unos conceptos de topologia infinito dimensional asociados a los Z-
conjuntos.

Retractos

Definicién 11. Sea A un subespacio de X un espacio topoldogico. A es retracto de X si
existe una funcionr : X — A continua tal que su restriccion a A es la funcion identidad.

Lema 4. Si A es retracto de X entonces A es cerrado en X.

Demostracion. Sea A un  retracto X, entonces existe una  funcién
h : X — A tal que h|A = Ids. Dado a € cl(A), existe (z,), sucesién en A conver-
gente a a. Por la continuidad de h, (h(z,)), converge a h(a) que pertenece a A y como
h(a) = a concluimos que cl(A) = A O

Definicién 12. Un espacio X es Retracto Absoluto (AR) si es retracto para cualquier
espacio Y que lo contiene como subconjunto cerrado.
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Un espacio X es un Extensor Absoluto (AF) si para cualquier espacio Y y cualquier
cerrado A de Y, toda funcién continua f : A — X puede extenderse a Y. En [4], pagina
25, se prueba que un espacio es Retracto Absoluto si y sélo si es Extensor Absoluto, se
muestra también que el producto enumerable de espacios AR, es AR, ver pagina 26.

Tomando esta relacion y aplicando el teorema de extension de Tietze, podemos mencionar
como ejemplos de espacios AE a los intervalos cerrados de R, R, R™, I" y Q) = I“.

Definicién 13. Sea Y un espacio, X C Y.X se dice vecindad retracta de 'Y si existe un
abierto A en'Y tal que X es retracto de A.

Definicién 14. Un espacio X es Retracto Absoluto por Vecindades (ANR) si es una
vecindad retracta de cualquier espacio Y que lo contiene como subespacio cerrado.

El conjunto A = {0,1} es ANR, para un £ > 0 suficientemente pequeno, el conjunto A

es retracto de los abiertos (—5,%) y (%, %), pero A no es AR ya que no existe retraccién

r: I — A pues (Toda funcién continua preserva la propiedad de conexidad).

Definicién 15. Sea A € X cerrado. A es homotdpicamente denso en X si existe una
homotopia
H: XxI—X

tal que
H(X x{0}) = Idx

H(X x (0,1]) C A.

Un subconjunto B C X es homotdpicamente despreciable en X si X \ B es homotdpica-
mente denso.

El siguiente lema da una caracterizacion de los Z-conjuntos en espacios que son retractos
absolutos por vecindades.

Lema 5. Sea X un espacio ANR y A un cerrado en X. A es un Z-conjunto en X si y
solo si A es homotopicamente despreciable en X.

Demostracion. La demostracién de este teorema la presenta T. Banakh en [1] pagina
27. O
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