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Introduccion

En esta charla se presenta la nocion de ménada y un ejemplo de ménada en la categoria
Comp, con este fin se presentan primero nociones previas de teoria de categorias. Fl
interes es divulgativo. Se espera tener luego la oportunidad de presentar en este encuentro
anual un estudié desde el punto de vista categérico de la construcciéon de Harman -
Mycielski, el cual fue realizado bajo la direccion del doctor Taras Radul.

1. Teoria de categorias

Definition 1. Una categoria' es, una cuddrupla C = (O, hom,id, o) que consiste de:

1. Una clase O, es cuyos miembros son llamados C-objetos.

2. Para cada par (A, B) de C-objetos existe el conjunto home (A, B), cuyos elementos
son llamados C-morfismos de A a B (la afirmacion “f € hom(A, B)” es expresada
graficamente mediante el uso de flechas, asi: “f : A — B es un mor fismo”).

3. Para cada C-objeto A, existe un morfismo idy : A — A, llamado la A-identidad en
C.

4. Una ley de composicion asociando a cada C-morfismo f: A — B y cada C-morfismo
g: B — C un C-morfismo go f : A — C,llamado la compuesta de fy g, la cual
satisface las siguientes condiciones:

(a) La composicion es asociativa, es decir para morfismos f : A— B, g: B —
C,yh:C — D, la ecuacion

ho(gof)=(hog)of

se tiene.

(b) C-identidades actuan como identidades con respecto a la composicion; es
decir, para un C-morfismo f: A — B,se tieneidgo f=f y foida= f.

(c) Los conjuntos home(A, B) son disyuntos dos a dos.

La definicién de categoria fue tomada de [9]
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Notation 2. Si C' = (O, hom, id, o) es una categoria entonces:

(1) La clase O de C-objetos se notard usualmente por Ob(C).

(2) La clase de todos los C-morfismos es decir la unién de todos los conjuntos hom(A,B)
en C se notard por Mor(C).

Definition 3. Si A y B son categorias, entonces un Funtor* F de A a B es una funcion
que asigna a cada A-objeto A un B-objeto F(A) y a cada A-morfismo f : A — A" un
B-morfismo F(f) :F(A) — F(A") en tal forma que:

(1)F preserva composicion; es decir F'(fog) = F(f)oF(g) siempre que fog esté definida
)

(2)F preserva morfismos identidad; es decir, F(ida) = idpa, para cada A-objeto A.

Definition 4. Sean F,G : A — B funtores. Una transformacion natural n de F a G
(denotada porn: F — G) es una funcion que asigna a cada A-objeto A un B-morfismo
nA : FA — GA en tal forma que la siguiente condicion de naturalidad se tiene: Para
cada A-morfismo f: A — A’ el cuadrado

nA
F(A) — G(A)
Firy L L ap
FA) — GA)
nA’

es conmutativo.

Definition 5. Una mdnada® en una categoria C es una tripla T = (T,n, i), que consiste
de un funtor T : C — C y unas transformaciones naturales

niide —T y p:T*—=T

tales que para cada A € Ob(C) los diagramas

TuA
T3A) — T%(A)
,uT(A)l l,uA
T*(A) — T(A)
nA
)
nT(A) TnA
T(A) N T2(A) — T(A)
idT(A) \4 l/JA l/idT(A)
T(A)
conmutan.

2Las definiciones de funtor y transformacién natural fueron tomadas de [9]
3La definicién de ménada fue tomada de [9)
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Definition 6. Una monada (T,n, 1) en la categoria C es llamada proyectiva® si existe
una transformacion natural (proyeccion) w: T — Ide tal que

mon=1id y moml =mopu

Example 7. Consideremos el endofuntor (—)" en la categoria Comp donde

(=)"(X) = X"y (=)"(f) = f" estdn definidos de la manera usual y las transformaciones
naturales 1 : idcomp — (—)" y p: (=) — (=)™ cuyas componentes son definidas para
cada X en Ob(Comp) por nX : X — X™ donde

yp X" — X" donde

/LX [((.CEH, ceey xln); ceny (-Tnly ceey xnn))] = (.CEH, T22y +eny -Tnn)

La terna ((—)",n, 1) es una monada en Comp [2]. Veamos que esta ménada es proyecti-
va: Consideremos la transformacion natural m: (=)™ — idcomp cuyas componentes nat-
urales X : X™ — X estan definidas para cada X € Ob(Comp) por w((x1,...,x,)) = 1.
Verifiquemos que

mon=id y mom(—)"=mopu:
Sea X € Ob(Comp) y x € X.

[ on]X(x) = m(nX(x))
=n((z,....,x))

=T

luego mon =1d

Sea x = ((T11, 12, ey T1n) s ooy (Tndy Tp2eeey Tup)) € XXM

[mom(=)"X(x) = [ (7 (=)"(X)](x)
= [r(mX™)](x)
= m(rX"(x))
= m((%11, P12, s T1n))

de otra parte

[ o pnX](x) ZW_(M(X(X)) )

Asimon(=)"=mopu

4La definicién de ménada proyectiva fue tomada de [2]
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