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Resumen

El problema de Plateau consiste en determinar la existencia de una superficie mini-
mal acotada por un contorno dado. En el presente articulo se expone brevemente las
investigaciones matematicas mas destacadas en la historia del problema de Plateau,
en particular, las dos primeras soluciones del problema.

Palabras claves. Problema de Plateau. Problema de minima area. Superficie
minimal.

Abstract

The problem of Plateau consists on determining the existence of a minimal sur-
face bounded by a given contour. In the present article is shortly exposed the
most outstanding mathematical investigations in the history of the problem
of Plateau, in particular, the first two solutions of the problem.

Key words. The problem of Plateau. Problem of the least area. Minimal Sur-
face.

1. Introduccion

El deseo de comprender el mundo que nos rodea es una caracteristica propia de los seres
humanos, y es precisamente esa curiosidad la que nos ha conducido a elaborar teorias que
nos permitan establecer leyes que rijan la naturaleza. El problema de Plateau es una claro
ejemplo de esto, pues surgié de un experimento fisico, que para muchos de nosotros fue un
divertido y fascinante juego de la ninez: sumergir un marco de alambre en una solucion
jabonosa, extraerlo y contemplar la pelicula de jabén que se tiende sobre el marco de
alambre, luego soplar y obtener burbujas.

Entre sus multiples experimentos, el fisico belga Joseph Antoine Ferdinand Plateau (1801—
1883) se percaté de que todo contorno formado por un solo alambre cerrado de cualquier
forma geométrica (no demasiado grande), después de ser sumergido en una solucién
jabonosa, limita al menos una pelicula de jabén [P, 1873].

En términos matematicos el contorno se interpreta como una curva cerrada simple y
las peliculas de jabén como superficies minimales; dar una demostracion formal de la
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existencia de una superficie minimal acotada por una curva dada, es lo que se conoce
como el problema de Plateau.

El estudio del problema de Plateau relaciona distintas areas de la matematica, como lo son
la geometria diferencial, variable compleja y calculo de variaciones, entre otras. Ademads,
es un problema que nos conduce a otras disciplinas, mas alla del contexto matematico,
tan cercanas como la fisica o la biologia y tan lejanas como el arte o la arquitectura.

En el presente articulo, se exponen las primeras investigaciones que se hicieron en torno
al problema de Plateau, antes de 1930, cuando se dieron las dos primeras soluciones del
problema por parte de Jesse Douglas y Tibor Radé. También se da un esbozo de los
procedimientos matemaéticos utilizados por cada uno de estos dos investigadores en sus
soluciones, senalando el enfoque y alcance de las respuestas de cada demostracién. Por
ultimo, se indican algunos de los resultados que se han desarrollado posteriormente.

2. Investigaciones pioneras

La historia del problema de Plateau se remonta al surgimiento de las superficies minimales,
cuando Lagrange [La, 1760] trabajo el siguiente problema:

Problema 1 (Problema del drea minima). Sea I' una curva cerrada simple en un
espacio euclidiano, encontrar una superficie de drea minima acotada por I.

Este problema consiste, bésicamente, en encontrar una superficie z = f(z,y) cuya drea
sea un minimo, entre todas las superficies con I' como frontera. El trabajo de Lagrange
permitid establecer, posteriormente, que la superficie z = f(x, y) que soluciona el problema
de minima area satisface la ecuacion

(1) (1+f;)fm_2frfyfry+(1+f§)fyy:0-

Esta ecuacién, conocida como la ecuacion de la superficie minimal, implica que la cur-
vatura media de la superficie z = f(z,y) se anula. Las superficies de curvatura media
cero se conocen como superficies minimales, aunque tales superficies frecuentemente no
producen un minimo de area.

En consecuencia, si S es una superficie de area minima, en el sentido de que resuelve el
Problema 1, entonces S es una superficie minimal, concluyendo entonces que S también
resuelve el problema de Plateau. No obstante, ésto no es cierto si ciertas condiciones de
regularidad de la superficie S no se satisfacen (ver [R1, p. 764]); por lo tanto, el problema
de minima area y el problema de Plateau no son problemas equivalentes.

Posteriormente, el problema de Plateau fue considerado por Schwarz [Sc, 1890], Riemann
[Ri, 1867] y Weierstrass [We, 1903], quienes discutieron el caso en el que el contorno dado
es un poligono. Expresaron el problema en términos de la ecuacién diferencial lineal de
segundo orden:

w
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con coeficientes i , o e

p= 19 gf/) - fg/ gji 7

f9 —af f9' —af

donde las funciones f, g corresponden a las establecidas por la representacion de Weiers-
trass para la superficie minimal buscada. Entonces, el problema consistia en solucionar
la ecuacién diferencial (2), donde p y ¢ son funciones racionales de la variable compleja
w, con coeficientes indeterminados (ver [R3, pp. 68-72]). Para determinar los coeficientes
en py ¢, debian remitirse al problema de Riemann sobre ecuaciones diferenciales con un
grupo de monodromfia dado'. Para la ecuacién (2), el grupo de monodromia se conoce en

cuanto el contorno poligonal II es dado.

La solucién de este problema es una superficie minimal cuya frontera poligonal II; tiene
sus lados paralelos a los de II. Faltaba entonces concretar que los lados de II; tuvieran las
mismas longitudes que las de II. Todo ésto fue reducido por Riemann y Weierstrass a un
sistema de ecuaciones en los coeficientes de p y ¢, quienes junto a Schwarz tuvieron éxito
en resolver sélo en casos especiales.

Bernstein [Be, 1910] y Haar [Ha, 1927] realizaron importantes trabajos sobre el problema,
usando la representacion no paramétrica z = f(z,y) de la superficie. Bernstein tomé como
base la ecuacién diferencial eliptica (1) y considerd el problema de Plateau como una
generalizacion del problema de Dirichlet con la ecuacién (1) en lugar de la ecuacion de
Laplace fr» + fyy = 0. Haar usé el método directo del calculo de variaciones introducido
por Hilbert. Ambos investigadores asumieron que el contorno dado tiene una proyeccion
convexa sobre el plano zy.

El caso de un contorno de forma general fue investigado por Garnier [Ga, 1928|, quien
siguiendo los métodos cldsicos de Riemann y Weierstrass, mostré que dado cualquier
contorno (a trozos) de curvatura acotada, existe una superficie minimal limitada por
dicho contorno.

3. Solucion del problema de Plateau

En la literatura existen varias formulaciones del problema de Plateau. A continuacién
se presenta la mas adecuada para estudiar simultdaneamente las soluciones de Rado y
Douglas. Por comodidad, E™ denotara un espacio euclidano de dimension n, con la norma

usual
|zl = /(z,z), x€E",

C ={(u,v) € R* | u?® +0v* =1},

C el circulo unitario

D el disco unitario abierto
D = {(u,v) € R* | u* +v* < 1},

y D el disco unitario cerrado D U C.

LEl grupo de monodromia es el grupo de transformaciones lineales dadas por un conjunto fundamental
de soluciones 6 (w), 62(w) donde w representa giros alrededor de los puntos singulares de la ecuacién.
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Problema 2 (Problema de Plateau). Sea I' una curva de Jordan en E". Determinar una
aplicacion x : D — E™, donde las n funciones componentes xy(u,v) (k= 1,...,n) satisfacen las
siguientes propiedades:

(1) Son armdnicas en D.
(1) E=G, F=0enD, donde E = (xy,Xy), F'= (Xy,Xy), G = (Xp,Xy).

(111) Son continuas en C y la aplicacion x(u,v) transforma continua e inyectivamente el circulo
unitario C en la curva de Jordan I' dada.

Nétese que las condiciones (i) y (ii) implican que la superficie S parametrizada por la aplicacién
x(u,v) es minimal y la condicién (iii) que S es acotada por I'.

3.1. Solucion de Rado

Radé resuelve el problema de Plateau para una curva de Jordan que acota al menos una superficie
con area finita?, lo que le resté generalidad a su solucién. Ademés, consideré el problema para
n = 3, pero sus procedimientos se pueden extender a cualquier dimensién. En primer lugar,
Radé plantea y resuelve el siguiente problema [R1, pp. 780-783]:

Problema 3 (Problema aproximado). Sea T’ una curva de Jordan en E® que acota al menos
una superficie con drea finita. Considérense ademdas, tres puntos distintos A, B, C sobre T, tres
puntos distintos a, b, ¢ sobre C y € > 0 arbitrario. Determinar una aplicacion x : D — E3,
donde las funciones componentes xi(u,v) (k = 1,2, 3) satisfacen las siguientes propiedades:

(1) Son armdnicas en D.

1) [[(BY? - 01/2)2dudv <e, [[|F|dudv <e, donde E = (X4, %Xy), F = (Xy,%y),
D D
G = <X'ua X'u> :

(111) Son continuas en C y la aplicacion x(u,v) transforma continua e inyectivamente el circulo
unitario C en una curva de Jordan T'c (no prescrita), tal que d(T',T.) < . Ademds, si
denotamos por A., Be, C. las imdgenes de a, b, ¢ por medio de x(u,v), entonces

[A— Al <e, [[B-B<e [[C-C<e.

Nétese que cuando e = 0, este problema coincide con el Problema 2 (salvo la condicién adicional
impuesta sobre I' y la dimensién del espacio). En efecto, la condicién (i) se reduce a F =
G, F =0 sobre D, dado que F, F, G son continuas. De otro lado, de (iii) se sigue que la curva
Iy coincide con T', pues d(I',Ty) = 0, asi que x(u,v) aplica continua e inyectivamente C en I'.

La solucion del Problema 3, se basa en los conceptos de distancia entre curvas, distancia entre
superficies (en el sentido de Fréchet), asi como en la nocién de drea para poliedros (en el sentido de
Lebesgue); ademas utiliza la existencia de representaciones isotérmicas de superficies poliedrales.
Las definiciones de estos conceptos son claramente expuestas por Radé (ver [R1, pp. 770-776]),
por lo cual, seguir la demostracién del Problema 3 no tiene mayor dificultad.

Para resolver el Problema 2, Radé hace uso de la nocién de transformacion mondtona® y del
siguiente resultado (entre otros):

2Una curva de Jordan rectificable satisface dicha condicién.
3Una transformacién mondtona aplica puntos de una curva en otra curva, manteniendo las posiciones
relativas de los puntos transformados.
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Teorema 4 (Principio de selecciéon de Helly generalizado). Sea {I',} una sucesion de
curvas de Jordan en E® que converge, en el sentido de Fréchet, a una curva de Jordan T' en E3.
Sea {T,} una sucesion de transformaciones mondtonas del circulo unitario C, parametrizado por
u = cosf, v=-sinf, en un conjunto sobre I'y,; es decir

T,:C—T,, Ty(cosb,sent) = (gn1(0), gn2(0),gn3(0)), 6 € [0,27].

Si tres puntos distintos a, b, ¢ sobre C son aplicados en tres puntos distintos A, B,, C,
sobre Iy, entonces existe una subsucesion {T,,,,} que converge a una aplicacién T tal que

T:C—T, T(cosBsenb) = (g1(0),92(0),93(0)), 6 ¢€][0,27].

donde gi(0) = lim g, x(0) (k=1,2,3).

Radé asume una curva de Jordan I' que acota al menos una superficie con drea finita. Considera
sobre I tres puntos distintos A, B, C; sobre C tres puntos distintos a, b, ¢ y considera ademas,
una sucesién de numeros positivos {&,} tal que lim ¢, = 0.

n—oo

Bajo las anteriores hipdtesis, para cada €, se puede encontrar una aplicacién x, : D — E3,
cuyas funciones componentes z,x(u,v) (k = 1,2,3, n = 1,2,...) satisfacen las condiciones
(i) — (ii7) del Problema 3. En particular, la condicién (iii) afirma que x,, transforma continua
e inyectivamente el circulo unitario C en una curva de Jordan T, tal que d(I",T,) < &,; como
en — 0 es claro que d(I',T,,) — 0. Sean A,,, B,, C, las imagenes de a, b, ¢ por medio de x,,.
Si gnk(0) es la funcién que determina los valores de frontera de zpx(u,v), entonces la transfor-
macién continua e inyectiva T}, que aplica el punto (u,v) = (cosf,sinf) en el punto

(gn1(0), gn2(0), gn3(#)) es una transformacién monétona de C en un conjunto sobre I'y,, que aplica
los puntos a, b, ¢ de C en A,, B,, C, del,.

En consecuencia, el Teorema 4 garantiza la existencia de una subsucesién {7}, } que converge

a una transformacién monétona 7' que aplica un punto (u,v) = (cos#,senf) de C en el punto

(g1(0), g2(0), g3(0)) de ', donde gx(0) = lim g, 1(0); en particular T aplicaa, b, ¢ en A, B, C'.
m—oo

Radé consideré la aplicacion
x:D — Ega X(u,’U) = (1‘1(’&,’U),.Z‘Q(U,’U),.Z‘g(u,l)))

donde las funciones componentes xy(u, v) son definidas por la integral de Poisson:

1 27 6
g o) = o [ ao)Re | G0 b, w—ukin, (=123
21 Jo e —w

y mostré que las funciones (3) satisfacen las condiciones (i) — (éii) del Problema 2. Es decir,
Radé soluciona el problema de Plateau para una curva de Jordan I', bajo la condicién de que I’
acota al menos una superficie con édrea finita.

3.2. Solucién de Douglas

A diferencia de Radd, Douglas resuelve el problema de Plateau para cualquier curva de Jordan
en un espacio euclidiano de dimensién n [D1, 1931], [D2, 1933]. Douglas afirma que la dificultad
especifica en el problema de Plateau es probar que existe un minimo de area; con base en ésto,
relaciona su demostracion con el conocido teorema de Weierstrass:
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Teorema 5. Una funcion real f continua sobre un espacio topologico compacto T es acotada
sobre T', ademas f alcanza sus valores mdzrimo y minimo sobre T .

Este teorema puede ser generalizado a funciones que son semicontinuas inferiormente, asf:

Teorema 6. Una funcion semicontinua inferiormente finita definida sobre un espacio topoldgico
compacto T alcanza su minimo sobre T'.

El trabajo de Douglas consiste en definir un conjunto R que sea compacto, conformado por
funciones g : [0,27] — E™, tales que x = gr(0) (k = 1,...,n) es una representacién paramétrica
del contorno dado I'. Sobre tal conjunto, define el funcional

n o 2
- B

Para poder aplicar el Teorema 6, se hace necesario suponer que existe una representacién g, para
la cual A(g) toma un valor finito?; bajo esta hipdtesis, Douglas muestra que A(g) es semicontinuo
inferiormente y en consecuencia, existe una representaciéon g* en R tal que A(g*) es un minimo.

Para la aplicacién x(u,v) que buscamos en el Problema 2, Douglas define las funciones compo-
nentes z(u,v) (k=1,...,n) por medio de la integral de Poisson:

1 2w 0
xp(u,v) = %/0 gr(0)Re [%} g, w=u+iv, (k=1,...,n).

Como A(g*) es un minimo, de acuerdo con el cdlculo variacional, se sigue que A'(g*) = 0;
Douglas muestra que esta igualdad implica que

(4) > (w) =0,
k=1

donde

1 [ e 4w
Fr(w) = — 1 (0)———dé.
) =5 [ i
La expresion (4), a su vez, implica que la superficie S parametrizada por la aplicacién x(u, v) es
minimal. De otro lado, la representacién ¢g* resulta ser una funcién continua e inyectiva, asi que
S es la superficie minimal acotada por I" que soluciona el problema de Plateau, para cualquier
curva de Jordan con una parametrizacion g, tal que A(g) es finito.
Douglas también resuelve el caso general, es decir, cuando A(g) = oo para toda representacién

g; considerando el contorno I" como el limite de una sucesiéon de contornos I',, para los cuales
existe una representacién g, con A(g) finito.

4Esto se relaciona, con la condicién impuesta por Radé sobre la curva de Jordan: acotar por lo menos
una superficie con drea finita.

5Nétese que Radé también defini6 las funciones requeridas en el problema de Plateau, a través de la
férmula integral de Poisson; sin embargo, la manera de obtener las funciones de frontera gx(6) marcé la
diferencia en sus soluciones: Radé utilizé esencialmente la existencia de aplicaciones conformes sobre
poliedros, mientras que el método de Douglas es independiente de este hecho.
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La demostracion de Douglas contiene el problema de aplicacién conforme de Riemann y el teore-
ma de Osgood y Carathéodory, sobre la correspondencia de contornos. Su trabajo fue reconocido
en 1936 con una de las dos Medallas Fields en el Congreso Internacional de Matematicas.

Para concluir esta secciéon, se hacen algunas anotaciones sobre las anteriores dos soluciones, por
ejemplo, se puede apreciar que Radé contintia con las ideas clésicas (es decir, con la integral de
area y aplicaciones conformes) con que se venia trabajando el problema de Plateau; en cuanto
a Douglas, su solucién impacta con un novedoso método para la época: relacionar el problema
de Plateau con el Teorema de Weierstrass, lo que proporcioné una solucién més general que la
de Radd, ademads, permitié esclarecer otros problemas fundamentales de analisis.

Las soluciones de Radé y de Douglas también permiten resolver el problema de minima area
(Problema 1), el cual, como se ha mencionado anteriormente, en condiciones muy generales
no es equivalente con el problema de Plateau. Por tltimo, como se verd en lo que sigue, las
disertaciones de Douglas y Radé no dejaron concluido el estudio del problema de Plateau, al
contrario, orientaron el camino hacia la apertura de nuevas cuestiones respecto al problema y
a la superficie minimal que lo soluciona, y con el fin de darles una respuesta, se dio paso al
desarrollo de novedosos trabajos.

4. Investigaciones posteriores

A continuacion se plantea una generalizacion del problema de Plateau, junto con dos aspectos
referentes a la superficie que lo soluciona: regularidad y unicidad.

4.1. Contornos y tipos topologicos

En la formulacién del problema de Plateau (Problema 2) se plantea implicitamente que la
superficie minimal buscada es del tipo topoldgico del disco. Ante esto, surge la inquietud de
determinar una superficie minimal de cualquier tipo topoldgico, acotada por una curva dada.
Douglas trabajé en esta pregunta cerca de 10 anos y obtuvo una respuesta afirmativa. Su trabajo
comenzd por extender su propio método, considerando dos curvas de Jordan I'1 y I's que no se
intersecan [D3, 1931].

Luego, Douglas supone que las dos curvas I'; y 'y coinciden, adapta las férmulas y los proce-
dimientos que empleé para el problema de dos contornos, y demuestra, bajo condiciones apro-
piadas, la existencia de una superficie minimal de una sola cara (es decir, del tipo topolégico de
una cinta de Mébius) acotada por una curva de Jordan dada [D4, 1932].

Finalmente, Douglas formul6 y resolvié el problema de Plateau en una forma atin mas general:
dado un conjunto infinito de curvas de Jordan, encontrar una superficie minimal de cualquier
tipo topoldgico, de una o dos caras, acotada por tal conjunto [D5, 1939].

4.2. Regularidad de la solucion

En cuanto a la posible existencia de puntos de ramificacién (es decir, los puntos en los cuales
EG — F? = 0) en la superficie minimal que soluciona el problema de Plateau, Osserman [Os,
1970] demostré que: si una superficie minimal posee un punto de ramificacion (necesariamente
aislado), entonces ella no minimiza drea en las proximidades de ese punto. Osserman afirmé que
las soluciones para el problema de Plateau estan libres de cualquier punto de ramificacién; sin
embargo, su prueba para el caso de puntos de ramificacién falsos® resulté estar incompleta; tres

6Un punto de ramificacién es falso si se puede remover por medio de una reparametrizacién local, pero
no en general por la parametrizaciéon global; los demés puntos de ramificacion se dicen verdaderos.
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anos después, Gulliver [Gu, 1973] demostrd la situacién general, es decir, que no ocurren puntos
de ramificacién (ni falsos, ni verdaderos).

Respecto a la posibilidad de extender las funciones zy(u,v) (k = 1,2,3) diferenciablemente
a través de la frontera C, Lewy [Le, 1951] probé que si la frontera es analitica entonces la
superficie es analitica sobre la frontera; posteriormente Hildebrandt [H1, 1969], entre otros,
generalizo tal hecho, y logré resultados que permiten conocer completamente el comportamiento
sobre la frontera de la solucion del problema de Plateau. Dichos resultados sélo afirman que tal
extension es diferenciable, pero no se afirma nada respecto de su regularidad, asi que ésta puede
tener puntos de ramificacion, sin embargo, de acuerdo con la conclusién de Osserman—Gulliver,
tales puntos de ramificacion sélo podrian estar en C. La existencia de puntos de ramificacién
en la frontera para la solucién del problema de Plateau, es un interrogante que continda atn
abierto.

4.3. Unicidad de la solucién

Como es habitual entre los matematicos, después de una prueba de existencia, surge inquietud
sobre la unicidad de la solucién. Pero en el problema de Plateau existen contornos que acotan
por lo menos dos superficies minimales (p. €j., las catenoides); por lo tanto, conviene preguntarse
cuantas superficies minimales pueden tenderse sobre una curva de Jordan I' dada. En conexion
con este interrogante se han obtenido los siguientes avances:

» Las curvas planas limitan una superficie minimal, inica y plana. En este caso, el problema
de Plateau se reduce al teorema de aplicacion conforme de Riemann [D1, 1931].

m S la proyeccion simple de un contorno sobre un plano es una curva conveza, sélo se puede
tender sobre el contorno una superficie minimal del tipo discoidal [R2, 1933].

» Si la curvatura total’ de una curva cerrada es menor que 4w, entonces existe una dnica
superficie minimal discoide acotada por tal contorno [N1, 1973].

Respecto al ultimo resultado, recientemente se ha demostrado que dados N € N y e > 0, existe
un contorno de curvatura total menor que 4w + €, el cual por lo menos limita N superficies
minimales de tipo discoidal. Esto implica la imposibilidad de determinar una cota superior para
el nimero de superficies minimales de tipo discoidal que pueden ser acotadas por un contorno
dado.

No obstante, respecto al niimero de soluciones, se conoce que si la solucion del problema de
Plateau no posee puntos de ramificacion en la frontera, el nimero de tales soluciones serd finito;
inclusive Tromba [Tr, 1976] y Béhme [BT, 1891}, han determinado que eziste un subconjunto €,
que es denso y abierto, en el espacio de curvas con la topologia C*°, tal que cada contorno de este
subconjunto admite un numero finito de soluciones para el problema de Plateau. Actualmente
aun no se prevé el caso de una curva que limite mas de una superficie minimal y para la cual se
conozca la totalidad de las superficies minimales que se puedan tender sobre ella.

Aunque existen construcciones de curvas que limitan infinitas superficies minimales de tipo
discoidal (ver [C3, pp. 120-122]), todavia no se ha dado una demostracién mateméatica formal
sobre la existencia de tales contornos en el sentido mas general. No obstante, W. H. Meeks y
S. T. Yau (1982) establecieron un teorema de existencia, cuando el contorno satisface ciertas

"La curvatura total de una curva en el espacio, es un nimero que mide cudnto se curva el contorno
completo, por ejemplo, la circunferencia de radio 1 tiene curvatura total igual a 2.
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condiciones de regularidad y la superficie minimal acotada por éste, es de area minima sin puntos
de ramificacion sobre la frontera.

4.4. Otras soluciones y generalizaciones

El funcional definido por Douglas esta ligado estrechamente con el principio de Dirichlet, de he-
cho, Douglas dio otra forma para J(g) en términos de integrales de Dirichlet. Richard Courant,
orientado por el método de Douglas, reformulé el principio de Dirichlet y proporcioné otra de-
mostracion, mas sencilla, del problema de Plateau; la cual también permite resolver el problema
general formulado por Douglas, para cualquier nimero de contornos y cualquier tipo topolédgico
(ver [C1, 1937] y [C2, 1941]). El método de Courant también permite resolver el problema de
Plateau para el caso donde toda la frontera, o parte de ella, no es prescrita, pero es libre sobre
un conjunto cerrado conexo dado de cualquier dimensién menor que n; casos como éste son
aparentemente inabordables utilizando el método original de Douglas.

Anteriormente, McShane habia obtenido una tercera solucion del problema, mejorando y comple-
tando algunas ideas de Lebesgue [McS, 1933]. Después, Morrey resolvié el problema de Plateau
en su forma original y generalizada, no sélo en espacios euclidianos sino también en espacios de
Riemann [Mo, 1966]. Posteriormente, usando algunas ideas de la Teoria de Cuerdas, Guillemin,
Kostant y Sternberg, dieron una demostracién elemental de los pasos méas importantes en la
prueba Douglas [GHS, 1988].

En la década de 1960, Federer, Fleming [FF, 1960], Reifenberg [Re, 1960] y Almgren [A1, 1966],
desarrollaron la potente teoria geométrica de la medida que se ha convertido en una herramienta
cada vez mas influyente en el estudio de las superficies minimales y de curvatura media constante.
Han desarrollado nuevas aproximaciones al problema de Plateau, usando métodos de dicha
teoria, para encontrar conjuntos de medida minima en un sentido adecuado, no como variedades
parametrizadas, sino como subconjuntos de un espacio euclidiano.

Hildebrandt [H2, 1970] traté el problema de Plateau para superficies de curvatura media cons-
tante, es decir, investig la siguiente cuestién: dada una curva de Jordan T en E® y un nimero
real H, encontrar una superficie en E3 de curvatura media constante H tendida sobre T.

Otra cuestién latente, es la existencia de auto—intersecciones en las soluciones del problema de
Plateau. Osserman afirmé, en 1971, que si una curva simple C esta en la frontera de un dominio
convero, entonces una solucion del problema de Plateau para C no posee auto—intersecciones.
Esto fue resuelto por Meeks, quien luego lo extendié a situaciones mas generales. Resultados
similares también fueron obtenidos independientemente por otros matematicos como Gulliver y
Spruck, Tomi y Tromba, Almgren y Simons (ver referencias en [DC, pp. 87-89)]).

Para terminar, nos alejamos del problema de Plateau puramente matematico, para explorar un
poco su influencia en otras areas distintas de la matemadtica. En biologia, por ejemplo, se ha
determinado la existencia de microorganismos marinos unicelulares, llamados Radiolarios cuyos
esqueletos tienen las mismas formas bdsicas que ciertas peliculas o burbujas de jabén tendidas
sobre marcos de forma poliédrica.

Inclusive en la arquitectura ha intervenido el problema de Plateau; algunos arquitectos han
utilizado peliculas jabonosas como instrumento principal de sus disenos arquitecténicos, por
ejemplo, la cubierta del Estadio Olimpico de Munich. Construcciones de este tipo se caracterizan
por ser estructuras livianas y econémicas, pues se utiliza la minima cantidad posible de material
en su construccién. Otro ejemplo sencillo y mas cercano a nosotros, es una escalera en forma de
“caracol”, cuya forma se parece a la superficie minimal llamada helicoide, ciertamente podemos
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observar que el espacio que ocupa es menor, en comparacion con el que ocupa una escalera
tradicional.

Numerosos matematicos y variadas investigaciones, han sido participes del problema de Plateau;
en realidad, contintia siendo un tema actual y de gran interés por parte de cientificos de distintos
lugares del mundo. Hoy en dia siguen surgiendo diversas publicaciones en torno a él, sin contar
el desarrollo monumental que ha tenido la teoria de las superficies minimales, y aunque hemos
tratado de reseniar las investigaciones mas representativas, no alcanzamos a dar cuenta de todas;
una bibliografia més extensa y detallada de los diferentes estudios sobre el problema de Plateau
y superficies minimales, se pueden encontrar en [A2],[C3, pp. 95-166], [DC, pp. 68-89], [HT, pp.
95-116] y [N2, pp. 84-106].
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