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Resumen

En este trabajo se presentan los grupos de cohomoloǵıa de DeRham como los grupos
duales a ciertos grupos que son invariantes topológicos, los grupos de homoloǵıa
singular. Se definirán estos grupos (de cohomoloǵıa) como conjuntos de formas dife-
renciales de una variedad M . La dualidad que se establece, se hace mediante el
uso del Teorema de DeRham, y para ello debemos considerar nociones que nos
introduzcan a la homoloǵıa singular y al Teorema de Stokes.

1. Introducción

Los grupos de homoloǵıa (en este caso singular) son invariantes topológicos que nos per-
miten una clasificación de espacios compactos. Los grupos de cohomoloǵıa también son
invariantes topológicos ya que son duales a los grupos de homoloǵıa (dualidad debida
a DeRham). Exponemos los grupos de cohomoloǵıa por sus incréıbles aplicaciones, por
ejemplo, la clasificación de haces fibrados.

2. Simplejos estándar y grupos de homoloǵıa singular

Para introducir la dualidad de DeRham, necesitamos definir la integración de una r-forma
sobre un r-simplejo en un espacio euclidiano, y utilizar una gran herramienta: el teorema
de Stokes. Para esto, debemos aclarar los siguientes conceptos.

Definición 2.1 El r-simplejo estándar σr, σr = (p0, p1, ..., pr) en R
r, si xμ es un sistema

de coordenadas para R
r, está dado por:

σr = {(x1, ..., xr) ∈ R
r | xμ ≥ 0,

r∑
μ=1

xμ ≤ 1},

donde pi = (x1, x2, ..., xj, ...xr) con

xj =

{
1 j = i,

0 j �= i.

Como se muestra en la figura 2.1.
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Figura 3.1: En (a) el 2-simplejo estándar σ2 = (p0, p1, p2) y en (b) el
3-simplejo estándar σ3 = (p0, p1, p2, p3).

Teniendo en cuenta que una r-forma ω en R
r se escribe como ω = a(x)dx1 ∧ ... ∧ dxr,

donde dx1 ∧ ...∧ dxr es el elemento de volumen de R
r, con a(x) una función de R

r → R,
definimos la integral de ω sobre σr de la siguiente manera:∫

σr

ω ≡
∫
σr

a(x)dx1dx2...dxr

donde la integral de la derecha es la integral usual en R
r. Por ejemplo, si r = 2,

σ2 = (p0, p1, p2) ⊆ R
3, y ω = dx ∧ dy, tenemos:

∫
σ2

ω =

∫
σ2

dxdy =

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy =

1∫
0

(1 − x)dx = (x− x2

2
)

∣∣∣∣
1

0

=
1

2
.

Si r = 3, σ3 = (p0, p1, p2, p3), y ω = dx ∧ dy ∧ dz, entonces

∫
σ3

ω =

∫
σ3

dxdydz =

1∫
0

1−z∫
0

1−y−z∫
0

dxdydz =
1

3
.

Como nuestro interés ahora es trabajar con variedades m-dimensionales, necesitamos
definir r-cadenas, r-ciclos y r-fronteras en una variedad M m-dimensional.

Definición 2.2 Sea σr un r-simplejo en R
r y sea f : σr → M una función suave, es

decir, f ∈ C∞. Denotamos la imagen de σr en M por sr y llamamos a este conjunto un
r-simplejo singular en M . Si {sr,i} es el conjunto de los r-simplejos en M , definimos
una r-cadena c en M como una suma formal: c =

∑
i aisr,i, ai ∈ R.
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En adelante omitiremos recordar que se trata de r-cadenas con coeficientes en R. Las
r-cadenas en M con la suma usual, forman el grupo de r-cadenas en M , el cual es
denotado por Cr(M). Bajo el efecto de f : σr → M , la frontera ∂σr es enviada a un
subconjunto de M que denotaremos como ∂sr, es decir, f(∂σr) = ∂sr. El conjunto ∂sr

es una colección de (r − 1)-simplejos singulares en M y se denomina la frontera de sr,
donde ∂sr corresponde a la frontera geométrica de sr, con la orientación inducida por σr.
Tenemos aśı, una función ∂ : Cr(M) → Cr−1(M) que es nilpotente, es decir, ∂2 = 0. La
prueba es muy sencilla y se puede ver, por ejemplo, en [2] y [7].

Los r-simplejos c, c ∈ Cr(M), tales que ∂rc=0 son llamados r-ciclos. El conjunto de
r-ciclos, denotado por Zr(M), es un subgrupo de Cr(M). Si r= 0, ∂0c= 0 y Z0(M)=
C0(M).

Sea M una variedad n-dimensional y sea c ∈ Cr(M), si existe un elemento d,
d ∈ Cr+1(M), tal que c = ∂r+1d entonces c es llamado una r-frontera. El conjunto de
todos los elementos de Cr(M) que son r-fronteras, denotado por Br(M), es un subgrupo
de Cr(M) . Por la definición de Cr(M) cuando r > n, Bn(M) es cero.

Además, se satisface que Zr(M) ⊃ Br(M) ya que ∂2 = 0. Aśı, podemos definir el grupo
de homoloǵıa singular como: Hr(M) = Zr(M)/Br(M).

Teorema 2.3 Si M es una variedad conexa, entonces: H0(M) = R.

Ejemplo: Cálculo de los grupos de homoloǵıa del ćırculo S1.

y

p1

p2

p0

x

K ∼= S1

SeaK={P0, P1, P2, (P0P1), (P1P2), (P2P0)} un simplejo homeomorfo al ćırculo, S1, es decir
K ∼= S1. Como K no tiene 2-simplejos entonces
B1(K) = 0 y H1(K) = Z1(K)/B1(K) = Z1(K). Tomamos un elemento z ∈ Z1(K)
tal que z = i(P0P1) + j(P1P2) + k(P2P0) para i, j, k ∈ R, que cumpla la condición:

∂1z = i(P1 − P0) + j(P2 − P1) + k(P0 − P2)

= (k − i)P0 + (i− j)P1 + (j − k)P2 = 0.

Esto se satisface si i = j = k, por tanto tenemos que Z1(K) = {i[(P0P1)+(P1P2)+(P2P0)] |
i ∈ R}, donde se muestra que Z1(K) es isomorfo a R y que

H1(K) = Z1(K) ∼= R.
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Tenemos además que H0(K) ∼= R pues el ćırculo, S1, es conexo. De esta forma hemos
calculado los grupos de homoloǵıa singular del ćırculo S1.

Después de estas nociones estamos listos para definir la integración de una r-forma ω
sobre una r-cadena enM . Para ello, primero definimos la integral de ω sobre un r-simplejo
(singular) sr de M por: ∫

sr

ω =

∫
σr

f∗ω,

donde f : σr → M es una función suave tal que sr = f(σr), y f∗ω es una r-forma en R
r,

tal que f∗ω(v1, ..., vr) = ω(f∗v1, ..., f∗vr) donde f∗,p = Df(p) y v1, ..., vr ∈ R
r, y p ∈ σr, es

decir, f∗ : Ωr(M) → Ωr(Rr). Aśı en general, para una r-cadena c =
∑

i aisr,i ∈ Cr(M),
definimos: ∫

c

ω =
∑

i

ai

∫
sr,i

ω.

Citaremos a continuación el Teorema de Stokes ya que nos permite establecer la relación
entre los grupos de cohomoloǵıa de De Rham y los grupos de homoloǵıa singular de M .

Teorema 2.4 (Teorema de Stokes:) Sea M una variedad compacta y orientable m-
dimensional, y si ω ∈ Ωr−1(M) y c ∈ Cr(M), r = 0, 1, ..., m, entonces:∫

c

dω =

∫
∂c

ω.

La demostración puede encontrarse, por ejemplo, en [6] o [7].

3. Grupos de cohomoloǵıa de DeRham

La diferencial exterior de una r-forma ω ∈ Ωr(M) nos permite definir la cohomoloǵıa de
DeRham de M . Recordamos que si ω es una r-forma diferenciable sobre M ,
ω = ωi1...ikdx

i1 ∧ ... ∧ dxir ∈ Ωr(M), su diferencial exterior es
dω = (∂(ωi1...ik)/∂x

ν)dxν ∧ dxi1 ∧ ...∧ dxir , con esto tenemos las siguientes definiciones.

Definición 3.1 Si M es una variedad diferenciable m-dimensional, el conjunto de r-
formas cerradas (los w ∈ Ωr(M) tal que d(w)=0) es llamado el r-ésimo grupo de
cociclos de M , y es denotado por Zr(M), y el conjunto de las r-formas exactas (los
w ∈ Ωr(M) tal que d(h)=w para algún h ∈ Ωr−1(M)) se llama el r-ésimo grupo de
cofronteras y se denota como Br(M). Ambos son espacios vectoriales con coeficientes
en R, y como d2 = 0, tenemos que Br(M) ⊂ Zr(M).

Definición 3.2 El r-ésimo grupo de cohomoloǵıa de DeRham Hr(M ; R) para una
variedad m−dimensional M , se definirá como:

Hr(M ; R) ≡ Zr(M)/Br(M).

Si r ≤ 1 o r ≥ m+1, Hr(M ; R) se define como el grupo trivial, y omitiremos en adelante
especificar que se trabaja con coeficientes reales.
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Si ω ∈ Zr(M), la clase de equivalencia de ω pertenecerá al r-ésimo grupo de cohomoloǵıa,
es decir, [ω] ∈ Hr(M). Además la clase de equivalencia de ω, [ω], se define como el
conjunto {

ω′ ∈ Zr(M) | ω′ = ω + dψ, ψ ∈ Ωr−1(M)
}
.

A partir de esta idea, dos formas ω y ω′ se dicen cohomológicas si difieren por una forma
exacta, dψ.

4. Dualidad de DeRham de Hr(M) y Hr(M)

Como el nombre lo sugiere, el grupo de cohomoloǵıa es el espacio dual del grupo de
homoloǵıa. El Teorema de DeRham nos permite establecer la dualidad de DeRham para
la para la cohomoloǵıa definida en 3.2 y la homoloǵıa singular. Para ello necesitamos las
siguientes nociones.

Definición 4.1 (Producto interior de una r-forma y una r-cadena en M) Sea
M una variedad diferenciable m-dimensional y sea Cr(M) el grupo cadena de M . Para
c ∈ Cr(M) y ω ∈ Ωr(M) donde 1 ≤ r ≤ m, definimos un producto interior,

( , ) : Cr(M) ×Ωr(M) −→ R

c, ω 
−→ (c, ω) ≡
∫
c

ω.

De forma clara, (c, ω) es lineal en ambos argumentos:

(c1 + c2, ω) =

∫
c1+c2

ω =

∫
c1

ω +

∫
c2

ω

(c, ω1 + ω2) =

∫
c

ω1 + ω2 =

∫
c

ω1 +

∫
c

ω2.

Aśı, el Teorema de Stokes se escribe como: (c, dω) =
∫
c

dω =
∫
∂c

ω = (∂c, ω).

Tenemos los siguientes resultados interesantes:

1. Sean c ∈ Br(M) y ω ∈ Zr(M), entonces, (c, ω) = 0. Esto se tiene pues si
c ∈ Br(M), entonces c = ∂d con d ∈ Cr+1(M), y al utilizar el Teorema de Stokes
se tiene: (c, ω) =

∫
c

ω =
∫
∂d

ω =
∫
d

dω = 0, ya que dω = 0 pues ω ∈ Zr(M).

2. Sean c ∈ Zr(M) y ω ∈ Br(M), entonces, (c, ω) = 0. Esto resulta de que si
c ∈ Zr(M), es decir, ∂c = 0, y si ω ∈ Br(M), ω = dγ para algún γ, γ ∈ Ωr−1(M),
y al utilizar el Teorema de Stokes, puesto que (c, ω) =

∫
c

ω =
∫
c

dγ =
∫

∂c=0

γ = 0.
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El producto interior “(, )” induce naturalmente un producto interior, llamado producto
copa “∧”entre los elementos de Hr(M) y Hr(M), el cual será usado para mostrar que
Hr(M) es el dual de Hr(M). Sean [c] ∈ Hr(M) y [ω] ∈ Hr(M), entonces definimos este
producto copa de la siguiente manera:

∧ : Hr(M) ×Hr(M) −→ R

([c], [ω]) 
−→ ∧([c], [ω]) ≡ (c, ω) =

∫
c

ω.

Este producto está bien definido pues se tiene independencia en la elección de
los representantes.(Ver[3]).

Vemos que ∧(·, [ω]) es una función lineal de Hr(M) → R y ∧([c], ·) es una función lineal
de Hr(M) → R. Para probar la dualidad de Hr(M) y Hr(M), tenemos que mostrar
que ∧(·, [ω]) tiene rango máximo, i.e., dimHr(M) = dimHr(M).

Teorema 4.2 (Teorema de De Rham): Si M es una variedad compacta, Hr(M) y
Hr(M) son finito dimensionales. Más aún, la función ∧ : Hr(M) × Hr(M) −→ R es
bilineal y no degenerada; por tanto Hr(M) es el espacio vectorial dual de Hr(M).

Como para una variedad compacta m-dimensional M , tenemos que Hr(M) es isomorfo
a Hr(M), el número br(M) ≡ dimHr(M) = dimHr(M) ≡ br(M), se conoce como el
r-ésimo número de Betti de M . La caracteŕıstica de Euler de M , denotada como
χ(M), y definida por χ(M) =

∑m
r=0(−1)rIr, donde Ir es el número de r-simplejos en M ,

puede ser escrita como:

χ(M) =
m∑

r=1

br(M). (1)

La igualdad en (1) se sigue debido a que la función ∂r : Cr(M) → Cr−1(M) nos permite
concluir que:

Ir(M) = (N◦ de generadores de Cr(M)) = dimCr(M)

= dim(ker∂r) + dim(Im∂r)

= dimZr(M) + dimBr−1(M),

y debido a que de la definición de los números de Betti, se tiene que:

br(M) = dimHr(M) = dim[Zr(M)/Br(M)]

= dimZr(M) − dimBr(M).

Luego, para que se concluya satisfactoriamente la ecuación (1), utilizamos el hecho de
que

∑m
r=0(−1)rdimBr−1(M) =

∑m
r=0(−1)r+1dimBr(M) ya que dimBr(M) = 0 si r = m

y dimB−1(M) = 0.
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Los grupos de homoloǵıa y los grupos de cohomoloǵıa pueden definirse a través de las
siguientes cadenas complejas de homoloǵıa y cohomoloǵıa, respectivamente (ver [2] y [7]):

· · · Cr−1(M) Cr(M) Cr+1(M) · · ·�∂r−1 �∂r �∂r+1 �∂r+2

Hr(M) = Zr(M)/Br(M) = ker∂r/Im∂r+1

. . . Ωr−1(M) Ωr(M) Ωr+1(M) · · ·�dr−1 �dr �dr+1 �dr+2

Hr(M) = Zr(M)/Br(M) = kerdr+1/Imdr.

5. Estructura de los grupos de cohomoloǵıa de

DeRham

Es el momento de ver diferencias más interesantes entre los grupos de cohomoloǵıa de
DeRham y los grupos de homoloǵıa.

5.1. Anillos de cohomoloǵıa

Sean [ω] ∈ Hq(M) y [η] ∈ Hr(M). Definimos un producto de [ω] y [η] por [ω]∧[η] = [ω∧η],
como d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)rω ∧ dη = 0, entonces, ω ∧ η es cerrado, por tanto [ω]∧ [η]
es un elemento de Hq+r(M). Veamos que [ω] ∧ [η] es independiente de la elección de los
representantes de [ω] y [η]. Tomemos por ejemplo ω′ = ω + dψ en lugar de ω, entonces,

[ω′] ∧ [η] = [ω′ ∧ η] = [(ω + dψ) ∧ η] = [ω ∧ η + dψ ∧ η] = [ω ∧ η
+ dψ ∧ η + (−1)q−1ψ ∧ dη] = [ω ∧ η + d(ψ ∧ η)] = [ω ∧ η],

pues (−1)q−1ψ ∧ dη = 0 ya que η ∈ Hr(M).

Por tanto el producto “∧”es una función bien definida

∧ : Hq(M) ×Hr(M) −→ Hq+r(M).

El anillo de cohomoloǵıa H∗(M) esta definido por la suma directa,
H∗(M) = ⊕m

r=1H
r(M), donde su suma será la suma formal de dos elementos de H∗(M);

y el producto será el producto inducido por el operador exterior “∧”definido antes. Aśı,
∧ : H∗(M) ×H∗(M) → H∗(M).

Esta es una de las propiedades que muestran la superioridad de los grupos de coho-
moloǵıa de DeRham sobre los grupos de homoloǵıa; pues el producto de cadenas no
está bien definido, y por tanto no es posible tener una estructura de anillo en los grupos
de homoloǵıa.

5.2. La fórmula de Künneth

Sea M un producto de dos variedades, M = M1 × M2, y sea
{ωp

i }, 1 ≤ i ≤ bp(M1) = dimHp(M1), una base de Hp(M1) y {ηr−p
j } una base de

Hr−p(M2), 1 ≤ j ≤ dimHr−p(M2). Claramente ωp
i ∧ ηr−p

i , (0 ≤ p ≤ r) es una r-forma
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cerrada en M , y es fácil mostrar que no es exacta, ver [6] ; por tanto ωp
i ∧ ηr−p

i ∈ Hr(M).
Rećıprocamente un elemento de Hr(M) puede ser descompuesto en una suma directa de
elementos de Hp(M1) y Hr−p(M2) para 0 ≤ p ≤ r.

La generalización del resultado anterior es conocida como la fórmula de Künneth, la
cual esta dada por:

Hr(M) ≡
⊕

p+q=r

[Hp(M1) ⊗Hq(M2).]

Esta fórmula también relaciona los anillos de cohomoloǵıa de las respectivas variedades;
como tenemos a continuación:

H∗(M) =
m∑

r=1

Hr(M) =
m∑

r=1

⊕
p+q=r

Hp(M1) ⊗Hq(M2)

=
∑

p

Hp(M1)
⊗ ∑

q

Hq(M2) = H∗(M1) ⊗H∗(M2).

Aśı, para concluir sus aplicaciones dentro de los temas vistos, esta fórmula en términos
de los números de Betti tiene la siguiente presentación:

br(M) =
∑

p+q=r

bp(M1)b
q(M2).

Veamos que sucede con sus respectivas caracteŕısticas de Euler si M = M1 × M2.
¿Será que χ(M) = χ(M1)χ(M2)? El siguiente cálculo nos permite responder a esta pre-
gunta:

χ(M) =
∑

r

(−1)rbr(M) =
∑

r

(−1)r[
∑

p+q=r

bp(M1)b
q(M2)]

=
∑

r

(−1)p+q[
∑

p+q=r

bp(M1)b
q(M2)] =

∑
p

(−1)pbp(M1)
∑

q

(−1)qbq(M2)

= χ(M1)χ(M2)

Apliquemos todo lo tratado anteriormente en el toro, T 2 = S1 × S1.

Tenemos que H0(S1) = H0(S
1) = R y que H1(S1) = H1(S

1) = R; por tanto:

H0(T 2) = R ⊗ R = R

H1(T 2) = (R ⊗ R) ⊗ (R ⊗ R) = R

H2(T 2) = R ⊗ R = R

De forma clara R⊗R = R pues el producto de dos números reales es un número real. Como
los números de Betti de S1 son b0(S1) = dimH0(S1) = 1 y
b1(S1) = dimH1(S1) = 1; su correspondiente caracteŕıstica de Euler será:

χ(S1) =
1∑

i=0

(−1)ibi(S1) = (−1)01 + (−1)11 = 0,

para obtener finalmente, que la caracteŕıstica de Euler de T 2 es

χ(T 2) = χ(S1)χ(S1) = 0.
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