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Resumen

FEn este trabajo se presentan los grupos de cohomologia de DeRham como los grupos
duales a ciertos grupos que son invariantes topoldgicos, los grupos de homologia
singular. Se definirén estos grupos (de cohomologia) como conjuntos de formas dife-
renciales de una variedad M. La dualidad que se establece, se hace mediante el
uso del Teorema de DeRham, y para ello debemos considerar nociones que nos
introduzcan a la homologia singular y al Teorema de Stokes.

1. Introduccion

Los grupos de homologia (en este caso singular) son invariantes topoldgicos que nos per-
miten una clasificacién de espacios compactos. Los grupos de cohomologia también son
invariantes topoldgicos ya que son duales a los grupos de homologia (dualidad debida
a DeRham). Exponemos los grupos de cohomologia por sus increibles aplicaciones, por
ejemplo, la clasificacion de haces fibrados.

2. Simplejos estandar y grupos de homologia singular

Para introducir la dualidad de DeRham, necesitamos definir la integracion de una r-forma
sobre un r-simplejo en un espacio euclidiano, y utilizar una gran herramienta: el teorema
de Stokes. Para esto, debemos aclarar los siguientes conceptos.

Definicién 2.1 El r-simplejo estandar @, @, = (po, p1, ..., pr) en R, si 2* es un sistema
de coordenadas para R", esta dado por:

o ={(z',....,2") € R" | 2" >0, Zx“ <1},
pn=1
donde p; = (z', 22, ...,27,...2") con

g Jra=i
0 j#i.

Como se muestra en la FIGURA 2.1.
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FI1GURrA 3.1:  En (a) el 2-simplejo estandar 53 = (po,p1,p2) y en (b) el
3-simplejo estandar 3 = (po, p1, P2, P3)-

Teniendo en cuenta que una r-forma w en R" se escribe como w = a(z)dz! A ... A da”,
donde dz' A ... Adz" es el elemento de volumen de R", con a(x) una funcién de R" — R,
definimos la integral de w sobre &, de la siguiente manera:

/w = /a(x)dxlda:?..da:r

donde la integral de la derecha es la integral usual en R". Por ejemplo, si r = 2,
o2 = (po,p1,p2) CR3, vy w=dzxAdy, tenemos:

/w:/dxdy:// oo oD -1

o2 o2 0

[en]

Sir:g? 03 = (p07p17p27p3)7 y w:d:ﬂ/\dy/\dz, entonces

1 1—21-y—=z

/w:/da:dydzzo/

g3 g3

1
drdydz = -.
vdydz = 3

S

Como nuestro interés ahora es trabajar con variedades m-dimensionales, necesitamos
definir r-cadenas, r-ciclos y r-fronteras en una variedad M m-dimensional.

Definicién 2.2 Sea o, un r-simplejo en R" y sea f : 0, — M una funcién suave, es
decir, f € C*°. Denotamos la imagen de o, en M por s, y llamamos a este conjunto un
r-simplejo singular en M. Si {s,;} es el conjunto de los r-simplejos en M, definimos
una r-cadena c en M como una suma formal: ¢ = ZZ aiSri, a; € R.
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En adelante omitiremos recordar que se trata de r-cadenas con coeficientes en R. Las
r-cadenas en M con la suma usual, forman el grupo de r-cadenas en M, el cual es
denotado por C,(M). Bajo el efecto de f : 0, — M, la frontera do, es enviada a un
subconjunto de M que denotaremos como s, es decir, f(do,) = 0s,. El conjunto Js,
es una coleccién de (r — 1)-simplejos singulares en M y se denomina la frontera de s,
donde s, corresponde a la frontera geométrica de s,., con la orientacién inducida por o,.
Tenemos asi, una funcién 9 : C,.(M) — C,_1(M) que es nilpotente, es decir, 9* = 0. La
prueba es muy sencilla y se puede ver, por ejemplo, en [2] y [7].

Los r-simplejos ¢, ¢ € C,(M), tales que 0,¢=0 son llamados r-ciclos. El conjunto de
r-ciclos, denotado por Z,(M), es un subgrupo de C,(M). Si r= 0, dpc= 0y Zo(M)=
Co(M).

Sea. M una variedad n-dimensional y sea ¢ € C.(M), si existe un elemento d,
d € Cry1(M), tal que ¢ = 0,41d entonces ¢ es llamado una r-frontera. El conjunto de
todos los elementos de C,.(M) que son r-fronteras, denotado por B, (M), es un subgrupo
de C.(M) . Por la definicién de C,.(M) cuando r > n, B, (M) es cero.

Ademds, se satisface que Z.(M) D B,(M) ya que 9* = 0. Asi, podemos definir el grupo
de homologia singular como: H,(M) = Z.(M)/B,(M).

Teorema 2.3 Si M es una variedad conezxa, entonces: Hy(M) = R.

Ejemplo: Célculo de los grupos de homologfa del circulo S*.

P2

Po P

Sea K={Py, P\, P», (P Py), (P %), (PyFPy)} un simplejo homeomorfo al circulo, S*, es decir
K = St Como K no tiene 2-simplejos entonces
Bi(K) =0y Hi(K) = Z1(K)/Bi1(K) = Z;(K). Tomamos un elemento z € Z;(K)
tal que z = i(PyPy) + j(PLP) + k(P2 Py) para i, j, k € R, que cumpla la condicién:
alzzl(Pl—Po)—l-j(Pg—Pl)—l—k’(Po—Pg)
=(k—0)P+(@—j)P+(j— k)P =0.

Esto se satisface si i = j = k, por tanto tenemos que Z;(K) = {i[(PoP1)+ (P )+ (2FR)] |
i € R}, donde se muestra que Z;(K) es isomorfo a R y que

Hi(K) = Z,(K) = R.
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Tenemos ademds que Hy(K) = R pues el circulo, S', es conexo. De esta forma hemos
calculado los grupos de homologia singular del circulo S*.

Después de estas nociones estamos listos para definir la integracién de una r-forma w
sobre una r-cadena en M. Para ello, primero definimos la integral de w sobre un r-simplejo

(singular) s, de M por:
/w:/f*w,

donde f : @, — M es una funcién suave tal que s, = f(7,), y f*w es una r-forma en R",

tal que f*w(vi,...,v,) = w(fivr, ..., fxv,) donde f., = Df(p) y v1,...,v. € R", y p € 5, es
decir, f*: Q" (M) — Q"(R"). Asi en general, para una r-cadena ¢ =) a;s,; € C,.(M),

definimos:
/ w = E a; / w
C i Sri

Citaremos a continuacién el Teorema de Stokes ya que nos permite establecer la relacién
entre los grupos de cohomologia de De Rham y los grupos de homologia singular de M.

Teorema 2.4 (Teorema de Stokes:) Sea M una variedad compacta y orientable m-
dimensional, y si w € QXY M) y ceC. (M), r=0,1,...,m, entonces:

fu- [

La demostracién puede encontrarse, por ejemplo, en [6] o [7].

3. Grupos de cohomologia de DeRham

La diferencial exterior de una r-forma w € "(M) nos permite definir la cohomologia de
DeRham de M. Recordamos que si w es una r-forma diferenciable sobre M,
w o= wiy g drt A o A dzt € Q" (M), su diferencial exterior es
dw = (0(wy,..i,)/0x")dz” A dx'™ A ... A dz'", con esto tenemos las siguientes definiciones.

Definicién 3.1 Si M es una variedad diferenciable m-dimensional, el conjunto de 7-
formas cerradas (los w € Q"(M) tal que d(w)=0) es llamado el r-ésimo grupo de
cociclos de M, y es denotado por Z"(M), y el conjunto de las r-formas exactas (los
w € Q"(M) tal que d(h)=w para algiin h € Q"' (M)) se llama el r-ésimo grupo de
cofronteras y se denota como B"(M). Ambos son espacios vectoriales con coeficientes
en R, y como d* = 0, tenemos que B"(M) C Z"(M).

Definicién 3.2 El r-ésimo grupo de cohomologia de DeRham H"(M;R) para una
variedad m—dimensional M, se definira como:

H'(M;R) = Z"(M)/B"(M).

Sir<lor>m+1, H(M;R) se define como el grupo trivial, y omitiremos en adelante
especificar que se trabaja con coeficientes reales.
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Siw € Z"(M), la clase de equivalencia de w pertenecera al r-ésimo grupo de cohomologia,
es decir, [w] € H"(M). Ademas la clase de equivalencia de w, [w], se define como el
conjunto

{WeZ'(M)|w=w+dp,p € U (M)}.

A partir de esta idea, dos formas w y w’ se dicen cohomolégicas si difieren por una forma
exacta, di.

4. Dualidad de DeRham de H,(M)y H"(M)

Como el nombre lo sugiere, el grupo de cohomologia es el espacio dual del grupo de
homologia. El Teorema de DeRham nos permite establecer la dualidad de DeRham para
la para la cohomologia definida en 3.2 y la homologia singular. Para ello necesitamos las
siguientes nociones.

Definicién 4.1 (Producto interior de una r-forma y una r-cadena en M) Sea
M una variedad diferenciable m-dimensional y sea C,.(M) el grupo cadena de M. Para
ceCr(M)ywe (M) donde 1 <r < m, definimos un producto interior,

(, ):C.(M)xQ (M) —R
c,w r—>(c,w)5/w.

C

De forma clara, (c,w) es lineal en ambos argumentos:

(c1 + coyw) = /w:/w—l—/w
Cc1 Cc2

c1+c2

(c,w1+w2):/w1 +w2:/w1+/w2.

Asi, el Teorema de Stokes se escribe como: (¢, dw) = [dw = [w = (dc,w).
c dc

Tenemos los siguientes resultados interesantes:

1. Sean ¢ € B,(M) y w € Z"(M), entonces, (c,w) = 0. Esto se tiene pues si
c € B.(M), entonces ¢ =09d con d € Cpy1(M), y al utilizar el Teorema de Stokes
se tiene:  (c,w) = [w= [w= [dw =0, ya que dw =0 pues w € Z"(M).
c ad d
2. Sean ¢ € Z,(M)y w € B"(M), entonces, (¢c,w) = 0. Esto resulta de que si
c € Z,(M), es decir, 0c = 0, y si w € B"(M), w = dy para algin v, v € Q" (M),

y al utilizar el Teorema de Stokes, puesto que (c,w) = f[w= [dy= [ y=0.
c c de=0
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El producto interior “(,)” induce naturalmente un producto interior, llamado producto
copa “A’entre los elementos de H, (M) y H"(M), el cual serd usado para mostrar que
H,.(M) es el dual de H"(M). Sean [c¢] € H,(M) y [w] € H"(M), entonces definimos este
producto copa de la siguiente manera:

At H,(M)x H' (M) — R
([e], [w]) ¥ A([e], [w]) = (¢, w) = /w-

C

Este producto estd bien definido pues se tiene independencia en la eleccion de
los representantes. (Ver|[3]).

Vemos que A(+, [w]) es una funcién lineal de H, (M) — Ry A([c],-) es una funcién lineal
de H"(M) — R. Para probar la dualidad de H,.(M) y H"(M), tenemos que mostrar
que A(+, [w]) tiene rango maximo, i.e., dimH,(M) = dimH"(M).

Teorema 4.2 (Teorema de De Rham): Si M es una variedad compacta, H,.(M) y
H"(M) son finito dimensionales. Mds ain, la funcion N : H.(M) x H' (M) — R es
bilineal y no degenerada; por tanto H" (M) es el espacio vectorial dual de H,(M).

Como para una variedad compacta m-dimensional M, tenemos que H" (M) es isomorfo
a H.(M), el nimero b"(M) = dimH"(M) = dimH,.(M) = b,(M), se conoce como el
r-ésimo numero de Betti de M. La caracteristica de Euler de M, denotada como
x(M), y definida por x(M) =" ,(=1)"I,, donde I, es el nimero de r-simplejos en M,
puede ser escrita como:

X(M) =) 0(M). (1)
La igualdad en (1) se sigue debido a que la funcién 9, : C.(M) — C,_1(M) nos permite

concluir que:

I,(M) = (N° de generadores de C,.(M)) = dimC,.(M)
= dim(kerd,) + dim(Imo,)
= dimZ,(M) + dimB,_,(M),

y debido a que de la definicion de los nimeros de Betti, se tiene que:

b, (M) = dimH,(M) = dim[Z,.(M)/B,(M)]
=dimZ,.(M) — dimB,(M).
Luego, para que se concluya satisfactoriamente la ecuacién (1), utilizamos el hecho de
que YU (=1)dimB,_ (M) = > (=) dim B, (M) ya que dimB,(M) =0sir =m
y dsz_l(M) =0.
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Los grupos de homologia y los grupos de cohomologia pueden definirse a través de las
siguientes cadenas complejas de homologia y cohomologia, respectivamente (ver [2] y [7]):

8,«_1 8,« ar 1 ar 2
Cror(M) ~—— Co(M) ~—— Crpa(M) ~——— -+

H,(M) = Z,(M)/B,(M) = kerd, /Ind,,

dr—1 QT_I(M) d, Qr (M) dry1 QT-H (M) dryo o

H'(M) = Z"(M)/B"(M) = kerd, ,,/Ind,.

5. Estructura de los grupos de cohomologia de
DeRham

Es el momento de ver diferencias mas interesantes entre los grupos de cohomologia de
DeRham y los grupos de homologia.

5.1. Anillos de cohomologia

Sean [w| € HY(M)y [n] € H"(M). Definimos un producto de [w] y [n] por [w|A[n] = [wA7],
como d(w An) =dwAn+(—1)"w Adn =0, entonces, w A7 es cerrado, por tanto [w]| A 7]
es un elemento de H9™ (M). Veamos que [w] A [n] es independiente de la eleccién de los
representantes de [w] y [n]. Tomemos por ejemplo w’ = w + di) en lugar de w, entonces,

WA =W An=[(w+db) A =[wAn+dpAn=[wAn
+dp An+ (=1 Ady) = [wAn+d An)] = [w A1),

pues (—=1)9 1 Adn =0 ya que n € H (M).

Por tanto el producto “A”es una funcién bien definida
A HY(M)x H (M) — H"(M).

El anillo de cohomologia H*(M) esta definido por la suma directa,
H*(M) =& H" (M), donde su suma sera la suma formal de dos elementos de H*(M);
y el producto sera el producto inducido por el operador exterior “A”definido antes. Asi,
N H* (M) x H*(M) — H*(M).

Esta es una de las propiedades que muestran la superioridad de los grupos de coho-
mologia de DeRham sobre los grupos de homologia; pues el producto de cadenas no
estd bien definido, y por tanto no es posible tener una estructura de anillo en los grupos
de homologia.

5.2. La formula de Kiunneth

Sea. M un producto de dos variedades, M = M, x M,, y sea
{wi}, 1 < < WP(My) = dimHP(M,), una base de HP(M,) y {n; "} una base de
H™P(Msy), 1< j<dimH"P(My). Claramente w’ An; ?, (0 <p<r) esuna r-forma
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cerrada en M, y es facil mostrar que no es exacta, ver [6] ; por tanto w! An;, * € H"(M).
Reciprocamente un elemento de H"(M) puede ser descompuesto en una suma directa de
elementos de HP(M;) y H"P(M,) para 0 < p <r.

La generalizacion del resultado anterior es conocida como la férmula de Kiinneth, la
cual esta dada por:

(M) = @ (M) @ H (M)
ptq=r
Esta féormula también relaciona los anillos de cohomologia de las respectivas variedades;

como tenemos a continuacion:
m

H (M) => H'(M)=>_ 5 H"(M)® H(My)

r=1 p+q=r

=> H'(M) (KD | HI(M,) = H*(My) @ H*(My).

Asi, para concluir sus aplicaciones dentro de los temas vistos, esta féormula en términos
de los nimeros de Betti tiene la siguiente presentacién:

(M) = bP(M)Y(My).
pHq=r
Veamos que sucede con sus respectivas caracteristicas de FEuler si M = M; x M.

iSerd que (M) = x(My)x(Ms)? El siguiente calculo nos permite responder a esta pre-
gunta:

X(M) = (=16 (M) =Y (=1)[ ) 0P(M)b*(Mo)]

T ptg=r

=D (1P Y M) (My)] = Y (1P (M) Y (— 1)1 (Mo)

pta=r P q
= X (M) x(Ma)

Apliquemos todo lo tratado anteriormente en el toro, T? = S x St
Tenemos que H°(S1) = Hy(S') =R y que H'(S') = H,(S') = R; por tanto:

H (T’ )=R®R=R

H(T*)=R®R)® (R®R)=R

H*T*)=R®R=R
De forma clara R®R = R pues el producto de dos niimeros reales es un nimero real. Como
los ntmeros de Betti de S' son #(S') = dimH(SY) = 1 vy
b (SY) = dimH'(S') = 1; su correspondiente caracteristica de Euler sera:

1

X(8h) =) (-8 = (-1)"1+ (-1)'1 =0,

i=0
para obtener finalmente, que la caracteristica de Euler de T2 es
X(T?) = x(S")x(S") = 0.
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