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ELEMENTOS HISTORICOS, EPISTEMOLOGICOS Y DIDACTICOS DEL CONCEPTO DE
FUNCION CUADRATICA

Yadira Marcela Mesa, Jhony Alexander Villa Ochoa

Grupo “Educacion Matematica e Historia”. Universidad de Antioquia Colombia
yadiramarcelamesa@yahoo.es, javo@une.net.co

Campo de investigacion:  Historia de la matematica Nivel: Medio

Resumen. Son muchas las investigaciones que han resaltado la importancia de un
conocimiento de la evolucidn historica de un concepto matemdtico en la comprension de los
obstdculos y razonamientos de los estudiantes al interior del aula de clase (Posada & Villa,
2006). Con base en este argumento, se presenta en este documento los resultados de una
indagacion histdrica sobre la evolucion del concepto de funcion cuadrdtica que ofrece al lector
algunas pautas que le sean utiles a la hora de disefar situaciones diddcticas que involucren el
concepto objeto de este estudio.

Palabras clave: ecuacion cuadratica, movimiento, funcidén, geometria analitica, algebra

Introduccion

La historia ha evidenciado cémo las matematicas surgen gracias al interrogante que tiene
el hombre frente al universo y de su actividad como miembro de una sociedad. Es
entonces la historia quien muestra la construccién del conocimiento como actividad
propia del individuo y de él mismo como ser social. Ademas, Sierpinska (1989, 1992),
Cotret (1985, 1989) y Sfard (1991) citados por Posada & Villa (2006, p.11) coinciden en
gue la historia es una herramienta para la actividad educativa en la medida en que le sirve
al educador fuentes de reflexion a la hora de disefar actividades de aprendizaje de las

matematicas.

En relacidn con las nociones cuadraticas, la revision de la literatura permite determinar al
menos cuatro momentos claramente diferenciados, a saber: Las ecuaciones, Las conicas,
La Cinemdtica y Las Funciones. De aqui se confirma la idea que, desde el punto de vista
histdrico, las ecuaciones y las funciones tuvieron una génesis independiente, ya que el

descubrimiento de las relaciones funcionales a nivel formal se dio cuando habia cierto
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desarrollo en el lenguaje algebraico, vale la pena profundizar en la investigacién de tal
manera que se valore dicha separacion al interior del aula o que por el contrario se
puedan construir ambos conceptos simultadneamente desde la modelacién de situaciones

de variacion.

Génesis historica de las nociones cuadraticas

Se presentard a continuacién una sintesis de los cuatro momentos encontrados con lo cual
se pretende generar reflexiones sobre el concepto de “cuadrado” y la manera en que
histéricamente se fue consolidando hasta construir lo que actualmente conocemos como
funcién cuadrética. Estas reflexiones pueden convertirse en propuestas a la hora de

disefiar situaciones didacticas para el aula de clase.

1. Las ecuaciones: El concepto de ecuacidon es uno de los mas importantes del dlgebra
actual, y ha estado presente a través de la historia en diversas culturas ligada en

muchos casos a situaciones donde intervienen nociones cuadraticas.

Los Babilonios (2000 a.C — 600 a. C) tal y como se presentd en Mesa y Villa (2007, p.3)
“Generaron estrategias de cdlculo diferentes a los geométricos de forma retdrica, sin
embargo, no se podria inferir necesariamente que no se haya pensado
geométricamente, pero no tuvo la trascendencia que le dieron los griegos”. Esto se
puede observar un poco en esta situacion presentada por Kline (1992, p. 26).

“Hallar un numero tal que sumado a su inverso dé un nimero dado. En la notacion moderna se puede

escribir que lo que buscaban los babilonios era dos numeros XAX tales que XX =1 y X+X= b.

. L e X2 —bx+1=0~
Estas dos ecuaciones dan como resultante la ecuacion cuadrdtica:

Este tipo de situaciones muestra que el concepto de “cuadrado” era concebido como
un producto de una cantidad por si misma, que se representaba por medio de un 923

“algebra retdrica” que le hacia ver de forma aritmética al no disponer de estrategias o
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simbolos que les permitiera registrar las generalizaciones, pero es clara la intencién de

generalidad que hay en ellas.

En la cultura Griega (300 a.C — 200 d.C) se evidencia como la cuadratura estd
comprometida en diferentes situaciones, pero que todas remiten a su explicacion
geométrica, a excepcion de Diofanto que después de siete siglos (aproximadamente) se
valié de un algebra sincopada con el fin de expresar potencias. Se rigieron por un
razonamiento de caracter puramente geométrico, por ende deductivo; la expresion “al
cuadrado” 6 “es el cuadrado de...” se describen de forma retdrica dentro de un sistema
deductivo que es desarrollado con el fin de darle generalidad a sus procedimientos
(que precisamente la deduccidn la que permite generar unas premisas generales para

serles Utiles a los casos particulares) y son referidas a dreas y superficies.

En lo relacionado con el concepto trabajado y a la luz de una de las grandes obras que
representarian en Los Elementos de Euclides el término “cuadrado” acepta definiciones
como: “(..) entre las figuras cuadrildteras, cuadrado es la que es equildtera y
rectangular”. Por lo que se puede asociar la idea de cuadrado como la construccion a
partir de un segmento (lado) cualesquiera de manera repetida de forma rectangular
gue termina por limitar una regién (area), es decir, una cantidad multiplicada por si
misma seria la interpretacion a la luz del algebra geométrica, siendo x el valor del
segmento. Las representaciones para la solucidon de las proposiciones que se observan

en esta obra eran rigurosamente geométricas y su demostracion de forma retérica.

Posteriormente los drabes iniciaron la creacion de un algebra en la utilizaban
representaciones de construcciones geométricas heredadas por los griegos; el
“cuadrado” se evidencia como una cantidad, pero aun la expresién cuadrado se vale de
una representacion geométrica, por lo que se puede deducir que “cuadrado” es una
cantidad que permite representarse geométricamente de acuerdo con la definicion 924

euclidiana mencionada anteriormente. Esta idea podria explicar el hecho de no tomar a
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los niumeros negativos de los cuales se tenian ciertos conocimientos heredados de los
hindues y que fue su falta de representacion geométrica la que influyd para no
concebirlo como magnitudes. Es importante considerar el enfoque geométrico que
tomaban los conceptos, ya que como se ha mostrado hasta aqui pareciese que lo
evidente como sinénimo de real era posible representarse por algo que pudiese

observarse o percibirse simplemente.

Las Cdnicas: Definitivamente pensar en ellas implica remitirse a Apolonio de Perga (260
a.C), quien realiza un tratado sobre el estudio de las secciones cénicas que fue de gran
trascendencia para el posterior desarrollo de la geometria analitica y los estudios del
movimiento, segun Gonzalez (Las cdénicas de Apolonio, 4) referenciando a Apolonio
afirma: «La Pardbola tiene la propiedad caracteristica de que para todo punto tomado
sobre la curva, el cuadrado construido sobre su ordenada y es exactamente igual al
rectdngulo construido sobre la abcisa x y el latus rectum I». de ahi que se pueda inferir
que “cuadrado” es, sin lugar a dudas, la expresion geométrica a la que Apolonio, por su
brillantez, hacia referencia desde la generalidad promoviendo un acercamiento a un
“algebra” de las conicas. Si bien la parabola no podia construirse con regla y compas,
pues como ya lo han mostrado al ser precisamente un lugar descubierto por los
problemas tipicos de la época, se observa que lo que puede haber es una
transformacién de areas o lo que se ha llamado la cuadratura de la parabola.

Otro acercamiento es el de Hipdcrates (s. V a. C) en su intento de hallar la solucion a la
duplicacién del cubo. En este sentido Kline (1992, p.70), anota que surgen ecuaciones
cuadraticas a partir del hallazgo de las cantidades que hacian la media proporcional.

A partir de este momento se puede observar un salto de casi 18 siglos en la historia de
las matematicas con respecto al paso del tratado de las Secciones Cdnicas a su estudio

en el plano cartesiano, que es el interés de esta investigacién. En el siglo XVII con la
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creacion de la geometria analitica, en la que se definen las cénicas como curvas

correspondientes a ecuaciones de segundo grado, en X e Yy, también se concreta el
estudio de los lugares geométricos estableciendo un puente para transitar entre la
Geometria y el Algebra, lo que permite asociar curvas y ecuaciones. En la obra “La
Geometria” de Descartes “cuadrado” tomd la acepcion euclidiana, su diferencia
radicaba en el desprendimiento de x? al ser tratado como una cantidad generada por

la segunda potencia y no su restriccion al ser tratada como un area.

3. Cinematica: Se destacan los trabajos sobre el movimiento de Galileo quien muestra
que la expresion: “al cuadrado” significa una segunda potencia de una cantidad o el
producto de un numero por si mismo, su participacién en su avance o desarrollo estd

basado en los procesos de modelizacién de los fenémenos fisicos.

Galileo es el mayor representante de la transicién entre la ecuacién cuadratica
relacionada con las superficies y su interpretacion como modelo matematico de
fenomenos fisicos. En su obra conceptualiza el incremento de las cantidades a medida
gue varian, y en el caso de la parabola comenta cédmo los incrementos (variacion)

corresponden a la progresién de los nimeros impares.

La explicacion dada por Galileo Galilei inicia con el establecimiento de relaciones entre
dos cantidades que varian, una dependiendo de la otra, asi como el tiempo
transcurrido y el espacio alcanzado; la representacién grafica y las unidades de
medicion, que le demandaba un conjunto denso para darle sentido a todas las
representaciones, por la naturaleza en si del movimiento como continuo, sin embargo
ésto no impedia su representacién grafica y uno de sus ejercicios consistia en hallar
“(...) el espacio en el instante t”’, es decir que se debia cumplir que para cualquier
tiempo le correspondia un espacio determinado, por lo que implicitamente existe en su

formulacion y teoria la existencia de una relacidn biunivoca y especialmente 926
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situaciones cuadrdticas, como muestra el siguiente teorema: “Si un movil con
movimiento uniformemente acelerado desciende desde el reposo, los espacios
recorridos por él en tiempos cualesquiera, estdn entre si como la razén al cuadrado de
los mismos tiempos, es decir como los cuadrados de esos tiempos”. Galilei (1638/2003,
p.236) de todo lo anterior se puede inferir que en Galileo el concepto de “cuadrado”
era aceptado como un numero (aritmética) pero también era representado en forma
geométrica, sin embargo no se restringe a este aspecto si no que también el
“cuadrado” era concebido como una segunda potencia lo cual habia sido explicito
desde Euclides. Adicionalmente el cuadrado era generado por la media proporcional
entre dos razones por ende su inversa era su raiz, por lo que raiz corresponde a la

operacion de hallar una media proporcional.

Newton: Retoma los trabajos de Galileo para formalizar la teoria de la gravitacion.
Introduce conceptos del calculo gracias a los desarrollos matematicos con los que se
contaba para la época; por ejemplo, la notacion algebraica y la geometria analitica. En
su obra “Principia”, relaciona los fendmenos naturales en los que se observa la riqueza

de la expresion “cuadrado” vinculada a ciertos rasgos funcionales de manera implicita.

En la siguiente cita de Newton (1687/1982) se muestra una estrecha relacién con lo
planteado por Galileo y en la forma en que trata los incrementos.

“Si un cuerpo es resistido en parte en razon de su velocidad y en parte como el cuadrado de esta
misma razon, y se mueve en un medio andlogo unicamente por su fuerza innata, y los tiempos son
tomados en progresion aritmética, entonces las cantidades inversamente proporcionales a las

velocidades, incrementadas en una cierta cantidad dada, estardn en progresion geométrica.” (p. 225)

Sin lugar a dudas, el movimiento es tan antiguo como la existencia misma, aunque con
Aristoteles y posteriormente con Oresme se observa un primer trabajo del movimiento.
Hubo de esperar hasta el siglo XVII para un conocimiento fisico — matematico mas

sélido del comportamiento de éste. Una reflexién importante es el continuo vinculo
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que ha existido entre las matematicas y la fisica en la cual se puede visualizar procesos
de modelizacidn asociados a la explicacién de fenédmenos de la naturaleza. Newton, en
el prefacio de su Principia, le da un reconocimiento al proceso de modelizacién y lo

asemeja a la mecanica en tanto:

“(...) el mecanico y la geometria en si, el primero como el artifice que y conocedor de las leyes que le
rige a la mecdnica en lo geométrico y el hecho de ‘funcionar’ la mecdnica no la hace por si sola la

geometria, si no en el conocimiento que tenga el artifice de ella.” (p.4)

4. Las funciones. Algunos acercamientos a la construccion del concepto se inician con
Descartes y Fermat mediante la creacion de la geometria analitica al estar mas
interesados en la resolucién geométrica de las ecuaciones algebraicas con dos
variables. Como sefiala Del Rio (1996, p.38) “[Descartes] encontré métodos para
construir geométricamente los valores de una variable fijados los de la otra” por lo que
ya tiene dos caracteristicas de la nocion de funcidn, la primera el considerar dos
cantidades variables y la segunda una cierta relacion de dependencia. Dirichelt dio la
definicién de funcidn que es la mds empleada ahora: “y es una funcion de X cuando el
valor de X en un intervalo dado le corresponde un numero y” Kline (1992, p.1252). Asi

como dice Cauchy (1821) citado por Kline (1992):

“Cuando se relacionan cantidades variables entre ellas de modo que, estando dado el valor de una de
estas, se puedan determinar los valores de todas las otras, ordinariamente se considera a estas
cantidades diversas expresadas por medio de la que esta entre ellas, la cual entonces toma el nombre
de variable independiente y las otras cantidades expresadas por medio de la variable independiente

son aquellas que uno llama funciones de esa variable.” (p.1254)

La relacidn de dependencia entre estas variables facilita la relacién en el plano cartesiano
por medio de la expresién analitica (ecuacién), y segun Euler toda funcién es una

expresion analitica.
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Consideraciones finales

En la revision de la literatura se evidencian algunos obstaculos presentes en la
construccion de la nocidon de funcidn cuadratica, tales como: la no aceptacion de los
numeros negativos, la concepcion cuadratica como area, limitar su construccion con regla
y compas debido a que ésto ubica al concepto de “cuadrado” como polisémico creando
confusién. Es posible superar algunas de estos obstaculos el momento en que se pueda
establecer un puente entre la concepcién aritmética, geométrica y algebraica,
permitiendo la reflexién del concepto como tal y cémo éste se convierte en herramienta
para modelar el entorno o situaciones aritméticas, de areas, de variaciéon, en especial del

movimiento.

Las reflexiones histéricas presentadas en este documento sugieren la necesidad de que los
conocimientos matematicos que se produzcan en el aula lleven al estudiante a Ia
exploracién, manipulacién, de lo que estd en su entorno. En este caso, las situaciones de
movimiento ofrecen una la riqueza conceptual para la comprensiéon de la funcién
cuadratica. Un trabajo didactico en este sentido, sugiere una visidon de las aulas escolares
como espacios analogos a los laboratorios, en los cuales se valide el conocimiento y se
promueva un ambiente que potencie la creacion de alternativas de solucién, analogos a

los empleados por Galileo en sus experimentos de movimiento.
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