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Resumen

En los libros de texto de geometria elemental, se encuentran estudios intuitivos
de las isometrias y algunas de sus propiedades, sin embargo, existen propiedades
dificilmente demostrables o verificables de acuerdo con los métodos que alli se pro-
ponen. El siguiente escrito, pretende mostrar una manera de estudiar las isometrias,
también conocidas como transformaciones rigidas, definiéndolas a partir de parale-
logramos de manera que se puedan demostrar todas sus propiedades, y con ello,
apoyar el estudio en conocimientos previos de geometria. Es de aclarar que en el
tratamiento dado, se presenta una combinacion de conocimientos en algebra y geo-
metria.

1. Transformaciones rigidas

A continuacion se presentan algunas definiciones necesarias para iniciar el estudio de las
transformaciones rigidas.

Definicién 1. Si V y W son dos espacios vectoriales sobre un campo (escalares), una
funcion F de V- en W se llama transformacion lineal de V-en W(F : V. — W) si tiene
las siguientes propiedades:

» F(X+Y)=F(X)+ F(Y)
n F(cX) = cF(X) para todo ¢ un escalar

Definicién 2. Una transformacion rigida T es una transformacion lineal de R™ en R"™
(T : R" — R™) tal que para cualquier par de puntos X1, Xo € R™, se cumple que:

d(X1,X2) =d(T(X1),T(X2))

Es decir, cuando se habla de transformaciones rigidas, se hace referencia a funciones que
aplicadas a dos puntos, conservan la distancia entre ellos.

El actual trabajo se limitara al estudio de las transformaciones rigidas en el plano eucli-
diano II, con lo que definimos el conjunto

R ={T|T:II— II}, siendo T una transformacién rigida.
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2. Paralelogramos

Antes de dar una definicién de una clase de transformacién rigida, es necesario definir y
probar algunas propiedades de los paralelogramos.

Definicién 3. Un paralelogramo ABCD es:

1. St A,B,C,D son puntos no colineales, esto es el cuadrilaitero ABCD donde
AB || CD y BC || AD.

2. 8i A,B,C,D son colineales, esto es la union ABUBCUCDUDA donde AB = CD
y DA = BC (en este caso. el naraleloaramo es deaenerado)

D c

Figura 1: Paralelogramos

Si se reordenan ciclicamente los vértices, se puede concluir que cualquiera de las siguientes
expresiones son equivalentes y hacen referencia al mismo paralelogramo:

OABCD « OBCDA «— OCDAB «— ODABC
OODABC «— OODCBA «— LUICBAD «— UUBADC «— UOADCB
Con esta definicion, se puede deducir la siguiente propiedad de los paralelogramos:

Teorema 1. Si existe el paralelogramo LJABCD con A,B,C,D no colineales, entonces
AB=CD y AD = BC.

La existencia de determinados paralelogramos cumplen propiedades como:

Teorema 2 (Transitividad de paralelogramos). Si existen los paralelogramos JABC D
y OCDEF, existe el paralelogramo JABFE.

Demostracion. i) Si A,B,C,D,E F son puntos colineales tenemos que

AB~CD,AD~BC,CD~EFyCF ~DE

respectivamente.

Como AB=CD y CD = EF, entonces AB = EF.
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ii)

De AD = BC'y CF = DF, existe T1 € R, tal que
T\(AD) = BC y T\(DE)=CF
de donde obtenemos que
d(A,D)=d(T(A), T(D))=d(B,C) y d(D,FE)=d(T(D), T(E))=d(C,F)

Por consiguiente,
d(A,E) =d(T(A),T(E)) =d(B, F)

luego
T(AE) = BF

por lo tanto
AE ~ BF

Recordemos que AB = FF y AE = BF, luego existe el paralelogramo LJABF'E.

Si A, B, C, D son puntos colineales y C, D, E, F' son puntos no colineales, tenemos
que
AB = CD, AD = BC, CD || EF y CF || DE respectivamente.(Figura 2) De la

Figura 2: Transitividad entre paralelogramos (1)

colinealidad de A, B, C, D tenemos que AB = CD, ademéas CD = EF, luego
AB || EF.

Ahora, debemos probar que AE || BF, para ello probaremos que los tridngulos ADE
y BCF existen y son congruentes, de esta forma concluiremos que ZDAFE = /CBF
con lo que nos quedara probado.

Los triangulos ADFE y BC'F existen ya que los puntos A, D, E son no colineales al
igual que los puntos B, C, F.

Por el teorema anterior

ED||CF

ademas la recta C'D intercepta las rectas paralelas DE y C'F, luego

/ADE = /BCF
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adicionalmente

AD | BC

y por el criterio LAL
ANADE = ABCF

Por consiguiente

/DAFE = /CBF

con lo que -
AFE || BF

Como AB || EF y AE || BF, tenemos que existe el paralelogramo ABFE.

iii) Si A, B, C, D, E, F son puntos no colineales tenemos que

CD | AB, BC | DA, CD | EF y CF | DE

respectivamente. (Figura 3) Como AB || CD y CD || EF, entonces

Figura 3: Transitividad entre paralelogramos (2)

AB | EF.

Debemos mostrar que AE || BF, para lo cual, demostraremos que
LAED = /BFC probando que AADE = ABCF.

Por el teorema anterior
AD =~ BC
DE ~CF

Si consideramos la recta transversal C'D y analizamos los angulos ZADE y Z/BCF,
nos daremos cuenta que son congruentes, ya que

/DCF = /QDE
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con Q € CDy ZADQ = ZBCD. Por el criterio LAL, AADE = ABCF, con lo
que ZAED = /BFC'y por ende, AE || BF

De lo anterior, existe el paralelogramo ABFE.

Por i), ii) y iii) se demuestra el teorema. O

Criterio 1 (Principio del cuarto vértice principal). Si ezisten los paralelogramos
ABCD y ABCF, entonces D = F'.

Demostracion. De la existencia del paralelogramo ABC D,

AB | CD y BC | AD

y de la existencia del JABCF,

AB | CF y BC | AF

de donde

CD| CF y AF | AD

Si todos los puntos no son colineales, puede ocurrir que D = F' 6 que D y F estén en
distintos semiplanos de la recta AC'. Si ocurre el segundo caso, F'y B estan en el mismo

semiplano de ;1_6)' y no existiria el paralelogramo ABCF'. Luego, D = F.

Si los paralelogramos son degenerados, como A # C, para que CF = CDy
AF = AD debe ocurrir que D = F'. 0J

Existe una definicion alternativa de paralelogramo que sin alterar la definicién y propiedades
anteriores, utiliza nuevos elementos para caracterizar el paralelogramo.

Definicién 4 (Definicién alternativa de paralelogramo). El cuadrildtero ABC'D
serd llamado un paralelogramo ABCD si y solo si AC' y BD tiene el mismo punto medio.

Teorema 3 (Propiedad transitiva alternativa de paralelogramo). Sea JABCD vy
OBEDF, existe JAECF .

Demostracion. Debemos probar que AC' y EF tienen el mismo punto medio.

Como existen DABQD y UBEDF, de la definicién de paralelogramo, existe X tal que
es punto medio de AC' y BD, y existe X’ tal que es punto medio de BD y E'F.

El punto medio de un segmento es tnico y tenemos que X y X "'son puntos medios de BD,
por consiguiente, X = X’ y X es punto medio de AC' y E'F, luego existe JAECF. O

3. Clases de transformaciones rigidas

Tomando como base las caracteristicas de un paralelogramo, se pueden definir las trans-
formaciones rigidas y demostrar algunas de sus propiedades.
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3.1. Traslaciones

Definicién 5 (Traslacién). Supongamos que P y Q) son puntos fijos (no necesariamente
distintos) en 11, entonces se define

QP Il —1I
X = QP(X)

donde existe JQPXQP(X).

Si se nombra X’ a la traslacion de X en la direccién de P a @, a través de la distancia
entre P y (), entonces, la definicién se puede reescribir asi:

Para cualquier punto X en IT, QP(X) = X' si y sélo si OQPX X",

A lo largo del texto se presentaran algunas demostraciones, como una manera de mostrar
el tratamiento que se les da a las transformaciones cuando logran ser definidas a partir
de paralelogramos.

Teorema 4. Si P = @, entonces PP = I.

Demostracion. Por definicion se tiene quei—P(X) = X' si y sélo si existe OPPX X', de
donde PP = XX’ luego X' = X. Como PP(X) = X’ = X para todo X € II, entonces
PP = I. O

Aunque se concibieron las traslaciones como una clase de transformaciones rigidas, es
necesario probar que cumplen la condicién para pertenecer a este conjunto.

Teorema 5. Para cualquier par de puntos QQ, P € 11, Q'P € R.

Demostracion. Sean X, Y dos puntos arbitrarios de I, entonces por definicién de QP, se
tiene que existen los paralelogramos QPXQP(X) y OQPY QP(Y) respectivamente.

Por reordenamiento ciclico de JQPXQP(X) se obtiene OXQP(X)PQ y, por transitivi-

dad con OQPYQP(Y) existe OXQP(X)QP(Y)Y, luego,

XY ~QP(X)QP(Y)

y por consiguiente d(X,Y) = d(QP(X),QP(Y)).
Asi, QP preserva distancias, luego es una transformacioén rigida. O

Teorema 6. Si P # Q entonces QP(P) = Q.
Demostracion. Por definicién de QP existe QP PQP(P), entonces
d(P,P) = d(Q,QP(P))

634



ISOMETRIAS Y PARALELOGRAMOS

Como d(P, P) = 0 se tiene que o
d(Q,QP(P)) =0

y por ende, o
Q= QP(P)

Teorema 7. Si P # Q, entonces QP no tiene puntos fijos

Demostracion. Suponga que X es un punto fijo, entonces QP(X) = X. Por definicién de
QP existe DQPX X, de donde QP = XX y d(P,Q) = d(X, X), asi P = Q. Lo cual es
una contradiccion a la hipotesis. O

En este momento, surge la inquietud acerca de cuando dos traslaciones son iguales,
qué caracteristicas cumplen y cémo se puede garantizar de manera eficaz tal igualdad.
Los siguientes dos teoremas, aclararan tales preguntas.

Teorema 8. QP = SR si y solo si tienen el mismo efecto sobre un punto.

Demostracion. i) Suponga que para algin punto A € II,

QP(4) = SR(4)

Se mostrara que

para cada X € II.

Sea X un punto arbitrario en II, entonces por definicién de QP y de SR, existen
OQPXQP(X) y OSRXSR(X) que por reordenamiento ciclico es el paralelogramo
ORSSR(X)X.

Por hipétesis, QP(A) = SR(A) = A’, entonces existen JQPAA’ y OSRAA’; si se
reordena este ltimo, se obtiene (JAA'SR y por transitividad con OQPAA’, existe
OQPRS; nuevamente, por transitividad con ORSSR(X)X, existe JQPXSR(X),
y por el principio del cuarto vértice principal entre este tiltimo y JQPXQP(X), se
obtiene que QP(X) = SR(X).

Puesto que X es un punto arbitrario en II, QP = SR.

ii) Suponga que wiﬁ, entonces por definicién de igualdad entre dos transforma-
ciones QP(A) = SR(A) para A € IL.

Por i) y ii) queda demostrado que QP = SR si y sdlo si QP(A) = SR(A) para algin

Aell O

Otro criterio para probar la igualdad de dos traslaciones y , es probar que existe el PQSR,
asi mismo, si las traslaciones son iguales, existe el paralelogramo.

Teorema 9. QP = SR si y solo si existe OPQSR.
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Demostracion.

i) Si existe UPQSR, por reordenamiento ciclico existe LISRPQ), y por definicién de
SR, SR(P) = Q; ademés por el teorema 6, tenemos que QP(P) = Q y del teorema
anterior, concluimos que QP = SR.

ii) Si @_: SR, entonces QP(P) :_ﬁ(P) Sabemos que QP(P) = Q, luego
Q = SR(P) y por definiciéon de SR, existe el paralelogramo SRPQ que por
reordenamiento ciclico es equivalente a JPQSR.

Por i) y ii) concluimos que QP = SR si y solo si existe JPQSR. O

De forma similar pueden demostrarse propiedades como w_l = QP y la composicién de
dos traslaciones RQ) y QP es la traslacion RP.

Para estudiar la siguiente clase de transformacion rigida se requiere tomar la definiciéon
alternativa de paralelogramo, que no altera la definicién y propiedades anteriores, sino
que utiliza nuevos elementos que también caracterizan el paralelogramo.

Reflexiones centrales

Definicién 6 (Reflexiéon Central). Suponga que P es un punto fijo en I1. La reflexion
central [P] sobre P (llamado el centro de la reflexion central) se define:

[P]:Il —II
X — [P](X)

Donde para cualquier punto X, existe el paralelogramo OPX P[P](X).

Si se nombra X’ a la imagen de X por [P], se puede escribir la definicién as:
[P](X) = X' siy sélo si existe OPX P[P](X), siendo P el punto medio de X X".

Teniendo en cuenta esta definicion, se pueden demostrar algunas propiedades de las re-
flexiones centrales, tales como la contenencia en el conjunto de transformaciones rigidas,

((PleR)y

Teorema 10. [P] no tiene puntos fijos distintos a P.

Demostracion. Suponga que existe algin punto X en II que es punto fijo de [P], entonces
[P](X) = X, se probard que X = P.

Por definicién de [P] existe OPXP[P](X), y por hipétesis [P](X) = X, luego existe
OPXPX, de esta manera el punto medio de PP es el mismo punto medio de XX, con
lo que se demuestra que P = X. O
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Al igual que en las traslaciones, las reflexiones centrales son iguales si asignan la misma
imagen a un punto arbitrario de II, este no es el inico criterio que determina la igualdad
entre dos reflexiones centrales, existe otro que a partir de la igualdad entre los centros de
las reflexiones deduce lo mismo: [P] = [@)] si y sélo si P = Q.

Por otro lado, la transformacién inversa de una reflexién central es ella misma

Teorema 11. [P]™! = [P].

Demostracion. Sea X un punto arbitrario en II, se mostrara que
[P]7H(X) = [P](X)

Por definicién de [P], existe JPX P[P](X); como [P]~! € R, si se aplica al paralelogramo
anterior, se convierte en

D[P (P) [P (X) [P (P[P H([P)(X))

Si se tiene en cuenta que [P]7'(P) = P, entonces el tltimo paralelogramo se puede
denotar como OP[P]"Y(X)PX o también como OPXP[P]~'(X), por el principio del
cuarto vértice principal con JPX P[P](X) se obtiene que

[PIX)=[P]7(Xx) O

A diferencia de las traslaciones, las reflexiones con la operacién de composicién no son una
estructura cerrada; en los siguientes teoremas se mostrara cudl es el resultado de componer
dos reflexiones centrales, asi mismo, se dejara ver la relacién entre las reflexiones y las
traslaciones.

Teorema 12. [Q] o [P] = RP, donde R = [Q](P)

Demostracion. Sea X un punto arbitrario en II, se quiere probar que
([Q1o [P)(X) = RP(X)

Sea [P](X) = X', [Q](X') = X", por hipdtesis se tiene que [Q](P) = R, entonces exis-
ten OPXPX', OQX'QX" y OQPQR respectivamente, el tltimo paralelogramo puede
denotarse por CJRQ PQ) v, por transitividad con JQX'QX", existe OJRX'PX" que puede
escribirse como OPX'RX".

Nuevamente, por transitividad con OPXPX’, existe JPXX"R que es equivalente a
ORPXX".

Debido a la existencia de RP, existeERPXR—P(X ) y por el principio del cuarto vértice
principal con ORPX X" se obtiene RP(X) = X", sustituyendo X", se obtiene

RP = ([Q] o [P])(X)

Luego o
SR(X) = ([Q] o [P])(X)

para cualquier X € II; con lo que se demuestra que

Qlo[P|=RP O
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A partir de este teorema, se demuestra que: para cualquier traslacion Ty algin punto
fijo P, existe un unico punto @, tal que 7' = [@Q] o [P]; as{ mismo, para alguna traslacién
T y algin punto fijo @, existe un tinico punto P, tal que T' = [@Q] o [P] y, para cualquier
traslacién T' y alguna reflexion central U, U o Ty T o U son reflexiones centrales.

3.2. Rotaciones

Para definir esta clase de transformaciones rigidas, se requiere que el paralelogramo tenga
caracteristicas especiales, especificamente, debe tener todos sus lados congruentes, es decir,
debe ser un rombo.

Definicién 7. Sea P un punto fijo y un dngulo « tal que o € [—180°,180°]. Se define la
rotacion [P(a)] sobre el punto P (centro de la rotacion) a través de o (dngulo dirigido)
como:

[P(a)] Il — 11
X = [P(o)](X)

Donde existe el rombo OAX P[P(a)](X) y ZXP[P(a)](X) = a.
Teorema 13. Si X = P, [P(a)](X) = X.

Demostracion. Supongamos que [P(a)](X) = X', por definicién existe el rombo JAX PX"
como X = P, este rombo se puede reescribir como [JAX X X', por lo que

XX =AX' = XX’

por tanto
d(X,X’) =d(X,X)=0

por ende, X = X'y [P(a)|(X) = X. O
Teorema 14. [P(a)] € R.

Demostracion. Sean X y Y dos puntos arbitrarios en II, debemos mostrar que
d(X,Y) = d([P(a)[(X), [P(a)](Y))

Para probar que la distancia de X a Y es igual a la distancia de [P(a)](X) a [P(a)](Y),
debemos probar que APXY = AP[P(a)|(X)[P()](Y).
De la definicién de [P(a)](X) v [P(a)](Y), existen los rombos OAXP[P(«a)](X)
y OBY P[P(«)](Y), por lo que
d(P, X) = d(P, [P(a)](X)) y d(P,Y) = d(P, [P(a)](Y))
Nos falta probar que
LYPX = Z[P(a)](Y)P[P(a)](X)

para completar los argumentos que exige el criterio LAL y demostrar la congruencia que
necesitamos. Para ello, se presentan dos casos(Figura 4):
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Figura 4: [P(«)] € R.

i) Si 8= /YPX y0<f<a (Primera ilustracién de figura 4), entonces
[P(a)](Y)PY = Z[P(a)](Y)PX + aXPY = a
XPP()|(X) = ZXP[P(a)|(Y) + [P(a)|(X)P[P(@)](Y) =
Por tanto
[P(a)](Y)PX + ZXPY = ZXP[P(a)](Y) + Z[P())(X)P[P(a)](Y)

Con lo que
’ LXPY = Z[P(a)(X)P[P()](Y)

que era lo que queriamos demostrar.

ii) Si f=24YPX y0 < a < f (Segunda ilustracién de la figura 4), la demostracién es
analoga a la anterior.

Asi
APXY = AP[P(a)](X)[P(a)](Y)

por el criterio LAL, con lo que tenemos que
d([P(a)](X), [P(a)](Y)) = d(X,Y) DO
Teorema 15. [P(0°)] = Iy.

Demostracion. Queremos mostrar que para un punto arbitrario X € II,
[P(0°)](X) = X.
Sea X un punto arbitrario en II, por definicién de [P(0°)],

ZXP[P(0")](X) =0°
ademas ZXPX = 0° luego
LZXP[P(0))](X) =4XPX
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Por otro lado, existe el rombo JAX P[P(0°)](X) y por tanto,
d(P, [P(0°)](X)) = d(P, X)

Por el criterio LAL,
AXPX = AXP[P(0°)](X)

y por definicion de transformacion, existe T tal que

T([P(0o)(X)X]) = XX
asi que
d([P(0°)](X), X) = d(X, X) =0
y por ende [P(0°)](X) = X para cualquier X € II. O
Existen ciertas caracteristicas que nos facilitan determinar en ciertos casos cual puede ser

el resultado de aplicar una rotacién a determinados puntos, los dos teoremas siguientes
nos mostraran tales casos.

Teorema 16. [P(3)] o [P(«a)] = [P(8 + «)]

Demostracion. Sea X un punto arbitrario de IT y X tal que [P(«)(X) = X, entonces exis-
te el rombo OAXPX' tal que ZXPX' = «. Escojamos al punto X" tal que
[P(a)](X") = X", existe el rombo OBX'PX" tal que ZX'PX" = (3. De lo anterior

Figura 5: Composicién de rotaciones

obtenemos que:
d(P,X)=d(P,X")=d(P,X")

a+pf=/XPX +/X'PX"=/XPX"
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. — > —>
Po(r_el) postulado de las paralelas, existen las rectas XC'y X" C paralelas a las rectas PX"
y PX respectivamente, luego, existe JPXCX" tal que PX = PX" y por transitividad
entre los segmentos congruentes, existe el rombo (JX PX”C'. Por la definicién de rotacién,

[P(B)]e [P(e)] = [P(B +a)] O

3.3. Reflexiones axiales

Esta clase de transformaciones, no son explicitamente definidas a partir de paralelogramos
sino, a partir de reflexiones centrales, lo cual comporta la existencia de un paralelogramo

Definicién 8 (Reflexién axial). Sea | una recta fija en 11, la reflexion azial [I] sobre la
recta l (eje de la reflexion axial) se define:

(1] :II — 11
X — [I](X)

Donde [I](X) es la reflexion central [P|(X) siendo P la interseccion entre | y la recta
perpendicular a | por X.

La reflexion axial asi definida, implica la existencia del paralelogramo CJPX P[P](X).

Teorema 17. [I] € R.

Demostracion. Sean X,Y € [y Py @ los puntos de interseccién entre [ y la perpendicular
a [ por X, y la interseccion de [ con la perpendicular a [ por Y, respectivamente.

De la definicién de reflexion axial, existen los paralelogramos P X PX' y QY QY donde
[P](X) = X"y [Q](Y) =Y lo que implica que d(P, X") = d(P,X) y d(Q,Y') =d(Q,Y)
y por la manera en que se determinan los puntos P y @), las rectas XX’ y YY’ son
perpendiculares a [ y por ende, paralelas. Demostraremos que AY XP =2 AY'X'P.

Dado que YQ 2 Y'Q y los angulos ZY QP yv ZY'QP son rectos,

AYPQ = AY'PQ
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por lo tanto YP 2 Y'P y /Y PQ = /Y'PQ.
Por otro lado, L
XP=X'P

y los angulos /Y PX y ZX'P( son rectos; como
ZYPQ = /Y'PQ

entonces /Y PX = /Y'PX. En consecuencia,
AYPX 2 AY'PX’

y por ende, XY = X'Y",
Con lo que demostramos que d(X,Y) = d(X’,Y’). O

Teorema 18. [[|(X) = X siy solo st X € L.

Demostracion. i) Si X €[, es el mismo punto de interseccién entre [ y su perpendicular
X, por lo tanto,

por lo tanto [[](X) = X.

ii) Si para algin X € II se cumple [/](X) = X entonces existe un punto P tal que es el
punto de interseccién entre [ y su perpendicular por X, luego [P](X) = X. Como
[P] tiene como tunico punto fijo a P, entonces X = P, por ende, X € [. O

Teorema 19. [l] = [m] si y sdlo sil =m.

Demostracion. i) Sil = m, para cada punto X del plano II, [[|(X) = [m](X), por lo
que [I] = [m].

ii) Si [l] = [m], entonces, para todo X € II, existen los paralelogramos PXPX’ y
QXQX', donde P es el punto de interseccion entre [ y la perpendicular a [ por X,
y @ es la interseccion de m con la perpendicular de m por X. Esto quiere decir que
para X, las reflexiones centrales

[P](X) = X" = [QI(X)

y por tanto, P = Q. Con lo anterior, las rectas m y n son iguales.
Por i) y ii) se demuestra que [I] = [m] si y solo si [ = m. O

Teorema 20. Sil y m son rectas paralelas, entonces [m]o [l] = ﬁ, donde la direccion

de P a R es la direccion de | a m sobre la perpendicular y a través de una distancia igual
a2d(l,m).

!Teorema: [P] = [Q] si y sélosi P =Q
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Figura 6: Composicién de reflexiones axiales con ejes paralelos

Demostracion. Sean los puntos A y B tales que son los puntos de interseccién entre [ y
la perpendicular de [ por X, y la interseccién de m con la perpendicular de m por X',
respectivamente. Por el paralelismo entre [ y m, también B es la interseccion entre m y
la perpendicular a m por X.

Para cada X de II, se tiene que los centros de las reflexiones centrales [B] y [A] dependen
de X; la composicién ([B] o [A])(X) es el punto C'A(X), donde C' = [B](A).

Por la manera en que se determinan los centros de las reflexiones [B] y [A], y la forma en
que se tomaron R y P, tenemos que

Por otro lado, ZXPA = /[A|(X)PAy Z[A|(X)PA = Z([B] o [A])(X)RR;. Por consi-
guiente,
LXPA= /([B]o[A])(X)RR;

de donde

([mlo INX)R || XP

luego existe OXPR([B] o [A])(X) que por reordenamiento ciclico es
OPR([B]o [A])(X)X

La translacién determinada por los puntos X y ([B] o [A])(X), donde By A dependen de
X, tiene el mismo efecto que la translacién ]5]_%), y ese conjunto de translaciones determinan
la composicién [m] o [l], por lo tanto [m] o [[] = PR.
Ahora,

d(X, X") =d(X, X") +d(X', X")
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y por las propiedades de los paralelogramos que definen las reflexiones centrales,

d(X, X") +d(X', X") =2d(A, X") + 2d(X’, B)
—2(d(A, X') + d(X', B))

Como A, X' y B son colineales,
d(X,X") =2d(A, B)
Como A y B estan sobre una perpendicular a las rectas [ y m, respectivamente,
d(X,X")=2d(l,m) O

Teorema 21. Sea BA y una recta | L ;l—B), eziste una recta m tal que l || m y

Figura 7: Translaciones como composicion de reflexiones axiales(1)

Demostracion. Sea C' el punto de interseccion entre las rectas | y AB. Existe un punto
— N
D e AB, tal que AB= DC y UABDC.

Si llamamos E al punto medio de CD vy, sea m la recta perpendicular a AB por E. en-
tonces, por el teorema anterior, DC' = [m]o|[l], luego, AB = [m]o[l] quedando demostrado

el teorema. 0
Teorema 22. Sil L m, entonces [m] o [l| = [P], donde P es el punto de interseccion
entre m y [.

Demostracion. Sean los puntos A y B de interseccion entre [ y la perpendicular de [ por
X, v la interseccion de m con la perpendicular de m por X', respectivamente.

Para cada punto X del plano ([m]o [{])(X) = ([B] o [A])(X); la composicién entre las dos
reflexiones centrales es igual a la translacién determinada por los puntos B’ y A, donde

B es el punto medio de B’A.
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Figura 8: Reflexiones centrales como composiciéon de reflexiones axiales

Vamos a demostrar que AXAP = AB'X"B.
Por la definicién de [B](X'),

BX"= X'B, BA=B'B
pues B es punto medio de B’Ay, /ZX'BA = /X"BB’, por criterio LAL
AX'AB= ANX"B'B
de donde ZABX' = /B'X"B, lo cual implica que
X'X || X"P

BN — -
Por otro lado, X'X || m, I L m y X'X" [ [, luego X'X L X'X", ademds XA = X'A
y PA= X'B por tanto AXAP = AAX'B. Por transitividad, AXAP = AB'X"B. Por
ende, los segmentos X A y B’X’ son congruentes y paralelos, con lo que se puede deducir
que existe el DX AB' X". Luego,

AB' = XX, como B es punto medio de B’A y PB es paralela a uno de los lados del
paralelogramo, entonces P es punto medio de X" X.

Finalmente, hemos fijado un punto P que no depende de X, tal que

[P](X) = X" = ([B] o [A)(X) = ([m] e [[)(X) O
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