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Resumen

Las investigaciones sobre resolucion de problemas matemaéticos y talento matematico
en los ultimos anos ha sido una constante en el pensamiento y los trabajos de
psicélogos, pedagogos y mateméticos. El presente ensayo recoge la experiencia (2003
- 2004) que ha tenido el parte equipo del drea de matemética del Instituto Alberto
Merani sobre el respecto, en donde la pregunta sobre los tipos de conocimiento
necesarios para la resolucién de problemas matematicos se entrevero con la pregunta
del talento matematico dando como producto una serie de indicadores que podrian
dar pistas en la deteccién de posibles talentos matematicos.

Introduccion

El estudio sobre los procesos de pensamiento para la resolucién de problemas a partir de
los ultimos 50 anos ha tomado gran importancia sobre todo con la inclusion del enfoque
del procesamiento de la informacién.

La indagacién realizada en esta drea devela dos aspectos importantes: El primero, el pro-
greso en la formulacién de una nueva conceptualizacién de las relaciones entre la resolucién
de problemas y el conocimiento y, en segundo lugar, que se ha favorecido el desarrollo de
una comprension diferenciada de los procesos cognoscitivos involucrados en esta actividad,
de naturaleza tan multicausada.

Teniendo en cuenta lo anterior, el presente ensayo presentara de manera sucinta un marco
tedrico que mostrara una serie de conceptos basicos que ayudaran a dar una cohesién a
la investigacién!, por nosotros realizada, sobre la correlacién que existe entre los tipos
de conocimientos necesarios para resolver problemas matematicos y la solucion de los
mismos.

Por 1ltimo, nos permitimos dar a conocer una serie de indicadores que evidencian, segin
la investigacién realizada, una serie de indicadores que dan pistas sobre el comportamiento
de los talentos matematicos en la resolucién de problemas matematicos.

'La investigacién diddctica se realizo en el afio 2004, como trabajo para el seminario de docentes de
Instituto Alberto Merani.
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Marco tedrico

No es nuestra intenciéon declarar como acabada la siguiente conceptualizacién, pero si
recoge una investigacion bibliografica sobre el respecto.

Problema

En general nosotros entenderemos problema como una situacién problémica, que tiene
unas ciertas condiciones iniciales que requieren ser modificadas. Entendiendo que se dice
que hay una situacién problema cuando se dispone de algunos elementos o condiciones
conocidos y otros elementos o condiciones o elementos desconocidos, y la situacion depende
de descubrir cémo tratar los factores desconocidos de la situacién.

En palabras de Raaheim?, una situacién problémica es un miembro desviante de una serie
de situaciones anteriores del mismo género. Lo que introduce la posibilidad de recurrir a
informacion o conocimientos previos para resolver la situacién, pero estos no son suficientes
para dar una respuesta inmediata.

Ejemplos de situaciones problémicas pueden ser: La duda, la incertidumbre, el dilema y
el problema. En el caso del problema podemos encontrarnos con que el problema es una
situacion en la que aparece una pregunta de manera implicita o explicita que requiere ser
resuelta. Esta soluciéon a su vez requiere de la integracion de una o mas variables, a través
de un cierto conjunto de relaciones propias del contexto en el que se da el problema.

Sin embargo el curso de accion para poner en accién las relaciones y las variables y lograr la
modificacién de las condiciones iniciales no es completamente claro, aunque posible, para
la persona que lo enfrenta; lo que nos lleva considerar que el problema no es una realidad
de orden fisico si no psicoldgico, en la que se ponen en juego ciertas habilidades propias
del solucionador, de tal suerte que una situacién puede constituirse como un problema
pero para otro sencillamente es un ejercicio. Esto es lo que Pozo llama “diferencia entre
expertos y novatos”.

Por otro lado, la busqueda de la modificacién de las condiciones iniciales, esta dada en
general en tres fases que segun Koestler (citado por Mauro Diaz) son propias de todo
proceso innovador:

= Fase Logica
Formulaciéon, Recopilacién de datos, Buisqueda de soluciones.

» Fase intuitiva
Medida, maduracion y aclaracion, iluminacion.

= Fase critica
Examen del descubrimiento, Verificacion.

El problema a su vez esta compuesto por una serie de componentes que se han organizado
en 4 categorias cada una con sus especificidades:

2Citado por Sternberg (1987)
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Las metas establecen lo que se desea lograr en una situacion determinada. En un problema
puede haber una o varias metas, las cuales pueden estar bien o mal definidas. Los datos
consisten en la informacion numérica o verbal disponible con que cuenta el solucionador
para comenzar a analizar la situacion problema. Al igual que las metas, los datos pueden
ser pocos o muchos, pueden estar bien o mal definidos o estar explicitos o implicitos
en el enunciado del problema. Las restricciones son los factores que limitan la via para
llegar a la solucion. De igual manera, pueden estar bien o mal definidos y ser explicitos
o implicitos. Los métodos u operaciones se refieren a los procedimientos utilizados para
resolver el problema.

Los problemas se han clasificado teniendo en cuenta o bien el tipo de razonamiento que
se requiere para ser solucionado, su espacio de definicion o el tipo de tarea que plantean.
Y si bien existe otro grupo bastante amplio de clasificacién no entraremos a profundizar
en este aspecto.

m Segun el tipo de razonamiento que se requiere para su solucion: Esta clasificacién
obedece fundamentalmente al tipo de razonamiento que se ve involucrado en la solu-
cion del problema, de tal manera que los problemas pueden clasificarse en deductivos
o inductivos.

Este tipo de problema se encuentra de manera mas generalizada un la logica formal,
en las matematicas, la fisica tedrica y en aquellas ciencias cuya estructura esté total
o parcialmente formalizada.

» Sequn los espacios de definicion: La diferencia® que caracteriza a estos tipos de
problema estd dada por la explicitacion de sus componentes. Esto quiere decir, que
los espacios de problema pueden ser bien definidos o mal definidos.

m Segun la tarea: La clasificacion de problemas a través del criterio del tipo de tarea
establece esencialmente dos subclases, que se diferencian por el enfoque de los pro-
cesos por los que se llega a la meta, estos pueden ser productivos o reproductivos.

m Segun el contexto:La clasificacion en términos del contexto en el que se formulan los
problemas plantea la division de tres clases, por lo menos, los problemas de las cien-
cias sociales, los problemas de las ciencias naturales y los problemas matematicos.

Esta tultima clasificacion vinculada a los propdsitos del presente trabajo nos lleva a la
precision de otro concepto basico: Problema matemdtico.

Problema matematico

Los problemas matematicos tratan de los entes mateméticos (p.e. numeros, figuras ge-
ométricas, la continuidad, las transformaciones,...), las relaciones que se establecen entre
ellos y las leyes que los rigen. Para la aritmética, por ejemplo, los problemas giran en
torno a los niimeros las relaciones que se establecen entre ellos y las propiedades de éstas;

3Entendiendo diferencia como caracteristica que divide a una clase en subclases.
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para la geometria euclidiana los problemas tratan de las figuras, los cuerpos su composi-
cion y sus relaciones métricas; para la trigonometria tratan del estudio de los triangulos
y las relaciones y funciones que se originan en la relaciones que se establecen entre sus
componentes, etc.

En general se tratan de objetos cuya naturaleza (segun la posicién filoséfica que se tenga:
realista, conceptualista, nominalista, apriorista, empirista, objetivista o existencialista)
puede caracterizarse por su preexistencia frente a las cosas, por lo que puede considerarse
que su realidad es ontoldgica y son intermediarios entre la realidad sensible y la inteligible;
pueden verse también como objetos cuyo origen esta en la realidad y esta los precede en
existencia, por lo tanto son conceptos que no pertenecen a la categoria de constructos
meramente mentales; es posible considerarlos también como nombres que se adoptan en
virtud de las necesidades de modelacién de la realidad, gracias a su carencia de contenido.

Otras visiones sobre los objetos matematicos afirman que son concepciones innatas, que
si bien no tienen origen en la realidad son completamente aplicables a ella; o que son abs-
tracciones de nuestras percepciones sensibles. En el contexto de otras posturas filoséficas
pueden ser observados entes que carecen de existencia pero que subsisten (como objetos
ideales).

Bajo estas condiciones, lo inico que vincula a todas las posturas sobre la naturaleza es el
caracter de constructo que se rige por leyes y relaciones dadas por la matematica, que se
constituye como una ciencia que erige su propio lenguaje, de cual se sirven otras ciencias
para formalizar sus observaciones.

En este sentido surge una clasificacion de los problemas matematicos:

A este respecto se puede decir que dada la naturaleza de los objetos mateméticos (un
poco desde el apriorismo), su aplicabilidad abre dos contextos en los que se generan los
problemas matematicos: las matemdticas aplicadas y las matemdticas puras.

De manera que la aplicacion y el uso del lenguaje matematico para generar modelos en
otras ciencias no sacan al problema del espacio matematico, pues si bien el fenémeno que
dio origen al problema y establecié los elementos para la representaciéon matematica tiene
origen en observaciones de naturaleza no matematica, son el lenguaje matematico y sus
gramatica las que dan el contexto de solucion al problema y este es el de las matematicas.
El otro contexto que se abre es el de las matematicas puras, en las que las observaciones,
los objetos, las relaciones y el lenguaje no se encuentran en un espacio diferente al de las
matematicas.

Otra clasificacién ya no fundada en la naturaleza de los objetos, si no en las metas de
los problemas, es la que abre la posiblilidad de encontrar problemas cuyas soluciones
sean nimeros o observaciones cualitativas (sobre un fendmeno matemético o no). Asi que
dependiendo del tipo de resultado que se espere los problemas pueden ser cuantitativos o
cualitativos.

Resoluciéon de problemas

La definicién mas precisa de resolucién de problemas, es a nuestro entender, es la Andre
(1986), segun él, el proceso de resolucién de problemas puede describirse a partir de los
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elementos considerados a continuacién:

1. Una situacién en la cual se quiere hacer algo, pero se desconocen los pasos precisos
para alcanzar lo que se desea.

2. Un conjunto de elementos que representan el conocimiento relacionado con el pro-
blema.

3. El solucionador de problemas o sujeto que analiza el problema, sus metas y datos y
se forma una representacién del problema en su sistema de memoria.

4. El solucionador de problemas que opera sobre la representacion para reducir la
discrepancia entre los datos y las metas. La solucion de un problema esta constituida
por la secuencia de operaciones que pueden transformar los datos en metas.

5. Al operar sobre los datos y las metas, el solucionador de problemas utiliza o puede
utilizar los siguientes tipos de informacién:

= Informacién almacenada en su memoria de largo plazo en forma de esquemas
o producciones.

m Procedimientos heuristicos.
= Algoritmos.

= Relaciones con otras representaciones.

6. El proceso de operar sobre una representacion inicial con el fin de encontrar una
solucion al problema, se denomina busqueda. Como parte del proceso de busqueda
de la solucion, la representacion puede transformarse en otras representaciones.

7. La busqueda continua hasta que se encuentra una soluciéon o el solucionador de
problemas se da por vencido.

Las estrategias de resolucion de problemas

Las estrategias se refieren a las operaciones mentales utilizadas por los solucionadores para
pensar sobre la representacion de las metas y los datos, con el fin de convertirlos en metas
y obtener una solucién. Las estrategias incluyen los métodos heuristicos, los algoritmos y
los procesos de pensamiento divergente.

A. Los métodos heuristicos

Los métodos heuristicos son estrategias generales de resolucion y reglas de decision uti-
lizadas por los solucionadores de problemas, basadas en la experiencia previa con proble-
mas similares. Estas estrategias indican las vias o posibles enfoques a seguir para alcanzar
una solucién.

Los métodos heuristicos varian en el grado de generalidad. Algunos se pueden aplicar a
una gran variedad de dominios, otros pueden ser mas especificos y se limitan a un area
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particular del conocimiento. La mayoria de los programas de entrenamiento en solucién de
problemas enfatizan procesos heuristicos generales como los planteados por Polya (1965)
o Hayes (1981).

Los métodos heuristicos especificos estan relacionados con el conocimiento de un area en
particular. Este incluye estructuras cognoscitivas mas amplias para reconocer los proble-
mas, algoritmos més complejos y una gran variedad de procesos heuristicos especificos.

Diversos investigadores han estudiado el tipo de conocimiento involucrado en la resolucion
de un problema, encontrandose que los resultados apoyan la nocion de que la eficiencia
en la resolucién de problemas esta relacionada con el conocimiento especifico del area
en cuestion (Mayer, 1992; Sternberg, 1987). En este sentido, estos autores coinciden en
senalar que los tipos de conocimiento necesarios para resolver problemas incluyen:

= Conocimiento declarativo: Principios, férmulas y conceptos.

= Conocimiento lingiiistico: Conocimiento de palabras, frases, oraciones. Decodifi-
cacion, representacion.

= Conocimiento seméntico: Dominio del area relevante al problema.
= Conocimiento esquematico: Conocimiento de los tipos de problema.

= Conocimiento procedimental: Conocimiento acerca de las acciones necesarias para
resolver un tipo de problema en particular conocimiento del o de los algoritmos
necesarios para resolver el problema.

= Conocimiento estratégico: Conocimiento de los tipos de conocimiento y de los pro-
cedimientos heuristicos.

Investigacion sobre los tipos de conocimientos
involucrados en la resolucién de problemas matematicos

La investigacién partia del siguiente supuesto:

Tesis: Existe una mayor correlacion en algunos tipos de conocimiento necesarios para la
resolucién de problemas matematicos y su solucién que en otros.

Para probar lo anterior se creo una prueba que consta de 12 items que evalia cada tipo
de conocimiento con referencia a un problema matemaético determinado. Esta prueba se
aplico a una poblacion de 120 estudiantes de 1.A.M. de diferentes edades y grados de
escolaridad.

La prueba anteriormente nombrada se realizo teniendo en cuenta los siguientes indi-
cadores.

CONOCIMIENTO LINGUISTICO: APLICA EL PROCESO DE CODIEICACION
PARA OBTENER LA REPRESENTACION SIMBOLICA O ECUACIONES DEL
ENUNCIADO DEL PROBLEMA.
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CONOCIMIENTO DECLARATIVO: DA CUENTA DE POR LOS CONCEPTOS
MATEMATICOS QUE PUEDEN HABER SIDO INTRODUCIDOS EXPLICITA-
MENTE EN EL ENUNCIADO DEL PROBLEMA.

CONOCIMIENTO SEMANTICO: INTERPRETA EL CONTEXTO DEL PRO-
BLEMA Y LE DA SENTIDO.

CONOCIMIENTO ESQUEMATICO: CATEGORIZA EL PROBLEMA DENTRO
DE UN DETERMINADO CONJUNTO TIPO DE PROBLEMA.

CONOCIMIENTO PROCEDIMENTAL: CONOCE Y UTILIZA LOS PROCEDI-
MIENTOS (ALGQRITMOS ARITMETICOS Y ALGEBRAICOS) QUE SE USAN
EN LA MATEMATICA PARA RESOLVER PROBLEMAS.

CONOCIMIENTO ESTRATEGICO: UTILIZA LOS TIPOS DE CONOCIMIEN-
TO'Y LOS PROCEDIMIENTOS HEURISTICOS.

Los resultados de la prueba arrojo las siguientes correlaciones:

Corelaciontipo de conocimiento - solucion
corecta

Datos

1. Todos los tipos de conocimiento tienen correlaciones positivas con la solucién co-
rrecta.

2. Kl conocimiento lingiifstico tuvo la més alta correlacién con la solucién correcta del
problema con un coeficiente de 0,86.

3. Segun los resultados de la prueba el conocimiento procedimental fue el que obtuvo
menos correlacion con respuesta correcta.
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Analisis de los datos

Bajo la optica de los resultados de las pruebas podemos corroborar la gran importancia
que tiene el conocimiento lingiiistico en la resolucién de problemas matemaéticos, dicho
conocimiento nos da la capacidad para decodificar el enunciado del problema y luego
codificarlo en diferentes clases de posibles representaciones que nos daran improntas hacia
la solucion del problema, es decir, el hecho de saber decodificar y codificar el enunciado del
problema, el de hacer representaciones adecuadas del mismo, le da una amplia posibilidad
al solucionador para que resuelva acertadamente el problema.

El hecho significativo consiste en la representacion que mostraron los solucionadotes en la
prueba, es decir que, es dificil que un solucionador actué eficientemente sobre el problema
sin representarlo, el hecho de solucionar el problema se convierte en inabarcable sin esta
habilidad.

Asi pues, la representacién del enunciado del problema matematico no sera siempre, ni
en todos los casos tnica. Es precisamente la habilidad para cambiar de un cédigo a otro
la que refleja la habilidad del solucionador en esta area.

La resolucion de problemas matematicos podria ser considerada también como un proce-
so de traduccién entre representaciones. Los problemas matematicos se presentan como
representaciones verbales de una situacion que ha de traducirse finalmente a una repre-
sentaciéon matematica o a una sucesion de ellas.

Representacion

Dadas las distintas representaciones de los enunciados de los problemas que arrojo la
prueba, observamos que bajo el criterio de profundidad pueden identificarse niveles de
representacion:

Representacion verbal superficial, representacion verbal del significado, representacion pro-
funda del significado, representacion verbal profunda de la estructura relacional.

Consecuentemente, consideraremos que la representacion de un problema es la construc-
cion de un modelo mental de sus componentes. Es entonces el producto del tipo de
conocimiento lingliistico que se refiere a la traduccion, a diferentes lenguajes, de las partes
constitutivas del problema.

Por lo tanto, la representacién consiste en la adaptacion de la informacién del problema a
una forma més sencilla de manejar, este ajuste implica el manejo de diferentes lenguajes
en los que se puedan abstraer de manera eficiente los datos, las relaciones y las metas de
un problema.

Por todo lo anterior, el equipo de investigacién decidio crear una prueba que tenia como
fin establecer los niveles de representacion del estudiante medio y los que son considerados
talentos matematicos, con una muestra de 30 estudiantes; 15 estudiantes de resultados
medios en matematica y 15 considerados como talentos o prospectos en matemaética. La
prueba maneja dos problemas del mismo esquema la misma cantidad de datos, asigna-
ciones y representaciones similares.

Los niveles se nombraron como sigue:
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Nivel 1: Representacion verbal superficial: El solucionador hace una operacién para dar
la respuesta al problema, pero esta no refleja manejo de la informacién del problema

Nivel 2: Representacion verbal del significado: El solucionador olvida y no hace explicitos
algunos datos del problema.

Nivel 3: Representacion profunda del significado: Identifica asignaciones y hace proposi-
ciones, o identifica relaciones y hace proposiciones.

Nivel 4: Representacion verbal profunda de la estructura relacional: representa simbdli-
camente el problema incluyendo todos los datos asignaciones y relaciones.

Los datos que arrojaron las pruebas fueron los siguientes:

Resultados Prueba de niveles de representacion

12
10
g
6 O Estudiantes promedio
B Talentos matematicos
4 4
2 4
0 4

Mivel 1 Mivel 2 Mivel 3

Como conclusién de las diferentes investigaciones encontramos que:

LOS NINOS TALENTOSOS TIENEN CAPACIDAD DE REPRESENTACION MULTI-
PLE DE UN PROBLEMA Y SUS ELEMENTOS.

LOS NINOS TALENTOSOS USAN DE DIFERENTES LENGUAJES Y ESQUEMAS
DE REPRESENTACION.
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