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1 Nociones Preliminares.

Algunas notaciones.
Sea X un conjunto no vacio y A un subconjunto de X.

Se denota por |A] el cardinal del conjunto A, o(A) a la coleccién de todos los
subconjuntos de A y por H(A) la coleccién de hiperconjuntos de A:

oA)={BCX:BCA}
H(A) ={BCX:AC B}

Si Ay D son subconjuntos de X, con A C D, la coleccién de todos los
conjuntos que estan entre A y D es:

A,D]={BCX:ACBCD}
Si A es una coleccién de subconjuntos de X,
cA=p(X)—A, Ac={BCX:(X—-B)eA}
cAc={BCX:(X—-B)¢ A} =0(X)— Ac

Resultado

lo(A)] =24, [H(A)| = 21711 |cAl = |A].

Para cada entero positivo m < | X/, 0,,(X) es la colecciéon de subconjuntos
de X que tienen m elementos:
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om(X) ={B CC:|Bl=m}., lon(X)| = (1) | si X es finito.
o(A). = o(A) — {0},

o(A)" = o(A) — {A},

o(A) = o(A) — {0, A}.

0(A)wx = (0(A) —{0}) — {{z} : 2 € A},

o(A)™ = (o(A) —{A}) —{A —{z}:x € A}.

o(A)L, = (o(A) = {0, A}) — {{=z} : = € A}.

o(A);" = (o(A) = {0, A}) —{A—{z} :z € A}.

H(A). = H(A) —{A}, H(A)" = H(A) — {X} H(A); = H(4) - {4, X}.

1.1 Definicién y Ejemplos.

Definicién.
Sea X un conjunto. Una colecciéon A es cerrada para intervalos si

A Be Ay ACCC B, entonces C € A.

El conjunto formado por todas las colecciones cerradas para intervalos sobre
X se denota por CI(X).

Ejemplos sobre conjuntos finitos.

Si X = () entonces CI1(X) = {0,{0}}.

Si X = {1}, entonces CI1(X) = {0, {0},{0, X}, {X}}.
Sea X = {1,2},

o(X) = {(2)7 {1} {2}, {1, 2}},

0*(X) = {0.{0}, {{1}},

{1233, {{1,2}},{0, {1}}. {0, {2}},

{0, {1,233 {{1}, {2}}, {13, {1, 23}, {{2},

{1,233, 40, {1}, {2}}. {0, {1}, {1, 2}},

{0, {25, {1, 21}, {13 {23, {1, 2}}, o(X) }-

Hay un total de 13 colecciones cerradas para intervalos.
Las siguientes colecciones no son cerradas para intervalos:

{0,412}, {0, {1}, {1,2}}, {0,{2},{1,2}}.

Ejemplos sobre un conjunto arbitrario X.
1. 0,0X) e CI(X).

484



COLECCIONES CERRADAS PARA INTERVALOS

10.

SiA € o(X), A={A} € CI(X). Las colecciones unitarias son cerradas
para intervalos.

CSiAZBABYZA, {A,B}eCIX)

Si ACB, A=cAc=H(A)No(B) =[A,B] € CI(X)

.B={A:|Al=nVI|Al=n+1} = 0,(X) U 0,11(X) € CI(X)

Sio<m<n<|X|,A= k@ oe(X) € CI(X)

Si una coleccion esta formada por conjuntos no comparables entonces
es cerrada para intervalos.

Si una coleccion es cerrada para subconjuntos es cerrada para interva-
los.

Si una coleccién es cerrada para hiperconjuntos es cerrada para inter-
valos.

Si A es cerrada para hiperconjuntos y B es cerrada para subconjuntos
la interseccién de las dos es cerrada para intervalos.

Observacidn.

Sif,X e Ay A€ CI(X) entonces A = o(X).

1.2 El Conjunto Ordenado CI(X).

Debido a que el conjunto de colecciones cerradas para intervalos esta conte-
nido en el conjunto de partes de partes de X, (0*(X)), y este tltimo esta
ordenada por la inclusién, entonces CI(X) hereda el mismo orden. En el
siguiente apartado se enumeran algunas de las propiedades de este conjunto
ordenado.

Proposicion.

1.

2.

El minimo y méximo de C'I(X) son () y o(X) respectivamente.

Sea { A; }ier € CI(X), entonces ‘QI A, € CI(X).
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Demostracioén.
2. {A,}ics es una familia de colecciones de CI(X)

ABe NALNACCCB <— (Miel) A, BEA)NACCCB

)
il
— Miel)(A,BEA,NACCCB)
— (Miel)(CeA;),pues A;e€CI(X)

el

Luego 'mzAi e CI(X).
e

Observacidn.

La familia C'I(X) no siempre es cerrada para uniones de pares
X =1{1,2,3,4}

Las colecciones A = {{1},{1,2}}, B = {{1,2,3}} son cerradas para interva-
los pero AUB = {{1},{1,2},{1,2,3}} no es cerrada para intervalos.

Proposicion.

1. Si {A;}ier es una cadena en (CI(X), C), entonces EJIAZ- e CI(X).

2. (CI(X),C) posee elementos maximales.

Proposicién. A € CI(X) = Ac e CI(X).
Demostracion.

Sean D, F € Ac,D CGCF
== cD,cFF € Ac, F CcG CcD
—cG €A

— G € Ac.
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1.3 Colecciones no cerradas para intevalos.

En este apartado se estudian las colecciones que no son cerradas para inter-
valos, ya que su estudio es equivalente al de las colecciones cerradas para
intervalos y porque hemos encontrado mas resultados para este tipo de co-
lecciones.

Definicion.
Sea X un conjunto y A una coleccién sobre X. A no es cerrada para inter-
valos si existen A,B€ A y(C € p(X),con ACCCB y C¢A.

El conjunto de todas las colecciones no cerradas para intervalos sobre el
conjunto X se denota por NCI(X). NCI(X) = ¢*(X) — CI(X)

Ejemplos de colecciones no cerradas para intervaos.

Las siguientes colecciones de conjuntos no son cerradas para intervalos:
1. {0, A} tal que |A]>1
2. 0m(X) U 0u(X) con |m—n| > 2
3. om(X)U{0} conm > 2

Aproximacion al niimero de colecciones cerradas parqa intervalos.

Notacién.
Se denota por M(X) al conjunto formado por las colecciones distintas de
o(X) que contienen a ) y X :

M(X) ={A € ?(X):: {0, X} C A}

Proposicion.

M(X) C NCI(X).

Demostracidn.

A€ M(X) A€ g2 (X)AA £ o(X) AD,
(3B € o(X))(B# DA B #
PDCBCXAB¢A{0X

A € NCI(X)

X}CA
X)(B¢A)
JCA

LT

487



MEMORIAS XIII ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y I DE ARITMETICA

Teorema.

p: olo(X)) —  M(X)
A — AU{D, X}

es biyectiva

Demostracion.

1. Inyectividad.
Si A, B€ o(o(X)5)* y A+ B entonces, eriste Ac A, A¢ {0, X}y
A¢ B, luego AU{D, X} # BU{D, X} y p(A) # ¢(B).

2. Sobreyectividad.
Sea B € M(X), entonces {§, X} € BA B # o(X) asi que existe
B — {0, X} € o(o(X))" es tal que (B —{0,X}) = (B—{0,X})U
{0, X}} = B.

Corolario. 1. 22"'-2 _1 <|NCI(X)|.
2. |CI(X)| <22 — (22%1=2 1),

Demostracion. 1. (X)| = |o(o(X)?)*| = |o(o(X)F)| — 1 = 210X} _
1=22"-2_1

2. Se tiene a partir de 1 usando complemento.

A continuacion vamos a mostrar otra forma de aproximar el niimero de co-
lecciones cerradas para intervalos.

Proposicién. Sea A € o(X) la funcion:
pa:0(A) — NCI(X) R — of(A) —{R}
1. @4 esta bien definida.

2. pa es inyectiva.

3. Im(pa) C NCI(X).
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4 Tmfpa)] = 24— 2 < INCI(X)|.
5. Si A, B € o(X)%, con A# B, entonces Im(pa) N Im(pp) = 0.

koK

Demostracién.

2. Sean By, By € 9(A) , By # By € 9(A) , luego (0(A) — {B1}) # (o(A) — {Bs})

asf que @a(B1) # @a(Ba).
4. Jo(A)i] = [Im(pa)| < INCI(X)|, luego 241 —2 < |NCI(X)|.
5. SiB € Im(pa), existe R € p(A) tal que B = o(A) —{R}. Sea S € o(B):

e SiAC B, Be(o(B)—{S}) v B¢ (e(A) —{R}).
e SiBC A A€ (o(A)—{R})y A¢(o(B)—{5})
¢ SiAZLB y BLABE (oB)—{S}) y B¢ (o(A)—{R}).

En cualquiera de los 3 casos anteriores
o(A) —{R} # o(B) — {5}, Iuego B & Im(¢p) y m(pa) N Im(pp) = 0.
Teorema. 5i |X|=n, 3(3" ' —2"+1) < |[NCI(X)].

Demostracién.
+
| U Im(pa)| S INCI(X)| <= | > Im(pa)] < |[NCI(X)
A€o(X)i, A€o(X)i,
— > (2W-2) <|NCI(X)|.
A€o(X)i.
n—1
> @M =-2) () (2" -2) =
A€o(X)i. k=2
) -2)+1-2"+2=
k=0

n n < n
okqn=k _ 9 1F1k — on =
D M

k=0
3" —22" —2" +3=3(3""1 - 2" +1).
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Luego 3(3" ' —2"+1) < [NCI(X)|.
Ahora trabajaremos con los hiperconjuntos de H(A)
Sea A € o(X) definimos la siguiente funcion:

pa: H(A) — NCI(X)
R — H(A) —{R}

1. ¢4 es inyectiva.

Sean By, By € H(A),B; # B, entonces ¢4(B1) # ¢a(B2), asi
H(A) —{B:} # H(A) — {Ba}

luego existe By € H(A) — {B1} A By ¢ H(A) — {B2}.

2. Im(¢pa) € NCI(X), luego |[Imea| = |[H(A):| = 2XI=141 —2

_l’_
3. U Im(¢a) C NCI(X)
A€o(X)i.

Si A # B entoncesIm(¢a) N Im(¢p) =10

para todo Ry € Ay para todo Ry € B tenemos H(A) — {Rl} #
H(B) — {R2}

Teorema. 1. Si|X|=mn, 6(3"' —2"4+1) < |[NCI(X)|.
2. Si|X|=n, |CI(X)] <2 —63"'—2"+1)

Demostracién.
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U Im(éa)| < INCI(X)]

Ago(X)*

= X Im(ebA)'SINCI(X)\
A€o(X)*

— > (M -2) <|INCI(X)|.
Ago(X)x*

LT )

Aco(X)x

A€o(X)r Aco(X)z~

n—2

()2 = 2]e(X)"

e
Il
—

Il
M=

0

w
3

(B)2rF—2"—2n—1-2(2" -2 —n)
—32"+3=3(3"""—-2"+1).

+ +
Como  |J Im(gf)A)LJj U Im(pa), entonces 6(3" 1 —2"4+1) <

A€o(X)3* A€o(X)i,

INCI(X)| y por complemento se cumple la parte 2.

El siguiente resultado permite encontrar una cota inferior para el car-

dinal de CI(X).

Proposicion.

5 (2 -1) <o)

k=0

Demostracién.

0(0r(X)) CCI(X),0<k<n

U o(ox(X)) € CI(X) y launién es disyunta
k=0

en términos de cardinal tenemos:

];:)‘Q(Qk(X))*| s (2Ol — 1) = 3 (2(2‘) N 1) < (o1,

k=0 k=0
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1.4 Menor Coleccién cerrada para intervalos que con-
tiene a una coleccion.

Debido a que no todas las colecciones sobre un conjunto X son cerradas para
intervalos se estudiard el siguiente problema:

Dada una coleccién de conjuntos encontrar la menor coleccion cerrada para
intervalos que contenga a dicha coleccion.

Proposicion.

Sea A € ¢*(X)

La colecciéon N{B € CI(x) : A C B} es cerrada para intervalos,

Es decir:

N{B € CI(X): A C B} es la menor colecciéon de C'I(X) que contiene a A.

Definicion.
Sea A € ¢*(X). Se define , la coleccién generada por A como:

<A>=n{BeCI(X): ACB}
Ejemplos.
1. El generado de una coleccién cerrada para intervalos es ella misma.
<A>=A si AeCI(X).
2. Sea X ={1,2,3,4}
3. A= {{1,2},{2},{1,2,3,4}}
4. < A >={{2},{1,2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,4},{2,3},{2,4},{2,3,4}}.

Proposicion.

Si (A, Q) tiene maximo y minimo entonces < A >= [A, B] , donde A =
max(A), B =min(A)

Demostracion.

C) Paracada S € A, ACS C B, luego S € [A, B, entonces A C [A,B] y
aplicando el operador generado en cada miembro de la contenencia anterior
se obtiene < A >C< [A, B] >= [A, B|.
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D La coleccion < A > es cerrada para intervalos y contiene a A |, luego si
A,B € A, entonces A, B €< A >, Paracada P € [A, B],setiene AC P C B
ast Pe< A >y [A Bl C< A >.

Proposicion.
La funcién

<>: *(X) — CI(X)
A — N{BeCI(X): ACB}

satisface las siguientes propiedades:

L. <0>=0
Demostracion.
ge{BeCI(X):(Z)QB}:ww{BeOI(X):(Z)gB}gQ).<(Z)>g
2. < o(X) >=o(X)
Demostracion.
< o(X) >= N{B € CI(X) : o(X) C B} = N{o(X)} = o(X)

3. AC< A >
Demostracion.
Para CadaB € {D € CI(X): A CD}, A C Basique N{B e CI(X):
A C B}
4. La funcién <> es un morfismo de conjuntos ordenados.
Es decir, ACB =< A >C< B>
Como: A C B,
{DeCI(X):ACD}2>{DeCI(X)BCD}
NM{DeCI(X):ACD}2>n{D e CI(X)BC D}
<A >C<B>

5. < A >U<B>C< AUB>
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Demostracion.

A CAUB=—< A >C< AUB>
BC AUB—<B>C< AUB>
<A>U<B>C<AUB>

6. << A>>=<A >
Demostracion.
AC<A>=<A>C<<A>>
D) por propiedad No. 3
<A>C<< A>>
C como < A > {BeCI(X):<A>CB}
M{Be CI(X) < A>CB} C<A>—<<A>>C<A>

7. <ANB>C<A>N<B>
ANBCA = <ANB>C<A> AN
BCB — <AnNnB>C<B>
— <ANB>C<A>N<B>

8. Los puntos fijos de <> son las colecciones cerradas para intervalos.

<A>=A = AcCIX)

<A>=A = AcCIX)

AecCl(X) = Ac{calBe(CI(X)/ACB}
— M{BeCI(X):ACcalB} CA
= <A>CA
= <A>=A

9. U (A;) C. <UAZ»>
i€l el

A, CUA, = (A;) C <UAZ> C A, para todo ¢

iel i€l

= |J (A)) C.<UAZ->.

iel el
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Proposicion.

<A>={[AB]:A,BeA}

Demostracion.

C) Como [D, D] = {D}, Claramente A C {[A,B]: A,B € A}.

Sea D e< A >

SiDe A, De{[A,B]:A,BeA}

SiDe<A>—A existen A, B € A tal que A C D C B, luego

D e U{[A,B]: A,B e A}.

O)D € {[A,B] : A,B € A}, existen A, B € A tal que D € [A, B], luego
A Be<A>yACDCB,como < A > es cerrada para intervalos
De<A>.

Nota.

Si X es un conjunto finito y A es una coleccién , entonces:

para todo A € A existen D € Maxz(A) y B € min(A) tal que BC AC D.

Teorema. Sea X un conjunto finito y A € ¢*(X), entonces:
<A>={[A,B]: Aemin(A) y B € max(A)}

Demostracién.

D) Como min(A)Umaz(A) C A,

{[A,B] : A € min(A) A B € max(A)} C{[A,B]: A, B € A}, luego
U{[A,B] : A€ min(A),B € mix(A)} CU{[A,B]: A,Be€ A} =< A >.
CSea D e< A > existeA,Be Atalque De[A,B] y ACDCB

para B € A, existe M € Max(A) tal que B C M y para A € A, existe
m € m Cn(A) talquem C A, luegomC ACDCBCMasimCDCM
y D € [m, M] por lo tanto D € {[A, B] : A € min(A) A B € maz(A)}.

1.4.1 Fibras de funcién generado.

En este apartado se caracterizan para un conjunto finito, todas las preima-
gines de una coleccion cerrada para intervalos, bajo la funcién generado.

Proposicion.
max(B) Umin(B) =m

1. B es el méximo de la fibra
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Demostracidn.

Si A € F_..(B) entonces B=< A >D A, asi que A C B.

< max(B) Umin(B) >= B.
Demostracion.

C)max(B) Umin(B) C B

luego < max(B) Umin(B) >C< B > B

D) Si B € B, como X es finito, B tiene suficientes maximales y mi-
nimales. Luego existen P € min (B), Q € max(B) tal que P C B C
Qas C B e [P,Q]y B e U{[P,Q]|P € min(B),Q € maz(B)} y como

< maz(B)Umin(B) >= U{[P, Q]| P, Q € (maz(B)Umin(B))}, enton-
ces B €< maxz(B) Umin(B) >.

. min(B) Umaz(B) es el minimo de la fibra.

Demostracion.

Sea A un elemento de la fibra de B por la funciéon generado. Luego:
{[P,Q]|P € minANQ € max(A)} =B

Supongamos que min(B)Umaz(B) € A, esto es existe M € max(B) CB
y M ¢& A, M €< A > por lo tanto existe P € min(A) y @Q € max(A)
tal que:

P C M CQ,Q ¢B porque M € max(B), de esta forma Q) ¢< A >
entonces ) ¢ A, esto contradice que () € max(A) C A.

La fibra de una coleccién B cerrada para intervalos por la funcién
generado es la familia de colecciones que estan entre min(B) U max(B)
y B. En simbolos:

F <> (B) = [(minB UmazB), B].
= {C|minB UmazB C C C B}
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o*(X) CI1(X)

max(B) Umin(B)
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