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En esta nota re-examinamos una importante y bella construccién matematica:
el llamado completamiento de Dedekind-MacNeille, DM (P), de un conjunto
ordenado (P, <). Dicho completamiento, también conocido como completa-
miento normal de P, fue originalmente propuesto por H. M. MacNeille en
1937 [8] como una generalizacién de la famosa construccién de los niimeros
reales a partir de los racionales publicada por R. Dedekind 65 anos antes, en
1872 [4].

Presentamos varias maneras diferentes, aunque equivalentes, de definir
DM (P) y enunciamos sus propiedades fundamentales. Nos hemos esforzado
por obtener las demostraciones mas directas y elegantes posibles, simplifi-
cando algunos argumentos y conceptos corrientemente utilizados. Nuestro
propdsito es enriquecer y complementar los tratamientos que de esta cons-
truccion matematica fundamental se hacen en la literatura.

En la primera seccién ofrecemos una vision histérica del tema y en la tltima
nos referimos a la caracterizacion categérica de DM (P), para aquellos lecto-
res familiarizados con la teoria de categorias.

1 Perspectiva historica.

Richard Dedekind fue, sin duda, uno de los matematicos mas notables del
siglo XIX. Algunas de sus ideas, al igual que las de su estimado amigo Georg
Cantor, eran revolucionarias para su época y solo fueron comprendidas y
adoptadas después de su muerte. Junto con Galois, es considerado ademas
como uno de los fundadores del algebra moderna.

Dedekind —alumno doctoral de Gauss en Gotinga— fue el primer matemaético
en construir explicitamente los niimeros reales a partir de los racionales y el
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primero en destacar la importancia de la “completez” o “completitud”. Cons-
ciente de lo trascendental de su descubrimiento, él mismo registré la fecha
exacta en su memoria [4]: 24 de noviembre de 1872. Segun Dedekind, la
completitud, llamada por él “continuidad”, se obtiene de la siguiente manera
(véase [5]):

“Separense todos los puntos de la linea en dos clases, de tal manera
que cada punto de la primera clase estda ubicado a la izquierda de
cada punto de la segunda clase; entonces existe un y sélo un punto
que produce esta particién de todos los puntos en dos clases, cortando
asi la linea en dos trozos”.

Con esta formulacién de continuidad, Dedekind procede a definir los niimeros
reales como “cortes en Q7.

Pasaron mas de sesenta anos para que estas ideas se presentaran en el con-
texto mas general de las estructuras ordenadas. Fue el norteamericano H. M.
MacNeille quien, en 1935, presenté en su tesis doctoral ante la Universidad
de Harvard, Fxtensions of partially ordered sets, la construccién que es mo-
tivo del presente articulo. La tesis doctoral de MacNeille se publicé luego,
con algunos resultados adicionales, en forma de articulo, [8].

2 El completamiento de Dedekind-MacNeille.

Suponemos que el lector estd familiarizado con las nociones bésicas de cota
superior, cota inferior, supremo (o sup) e infimo (o inf) de subconjuntos de
conjuntos ordenados. Una excelente referencia sobre estructuras ordenadas
es [3].

Si (@, <) es un conjunto ordenado y P C @, con la relacién < restringida a
P, (P, <) es también un conjunto ordenado. Diremos en tal caso que @ es
una extension de P.

Sean (P, <) y (Q, <) conjuntos ordenados; una funcién ¢ : P — @ se dice
que es mondtona si x < y en P implica p(z) < ¢(y) en Q. La funcién ¢ es
una inmersion de orden si

r<y enP <= ¢() <oy enQ.

Un isomorfismo de orden es una inmersién de orden sobreyectiva (y por lo
tanto, biyectiva).
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Si (P, <) es un conjunto ordenado y A C P, con A' denotaremos el conjunto
de las cotas superiores de A y con A' el conjunto de las cotas inferiores de A.
Esta notacién no es del todo estandar, pero es muy natural y sugestiva. Si
AC L C P, Al representa A' N L, es decir, el conjunto de cotas superiores
de A en L. Analogamente se define A'~.

Un subconjunto S C P se llama conjunto inferior (o conjunto decreciente
o ideal de orden) si y < x € S implica y € S para z,y € P. Entre los
conjuntos inferiores se destacan los llamados ideales principales: para x € P,
lz:={y € P:y <z} es el ideal principal generado por .

Dualmente, un subconjunto S C P se llama conjunto superior (o conjunto
creciente o filtro de orden) si y > x € S implica y € S para z,y € P. Como
caso particular, el conjunto Tz := {y € P :y > z} es un conjunto superior
para todo x € P.

Un conjunto ordenado (P, <) es un reticulo completo (o reticulado completo)
si para todo subconjunto S de P existen \/.S =sup Sy AS =infS. Sise
quiere resaltar el papel de P se escribe \/, S y Ap S, respectivamente. Se
puede demostrar facilmente (véase [3], por ejemplo) que (P, <) es un reticulo
completo si y sélo si P tiene un elemento méximo (necesariamente tinico) y
existe /\ S para todo S C P, S # &. Andlogamente, (P, <) es un reticulo
completo si y sélo si P tiene un elemento minimo y existe \/.S para todo
SCP,S+#g.

Todo conjunto ordenado (P, <) induce un reticulo completo: el reticulo O(P)
de los subconjuntos inferiores o ideales de P, con el orden de la contenencia.
Es un reticulo completo porque las uniones y las intersecciones arbitrarias de
conjuntos inferiores son conjuntos inferiores. Mas aun, la correspondencia

(P, <) — (O(P), <)
r+— |x
es claramente una inmersién de orden; es decir, (O(P),C) es un completa-
miento natural de (P, <). Este hecho sugiere la siguiente pregunta: jexiste
algin objeto que pueda ser considerado “el més pequeno reticulo completo
que contiene una copia isomorfa de P”?7 La respuesta es afirmativa y tal

objeto candénico —el completamiento de Dedekind-MacNeille— se define a
continuacion.

2.1. Definicion por cotas.

DM, (P):={ACP: Al = A},
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2.2. Definicion por ideales principales.
DMy(P):={ACP:AAC A}, donde AA=(\{ly:yecA}

2.3. Definicion por cortaduras. Una cortadura de P es un par (A, B) de
subconjuntos A y B de P tales que A' = By B! = A.

DM;3(P) :={AC P: (A, B) es una cortadura de P para algin B C P}.

2.4. Teorema. Las definiciones 2.1, 2.2 y 2.8 son equivalentes; es decir,
definen el mismo objeto:

DM, (P) = DMs(P) = DM;(P).
Demostracion. Obsérvese primero que

2z € AV «= 2 es cota inferior de A’
= 2 <y, paratodoy € Al
<= z €|y, paratodoy e Al

— zeﬂ{ly:yeAT}.

De lo anterior se deduce que

A =({ly:ye AT} = AA (2.1)

Puesto que la contenencia A C AA es siempre valida, se concluye que
DM, (P) = DMy(P).

Mostraremos ahora que DM;3(P) = DM,(P). Sea A € DM;(P); entonces
Al = By B' = A para algin B C P. Por lo tanto, A"M = Bl = A; es
decir, A € DM, (P). Por otro lado, si A € DM, (P), entonces (A, A") es una
cortadura de P ya que At = A. Esto muestra que DM3(P) = DM;(P). O

El conjunto DM, (P) = DMy(P) = DM;(P) se denomina completamiento
de Dedekind-MacNeille de P o completamiento normal de P y se denota por
DM (P). Cabe anotar que MacNeille tomé como definicién de completamien-
to el conjunto de todas las cortaduras (A, B) de P. La definicién DMs3(P),
en la que se consideran sélo las primeras componentes de las cortaduras,
simplifica la construccién.

Las cortaduras de un conjunto ordenado, tal como se han definido en 2.3, se
pueden caracterizar completamente. Esto se hace en la siguiente proposicion.
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2.5. Proposicién. Toda cortadura de (P, <) es de la forma (AA, A") con
A C P. Por consiguiente, DM (P) se puede definir también como

DM(P) = {AA: AC P}.

Demostracion. Sea (A, B) una cortadura de P; entonces A = Bl y B = Al.
Usando la igualdad (2.1) se tiene

A=DB'=All = AA.
Es decir, (A, B) = (AA, A"); de donde
DM(P) = DMy(P) = {AA: A C P}, 0

2.6. Ejemplo. Sea (P, <) un conjunto totalmente ordenado (esto incluye
P = Q pero también los casos en que P es finito o no-enumerable, acotado o
no-acotado). {Cémo son las cortaduras de P? En primer lugar, si (4, B) es
una cortadura, AU B = P ya que si x € P entonces = < b para todo b € B
(en cuyo caso z € Bt = A) o x > b para algiin b € B = A' (en cuyo caso
r € A" = B). Hay dos tipos de cortaduras, dependiendo de si A y B son
disyuntos o de si AN B # @.

Caso 1. ANB # @. Puesto que A C Bl y B C Al se tiene que a < b
para todo a € A y todo b € B. La interseccion A N B se reduce a un punto:
si 1,29 € AN B entonces ; € A = B! de donde z; < z5. Similarmente,
xe < x1; por lo tanto x; = 5. Sea entonces AN B = {z}; a continuacién
demostramos que

z=sup A =inf B.

Se cumple que z > a para todo a € A porque 2 € B = Al. Ademds, si
y € Al entonces y > z porque z € A. Asi que z = sup A y un razonamiento
andlogo muestra que z = inf B. Entonces (A, B) = (] z, 1 2).

Caso 2. ANB = @. Puesto que A C Bl y B C AT, se tiene que a < b para
todoa € Ay todob e B. Ademas, sup A no existe ya que, en caso contrario,
sup A € AT = By, por otro lado, sup A < b para todo b € B (porque sup A
es la minima cota superior de Ay b € B = Al); es decir, supA € B! = A. Se
tendria sup A € AN B contradiciendo A N B = &. Un razonamiento similar
muestra que inf B tampoco existe.

Al construir R a partir de Q, el caso 1 da lugar a los niimeros racionales y el
caso 2 a los irracionales.

455



MEMORIAS XIII ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y I DE ARITMETICA

2.7. Ejemplo. Sea (P, <) el siguiente conjunto ordenado:

e
c d
a b

Podemos obtener DM (P) usando la caracterizacién de la Proposicién 2.5, es
decir, DM (P) ={AA: AC P}:

A{a} =la = {a}, A{b} =1b = {b},
Afcy=lcnle={a,c}, A{d}=|d={a,b,d},
Afe} =le={a,b,c, e}, A{a,b} =ld N e ={a,b},
A{c,d} =nN@ =P, A=) lz=2.

zeP

Para todos los demés subconjuntos A C P, AA coincide con alguno de los
anteriores. Por consiguiente, DM (P) es el siguiente reticulo completo:

P

{a,b,c,e} {a,b,d}
{&7 C} {a, b}
{a} {v}

6]

3 Propiedades de DM(P).

En esta seccién expondremos las propiedades fundamentales de DM (P). El
primer teorema establece que DM (P), con el orden de contenencia, es un
reticulo completo, en el cual P esta sumergido reqularmente.

3.1. Teorema. (i) |z € DM(P) para todo x € P.
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(ii) (DM(P),C) es un reticulo completo.

(i) La correspondencia ¢ : P — DM(P) dada por ¢(x) = | x es una
inmersion de orden de (P, <) en (DM(P),C). Esta inmersion es re-
gular, es decir, preserva los infs y los sups existentes en P.

Demostracion. (i) | © € DM,(P) = DM(P) para todo x € P ya que es
inmediato que (| z)M = | .

(i) Sea {A;}ics una familia no vacia de subconjuntos de DM (P). Se tiene
claramente que

(H&YZHMQ (ﬂ&y:ﬂﬁ.

el iel iel iel

Por consiguiente, si cada A; € DM (P), es decir, si AlTl = A; para todo i € I,

Tl 1
(N4) = Q) -a=a.
i€l iel iel iel
De donde, (,.; Ai € DM(P). Puesto que P € DM(P), se concluye que

DM (P) es un reticulo completo ya que es cerrado para intersecciones arbi-
trarias.

(iii) Es muy fécil ver que ¢ es una inmersién de orden. Supdngase ahora
que A C Py que A A existe. Claramente, p(/\ A) < ¢(a) para todo a € A,
porque ¢ es monétona. Sea Y € DM(P) una cota inferior arbitraria de
©(A); es decir, Y C | a para todo a € A. Esto significa que Y C A!, de
donde, Y C AL C | A A = o(/\ A); esto prueba que A\ p(A) = o(/ A).

Por otro lado, supéngase que A C P y que \/ A existe; mostraremos que
©(\/ A) es la minima cota superior de ¢(A) en DM (P), o sea que, \/ p(A) =
©(\/ A). Puesto que ¢ es monétona, p(a) < ¢(\/ A) para todo a € A;
por lo tanto, ¢(\/ A) es cota superior de p(A). Sea Y € DM(P) una cota
superior arbitraria de ¢(A), es decir, Y D | a para todo a € A, lo cual

implica que A C Y. Como \/ A existe, de la igualdad (2.1) se concluye que
At =N{ly:y e A’} = |V A. Tenemos entonces

p(VA) = [VA=AllCcYll =Y.

Esto demuestra que \/ ¢(A) = p(\ A). O
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En [7] se demuestra una generalizacién de la parte (iii) del anterior teorema,
a saber:

3.2. Teorema (Harding). Un reticulo dado se puede sumergir reqularmen-
te en el completamiento de Dedekind-MacNeille de un reticulo distributivo.

La demostracién del Teorema 3.2 es bastante intrincada —muy lejos de la
sencillez y transparencia del teorema 3.1— por lo que la inmersién de Harding
estd muy lejos de ser “natural”.

Sea (@, <) una extensién de P y x € ). Para simplificar la notacién, en lo
sucesivo (] x)p representa (| z) N Py (Tx)p representa (Tx) N P, es decir,

(lz)p:={yeP:y<z}, (Tz)p={yeP:y=>ua}

3.3. Definicién. Sea (@, <) una extensiéon de P. Se dice que P es sup denso
en @ si para todo x € @ existe A C P tal que z = \/Q A. Dualmente, P es
inf denso en () si para todo = € () existe A C P tal que x = /\Q A.

En la siguiente proposicion se presentan propiedades muy tutiles, equivalentes
a las nociones de subconjunto sup e inf denso, respectivamente.

3.4. Proposicién. Sea P un subconjunto de un conjunto ordenado (Q,<).
(i) P es sup denso en Q siy sdlo six =\/o(lx)p para todo x € Q.
(ii) P es inf denso en Q siy sdlo si x = \y(T)p para todo x € Q.

Demostracion. (i) La direccién (<) es inmediata. Sean z € QQ y A C P tales
que V5 A = x. Vamos a demostrar que \/, A es la minima cota superior de
(L 2)p en Q, es decir, (|l z)p = V3 A = 2. Claramente, = es una cota
superior de (| x)p en Q). Sea y € @) una cota superior arbitraria de (| x)p.
Puesto que A C (| x)p, se tiene y > a para todo a € A, o sea y € Al; de
donde \/5 A <.

(ii) La demostracién es andloga a la de (i). O

Los siguientes dos resultados son importantes aplicaciones de la Proposi-
cién 3.4 y conducen a la caracterizacion presentada en el Teorema 3.7.

3.5. Proposicién. Dado (P, <), el subconjunto P = {|x : x € P} de
DM(P) (el cual es isomorfo a P segin el Teorema 3.1) es sup e inf denso
en DM (P).
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Demostracion. Sea A € DM (P), es decir, A C P, ATt = A. Por la igualdad
(2.1), P es inf denso en DM (P) ya que | y € DM(P) para todoy € Py las
intersecciones son infs en el reticulo (DM (P), Q).

Para probar que P es sup denso en DM (P) recurrimos a la Proposicién 3.4
y al hecho de que

U la=Al=A. (3.1)

acA

Es inmediato que A C [J,., | a lo cual establece la contenencia 2 de (3.1).
Para probar la otra contenencia, sea x € Uae 2 layye A'. Claramente,
r < a <y, lo cual implica (J,c4 | @ C ATt Como en el reticulo (DM (P), C)
las uniones son sups, de la igualdad (3.1) se concluye que P es sup denso en
DM(P). O

3.6. Lema. Sea Q un reticulo completo, A C P C (@), siendo P sup e inf
denso en Q).

(i) Alrlr = (1VoA)p.

(i) Siz e Q entonces (| 2)'" = (lz)p. Esto quiere decir que (| x)p €
DM(P).

Demostracion. (i) Puesto que A'? = (1\/, A)p, se deduce que Alrir =
[(TVq A)p)tr. Sea z = Vo 4; como P es inf denso en @, se sigue de la
Proposicién 3.4(ii) que A,(T 2)p = z. De donde [(T 2)p]** = (| 2)p. En
conclusion,

AT = (VA = (126 = (12 = (VoA

(i) Como P es sup denso en @, por la Proposicién 3.4(i) se tiene \/ (| 2)p =
x. Aplicando la parte (i) del presente lema, con A = (| x)p, concluimos que

(lo)F'r = (la)p. =

3.7. Teorema. Salvo isomorfismo, DM (P) es el dnico reticulo completo
en el cual P es sup e inf denso. Mas precisamente, si P es un subconjunto
sup e inf denso de un reticulo completo @), entonces existe un isomorfismo

W:DM(P) = Q.
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Demostracion. La Proposicién 3.5 afirma que P = {|[z : © € P}, el cual
es isomorfo a P, es sup e inf denso en DM (P). Sea ahora () un reticulo
completo en el cual P C @ es sup e inf denso. Se define ¥ como

v :DM(P) — Q
A— Y(A) = \/QA.

1 resulta ser una inmersién de orden; es decir, para A, B C P tales que
Alrlr — A y Blrlr — B,

AC B &= \V,A<V,B. (3.2)

La direccién (=) de (3.2) es inmediata. Para mostrar la otra direccién,
obsérvese primero que \/QA < \/QB es equivalente a l\/QA < l\/QB; por
consiguiente, usando el Lema 3.6(i) se tiene

A= Alrlp — (vaA)Pg (vaB)P:BTPlP = B,

lo que demuestra la direccién (<) de (3.2).

Supoéngase ahora que P es sup e inf denso en ) y sea x € (). Por la Pro-
posicién 3.4(i), Vo(lz)p = 2, y por el Lema 3.6(ii), (|l z)p € DM(P).
Entonces ¥((] )p) = z. Esto muestra que 1 es sobreyectiva y por tanto
DM(P) ~ Q. O

4 Caracterizacion categorica de DM (P).

Suponemos que el lector estd familiarizado con los conceptos fundamentales
de la teoria de categorias. Una excelente referencia sobre el tema es [1].

Tomando como objetos los conjuntos ordenados y como flechas (o morfismos)
los morfismos de orden se forma la categoria P de los conjuntos ordenados.
Se puede demostrar que en la categoria P los epimorfismos son exactamente
las funciones monoétonas sobreyectivas mientras que los monomorfismos son
exactamente las funciones monétonas 1 a 1 o inyectivas.

En [2], BANASCHEWSKI y BRUNS se proponen caracterizar categéricamente
la nocién de completamiento de MacNeille tomando como punto de partida el
Teorema 3.7. Asi, si se define la nocion abstracta de extension de MacNeille
de un conjunto ordenado P como una extension () de P tal que P es sup e
inf denso en (), jse puede caracterizar categéricamente dicha nocién?
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4.1. Definicién. Las siguientes nociones se definen en una categoria cual-
quiera.

(i) Un objeto C es inyectivo si para toda inmersién A *» B y cualquier

morfismo A L C, existe un morfismo B < C' que extiende a f, es
decir, tal que el tridangulo

conmuta.

(ii) Un monomorfismo f : P — @ es estricto si para cualquier morfismo
g : T — @ y cualquier par de morfismos u,v : ) — S que satisfacen

uo f=wvof implica uog=wvogy,
existe h :T"'— P tal que g = f o h.

(iii) Un objeto es estrictamente inyectivo si satisface la condicién de inyec-
tividad (i) con respecto a monomorfismos estrictos.

(iv) Un monomorfismo P — @ es esencial si es estricto y si cualquier
morfismo g : £ — @, tal que g o f es un monomorfismo estricto, es
también un monomorfismo estricto.

Se puede demostrar (véase [2]) que un morfismo de orden f: P — (@ es una
inmersion si y sélo si f es un monomorfismo estricto.

El siguiente teorema establece la caracterizacion categérica.

4.2. Teorema (Banaschewski-Bruns). Sea P un conjunto ordenado. Una
extension E de P es una extension de MacNeille de P si y solo si E es una
extension esencial estrictamente inyectiva de P.
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