GEOMETRIA DE LAS FORMAS
CANONICAS DE JORDAN

Claudia Teresa Vega
Universidad Pedagogica Nacional.
Universidad Distrital.

Angela Lucia Garzon Rozo
Universidad Pedagogica Nacional.

En este articulo se muestra el significado geométrico de tres trans-
formaciones definidas en L que son: Las Homotecias, las ro-
taciones y los deslizamientos, con ayuda de la forma candnica de
Jordan (como matriz asociada).

Conceptos basicos.

VECTOR: Concepto fisico con Magnitud, Direccién y Sentido

ESPACIO VECTORIAL: Un cojunto no vacio V con dos operaciones,
una interna con suma y la externa con multiplicacién por escalar - (V,+)
es un grupo abeliano y cumple (5) propiedades.

BASE: Es un subconjunto B = {ey,....,e,} de elementos del espacio vec-
torial que es L.I, tal que cualquier vector se puede expresar como com-
binacion lineal, y genera el espacio.

DIMENSION: Esta determinada por el niimero de elementos de la base.
Decimos dimV= n, en espacios vectoriales de dimension finita.

PRODUCTO INTERNO: Sean X, Y y Z, elementos de un espacio vec-
torial V' y « un escalar, entonces se define X - Y

n
como XY = ZXZYJ que cumplen las siguientes propiedades
i=1

a. XeY =YeX
b. «a(XeY) = (aX)eY
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c. (X+Y)eZ = XZ+YZ
d XeX >0

Transformacion Lineal: Dados dos espacios vectoriales V' y W una apli-
cacion(funcién). L : V — W es una T.L si:
LU+V)=LU)+LV) VU VeV
L(aU) = aL(U). Vaek (campo)

Representaciéon matricial de una
transformacion lineal.

Sea T : V +—— W una T.L con dimV =n, dimW =msi{ey,...,e,} es
una base de V' 'y {wy, ..., w,} es una base de W, cada elemento t(ex) puede
expresarse con unicidad, como una combinacion lineal de los elementos de la
base es decir

m

T(ex) = > tyw; donde ty, ..., ty, son los componentes de t(ey) respecto a
i=1

la base ordenada {wy, ..., wy,}.

e Los t;;, forman un vector columna o matriz columna. Tenemos una

columna para cada uno de los n-elementos t(e;),...,t(ey), formando
asi una matriz de orden m x n.
Asi toda T.L de un espacio n—dimensional V', en un espacio m—dimen-
sional W da origen a una matriz m x n  t(e;), cuyas columnas son
los componentes de t(e;), ..., t(e,), relativos a la base (wy,...,w,), la
llamamos representacion matricial de 71" relativa a unas bases ordenadas
{e1,...,en},de V'y {ws,...,wy,}, para w.

Teorema

Dada una transformacion lineal T': V' — V donde dimV = n. Si T tiene una
representacion en matriz diagonal, existe entonces un conjunto de elementos
independientes uq,...,us en V' y un conjunto correspondiente de escalares
A1, An que satisfacen: T'(ug) = Ayug para k = 1,2,...,n. Reciproca-
mente, si existe un conjunto independiente wu,...,u, en V y un conjunto
correspondiente de escalares Ay, ..., \, que satisfacen (1), entonces la ma-
triz A = diag(\y,...,\,) es una representacion de 7T respecto a la base
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(Ul, e ,’LLn).

Luego el problema de hallar una representacion en matriz diagonal de una
transformacién lineal se reduce al de hallar el elemento sin dependientes
Uy, ..., U, y los escalares Ai,...,\, que satisfacen T'(uy) = Mgug. Para
k= 1,2,...,n. Tales elementos uy,...,u, v Ai1,...,A\,, S€ conocen como
autovectores y autovalores respectivamente.

Teorema

Sea una matriz de n X n se dice que A es un valor propio de A ssi P(\) =
det(A—Xi) =0

Esta es la ecuacién caracteristica de A, P()\) se llama polinomio caracteris-
tico de A.

Teorema

Sea A una matriz real o compleja de orden n x n, entonces exite una matriz
C' compleja invertible de orden n x n talque

CtAC =1J

Donde J es la matriz de Jordan cuyos elementos en la diagonal son los valores
propios de A.

Mas aun la matriz de Jordan es unica, excepto por el orden (dado por la base
ordenada fija) en el que aparecen los bloques de Jordan.

Transformaciones geometricas lineales.

Dado el espacio vectorial Ly de vectores geometricos del plano, se consideran
tres tipos de T.L de Ly en Ly que llamaremos tranformaciones geometricas.
Cada una tiene caracteristicas geometricas fundamentales relacionadas con el
concepto de Homotecia (ampliacién), rotacién y deslizamiento (ampliacién)

TRANSFORMACIONES HOMOTETICAS (o de ampliacién
multiple)

En Ly, una base U = {uj,u o}. Sean Aj, Ay ntimeros reales si se dan dos
Homotecias de razones i, Ay respectivamente.
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Si A1 = Ag se tiene una homotecia de razon A. Si A\; # Ay

Ao o )\1 0

1

HY2(T ) = )
HM2 (T ) = A

S

Rotacion.

Sea U = {uy, Uz} una base ortonormal de L,. Dado un ntimero real
0 < 6 < 27, se define la transformacién lineal R? por

R(W7) = rotaciéon de Ty un dngulo 6 en el sentido positivo

RY(u3) = rotaciéon de w3 un dngulo 6 en el sentido positivo
Esta es
g1 [ cosf —send
[ 7] _<sen6’ cos 6 )
R? es una rotacién de dngulo 6 en el sentido positivo.

Transformaciones complejas.

Una transformacién compleja es la composiciéon de una Homotécia y una
rotacion

C* = H)R’ en una base U = {u;, w3} Ortonormal de L,
(], = [HY], [R7],

(A0 cosf —sent \ [ Acost —Asenf
L0 A senf cos6 ~ \ Asenf Acos6
Cualquier transformacién que pueda ser representada por una matriz

_(a —b _ 2 20— @
[O]_(b u ) con A =+Va +b,6—arctan<b> v

0<f<2r HeR
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Deslizamiento (\ # 0)

Sea U = {uy,v7}; una base de L, dado un ntmero real A, definimos la
transformacién D' por:

Donde i es un multiplo escalar no nulo.
Observe que la transformacién D' @7, deja fijo w5 y modifica por la adicién
de un multiplo uy.

Claramente se tiene:

.= (4

[ e
\—/

DESLIZAMIENTO HOMOTETICO

Un deslizamiento homotetico E'* es la composicion de una homotecia de
razon A

con un deslizamiento de razon . E = H" o D', Claramente se tiene que:
A A0 1 1
- by
=1=(5 %) (0 1)
(A
L0
El teorema de Jordan sobre las formas candnicas de las transformaciones li-

neales dice que no hay mas T.L si no las descritas, solo hay que buscar una
base adecuada.

Valores y Vectores propios de las transformaciones goemetricas en L.

a) De las tansformaciones Homoteticas: Se deducen de los valores propios

A1A2 . . — —

de H son A1 y Ay con vectores propios correspondientes Uy y U,
respectivamente
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b)

c)

De las transformaciones complejas: Una transformacion compleja

C(= ") tiene matriz
a —b
b a

Por comsiguiente su polinomio caracteristico viene dado por
p(A) = (a — \)? 4+ b*. Cuyas raices son los nimeros complejos

)\1:a+bi
)\gza—bi

Al seguir con el proceso de diagonalizacion se tendran los vectores pro-
pios a A1 v Ay son ( i ) ( _1Z ) respectivamente. Asi la diagonoliza-

cién de C% se obtiene de la siguiente forma

(52 )=200 ) () 7))

De los deslizamientos Homoteticos: Un deslizamiento homotetico E?

tiene matriz por consiguiente su polinomio caracteristico esta

0 1
0 0
dado por p(\) = (0 — A\)? cuyas raices son los niimeros reales \; =
Ay = 0. Con el proceso de diagonalizacion se tiene un vector propio

correspondiente a 0 que es < ) Siendo estos los coeficientes de los

0
verctores propios en la base U. Asi, la diagonalizacién de E'? no se
puede realizar. Se toma la forma candnica de Jordan de E'Y a ella
misma.
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