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TEOREMA
Método para hallar factores de la forma (z™ —b), con m € N,
2<m<n,ybeC, de un polinomio de grado n, con n € Ny
coeficientes complejos

Sea P(1) = ap2" +ap_12" '+ -+ +agx?® + a1zt +ag, con ag, ar, -+, Ay, ap
complejos, ag # 0, y, a, # 0; si (™ —0b) es un factor de P(x), y sin = km+1
con k€ Z*, i e Z*, 0 <1i < m, entonces b lo podemos hallar como un cero
de cada uno de las siguientes ecuaciones polindémicas en b:

k
Pb)=> apme; b =0, j=0, 1, i

p=0
k—1
P) =Y apmsj 0P =0, j=i+1, i+2-, m—1

p=0
Prueba

El residuo de dividir p(x) entre (z™ — b) es:

j=i+1

R(x) = Z [( Zapm+j-bp) xd

7=0

notese que es de grado m — 1, y el cociente es:
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m—1
Clz) = Z UmpyiogxF-mTizd g
Jj=0
m—1
Z (@(h—1ymtiej+ Qrmaiojb)zF2mHizd 4
Jj=0
m—1
Z (a(k:—2)m+i—j + A(k—1)m+i—j b + Qkmti—j b2) -x(k_?’)m"”—ﬂ
j=0
m—1
Jj=0
m—1
+ Z (am.+z‘—j+ Ao2m. +i—j b + -+ Al +i— bk_l) i
Jj=0

Cuando (2™ — b) es factor de P(x), entonces R(z) = 0, luego, cada uno de
los polinomios en b (coeficientes de los z7 en R(z) ) es cero, por lo tanto, si
existe algin nimero racional b’ que es cero de cada uno de los polinomios en
b, dicho ntimero es tal que (z™ —b") es factor de P(x).

Completa la demostracion el hecho de que con las expresiones anteriores se
tiene que:

(x™ —=b) C(x) + R(x) = P(x)
Falta probar que efectivamente

[C(z)] (x™ —b) + R(x) =P(z) o que

Clx)z™ —b-C(z) + R(x) = P(x)
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m—1
C(x)xm = Z Ak ti—j xk’m-i—i_j +
j=0
m—1
Z (a(k—l)m-i—i—j +akm+z‘_j b) x(k—l)m-kz_J i
j=0
m—1

Z (a(k—2)m+i—j + A(k—1)ym+i—j b + Almtij b2) x(k_Z)m'f‘i—j
j=0

4o

m—1

k—2) ,.2m+i—j
Z (a'2m+i—j+ A3miij b+ -+ AQpmyijb ) . iy
Jj=0
m—1

k=1) ,m+i—j
Z (am+i—j+ Ao2m+i—j b+ --- + Qhmtij b ) . j
Jj=0

m—1
- bC(x) =- Z amk+i_jbx(k—1)m+i—j
j=0
m—1
— Z (a/(k—l)m—i-i—j b4+ armti—j bQ)x(k’_Q)m-H'—j
Jj=0
m—1
N Z (atk-2ymeioj b+ Gho1ymei—j 0> + Gkmyijb°)-
j=0

p(k=8)mtizg
m—1

? k=1) .m+i—j

_ Z (a2m+i—j b+ A3m4i—j bs + -+ Qi b ) . i
j=0
m—1

- Z (&m.+z’—j b+ aom. 4+i—j b 4 -+ + Akm.+i—j bk) x'Y
=0

341



MEMORIAS XIII ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y I DE ARITMETICA

m—1
Clz)z™ —bC(x) = Z Akm+i—j ghmti=i g
j=0
-1 m—1
2: aﬂ%ﬁjm+i—ﬂpw_4)m+z_]+’§: A(h-2)mi—gj xFT2ImEI=d
j=0 j=0
m—1 m—1
4o ¥ Z Uomtij x2m+z—] + Z Ui j xm+z—]
ji=0 Jj=0
m—1
_'EE:(a2mﬁw—jb‘+'a3m+i—jb2‘+"'+‘akm+i—jbk_l)1Im+l_]
j=0
m—1
— j{: (am+4—jlf+ a2m+-z’—jb2 + o +’akm+i—jbk) x' Y
j=0

R(x)=> (a;+ a@mijb+ -+ apmi;b*) 27
j=0
m—1

+ Z (CLj + A+ b+ -+ A(k—1)m+j bk_l) l’j
j=i+1

fﬂx)::(a0-+ Am b + -+ + aknlbk)

+ (a1 + A1 b+ o+ gy bk) x4 o
ot (ai + amﬂ-b + -+ &km+ibk) xi

+

-+ (am_2 + aom_92b + - + Apm_o bk_l) xm?
+ (am—l + agm_lb + o+ Akm—1 bk_l) xm_l

k—1 i+1
QGiy1 + Amyiv1 b + - + Qe—1)m4it1 b x + -

De donde:
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[C(z)] (2™ =b) =

m—1

Z(a’k’m-i-l—] ka+l ]+ a(k_l)m+2_]x(k_l)m+l_] +
7=0

7=0
_(amﬂ'b  aamai b2 4+ o+ akm+z’bk_1) "
—(Gmgi1 b+ Gomii 1 b o g D) 2T —
c = (am+1 b+ Gomi1 b? + - 4 Qrmat bkz) "

— (amb + azpm b® + -4 apm b")

_ (a2m—l b + asm_1 b2 + o At bk—l) pml

— (a2m—2b + azm_o b2 T M bk—l) sm=2 _ L.

B (am+i+2 b + asmyivab® + -0 + A(k—1)m+i+2 bk_l) pit2

— (am+i+1 b + aomiirt b2 + ...+ Ak 1ymtit1 bk;_l) it
Haciendo :

R(z) + [C(z)] (™ —b) =

Ezz<akm+i—jx T+ agp—1ymii-go 7Y I 4
Jj=0

i
2m + i—j Mmoo
ot aAomti—j T J)+§ Umiij @ i 4
Jj=0

ay + a1 x + - + a; " + C“Jrl%zjtl + a¢+2xz+2

bt ap e a™ oy o™
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= Qkm+i T + Armyi-1 T

km+i kmti-1 4

(k—1)m+i— (k=1)m+i 4 .

b A(k—1)m+i T
(k=2)m+itl o

ot A(k-1)ym+i—1T

2m + 1
+ Aom+i T

m + i+ 1

ot A(k-2)m+i+1 T

2m + 1—1 m + 1

+aoam4i-1 T + oo+ At @ + Amyi T
2 L — 1 —1
Faomeic1 T 4 2T Ay 2™

+am_2xm_2 + -+ a1 T -+ Qg

Como km + i = n:

R(z) + [C(2)] (2™ =b) = ana"+ay2" '+ - +a1z' + ag = P(z)

COROLARIO I

Un polinomio como el descrito en el enunciado del teorema, admite posibles
factores de la forma (z™*! —b), con:

1.

344

2<m< (";Ll), yt = 0, si n es impar y el polinomio es completo.

1 <m < ("+1), v, 1 <t < M, si n es impar y el polinomio es

2 2
incompleto pero su incompletez consiste en:

a{(n;l)}_t =0= a{(n;l)}_t_i_l == a(n;rn = a{(n;l)}_i_l =
a{(";”}-i-t—l’ Y,

Si algin a; = 0, con 1 < 7 < {%} — t — 1, entonces también
aiH%}H = 0 y viceversa.

2<m< 3, y,t = 0,sinespary el polinomio es completo.

I <m < 3,y,1 <t < 3, siel polinomio es incompleto pero su
incompletez consiste en az_t41 = 0= ag_tpo=---=az_1 =az =
g1 =---=az41,Y, sialgina; =0,con 1 < i < 2 — ¢, entonces

2
también a;4 24y =0, y viceversa.
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Prueba

Si n es impar, el polinomio tiene maximo n + 1 términos, supongamos que

e b,conl <t < M, t € 7Z, es un posible factor de P(x), las

2
1 . . .
%} + t ecuaciones polinémicas en b que resultan de aplicar el teorema

SO1l.

Pl(b) :a0+a{L42-1)}+tb: 0
Pg(b) = a1 +a{(n_;r1)}+t+1b: 0

Pegny 0 =oqemy oy F ey oy b =
= 0o} T b =0

Py 0= 0oy, =0

P (0) = agumy =0
Plagyy () = awp =0

2

Plomy, (0) = apamy, =0
Plegaye O = agegnyn =0

Para que el sistema de ecuaciones pueda tener una soluciéon comun b, es ne-
cesario que todos los coeficientes que constituyen las ecuaciones mondémicas
sean ceros y que si algin coeficiente de las ecuaciones bindmicas es cero, en-
tonces el otro coeficiente de la misma ecuacién también es cero obteniéndose
asi identidades de la forma 0 = 0 que admiten las soluciones de las demés
ecuaciones, con esto quedan probados los numerales 1) y 2) del enunciado
del corolario.

Si n es par, el polinomio tiene como maximo n+ 1 términos, supongamos que
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2(3)+t _ b,con 1 <t <%, t&Z, esun posible factor de P(z), las (%) +1

ecuaciones que resultan de aplicar el teorema son:

Pl(b):ao—l—a( b=20

)

P(g)—t+3( (2)-t+2 —
Pla®) = ()2 =0
Plyynb) =ag) =0
P ® =43 =0

Las mismas consideraciones que se hicieron anteriormente prueban lo enun-
ciado en los numerales 3) y 4) del corolario.

NOTA

A partir del criterio de las derivadas del polinomio P(z), a saber: si
P(c) =0, P(c)=0,P"(c) =0, ---, P V(c)=0y P"(c)#0, entonces
P(z) admite el factor (z—¢)" , al hallar un factor de la forma (z™ —b), hemos
hallado m factores lineales de la forma x — b;, con 1 <7 < m, los cuales son
las m raices m—ésimas de b, por lo tanto aca es valido el mismo y se aplicaria
como se aplica el teorema, es decir, se plantean las m ecuaciones polinémicas
en by se encuentra el nimero b que las satisfaga, luego se deriva P(z) y se
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plantean las m ecuaciones polinémicas en b para probar que b es raiz de to-
das, y se contintia aplicando este procedimiento hasta probar que b satisface
las m ecuaciones polinémicas planteadas a partir de P~V (z), pero no a las
de P (x), este procedimiento se vuelve algo engorroso y se puede cambiar
por probar que b satisface las derivadas hasta de orden » — 1 y no satisface
la de orden r de las m ecuaciones polinémicas en b planteadas a partir de
P(z) sin necesidad de estar derivando sucesivamente P(x) y posteriormente
planteando las m ecuaciones en b y evaluando, este procedimiento se valida
a partir del siguiente corolario.

COROLARIO II

k

1. Si P(b) = apnst? =0, j=0,1---i (1)

p=0

k
y P'(b) = (pm+ )apme? =0, j=0,1,---,i=1 (2)
p=0
k

entonces  P(b') = Zpapm+jbp_1 =0, 7=0,1,---,i (3)

P=1

Prueba

Derivando (1) con respecto a b se obtiene

k k k
/ _ _ 1
P) = papmeit’™ =Y papm P = <g) > PV (4)
p=1 p=0 p=0

De (2) se tiene

k k
P'(b) =m> papni’ +5 Yy =0, j=0,1,---,i-1 (5)
p=0 p=0

De (1)

k
JZ pm;07 =0 (6)
p=0
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Sustituyendo (6) en (5) resulta

k
Zpapm+jbp =0, (7)
p=0

y sustituyendo (7) en (4) resulta
k

Z papm+jbp_1 =0

p=1
k—1
2.81 P(b) = umet’ =0, j=i+1 i+2- m-1 (8)
p=0
k—1
y P'(b)=Y (pm+j)apms ;P =0, j=i, i+1, -, m—2, 9)
p=0
entonces
k—1
PH) = papmit ™ =0 (10)
p=1

La prueba de (10) a partir de (8) y (9), se efectiia en forma andloga a como
se hizo para (3)

OBSERVACION

Otro método para hallar las ecuaciones polinémicas en b consiste en aplicar
la divisién sintética con una constante b por determinar, ordenando los coe-
ficientes de P(z) en forma descendiente y tomando cada segundo coeficiente
si m = 2, cada tercer coeficiente si m = 3, etc., las ecuaciones polinémicas
buscadas seran los residuos o tultimas expresiones igualadas a cero, como se
muestra a continuacion para la siguiente ecuacion:

P(x) = 2% — 2% + 227 — 525 — 2° — 82 + 423 — 102° — 62 — 12 =0
Buscamos factores de la forma (z* — b), aplicamos la divisién sintética cada
cuarto coeficiente
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1 -1 2 -5 -1 -8 4 -10 -6 -12 b
b b2—b
1 b—1 b2—b—6
-b -b%2—8b
-1 -b—8 -b%2—-8b—12
2b
2 2b+4

-5b
5 -5b—10

Las ecuaciones polinémicas en b buscadas son respectivamente

¥ —-b—6=0

—b*—8—12=0
20+4=0
—5b—-10=0

Obsérvese que son las ecuaciones obtenidas al aplicar el teorema.

CONCLUSIONES

El grado de dificultad para hallar factores de la forma (z™ — b) disminuye
a medida que aumenta m puesto que las ecuaciones en b resultantes para
resolver tienen cada vez menos términos.

El teorema se puede considerar como una extension a grado m del ya existente
que permite hallar los factores de la forma (z — b) con b racional, ademé&s
aplica éste en la solucion de los polinomios en b.
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