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Introducciéon

Las funciones de variable real a valor real o complejas a valor complejo con

las operaciones de suma y producto por escalares como en Calculo, es decir

(f +9)(x) = f(x) +g(x)

1
(af)(x) = af(x) v

forman un espacio vectorial; que contiene el subespacio vectorial de todas las
funciones periddicas de periodo T'. Este subespacio contiene una base enu-
merable conformada por funciones sinusoidales; es decir cualquier funcién
periddica se expresa como una suma enumerable de funciones sinusoidales
multiplicadas por escalares, entrando entonces a las series de Fourier. Si
se consideran funciones no periddicas, la serie de Fourier se generaliza y
proporciona la transformada de Fourier de una funcién. Una transformada
Wavelets es entonces una generalizacion de la transformada de Fourier, en
donde ciertos subespacios vectoriales de funciones se les constituyen bases
numerables, llamadas bases Wavelets. Estas teorias sobre estos espacios vec-
toriales han encontrado una gran aplicacion en problemas de tecnologia, por
ejemplo en Anélisis Multiresolucion. Una introduccion a estas aplicaciones
se puden modelar con cierta restriccién en los espacios de Hilbert que es un

caso particular de lo espacios normados y este a su vez de espacios métricos.
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1 Espacios Métricos

Algunas propiedades de R y de la funcién valor absoluto permiten establecer

una nocion de distancia entre niimeros reales:
| [:RxR—[0,00)
(2)

(x,y) - ]x—y],

esta funcién satisface las siguientes propiedades: para cada x,y, z en R,

(i) Si 2 =y entonces |z — y| = 0.
(ii) |z —y| = 0 entonces z = y.
(i) |z —yl =y —=|.

(iv) |z —z| < |z —y|+ |y — 2]

Como esta nocién es 1til en varios apartes del Analisis tales como en con-
vergencia, continuidad, etc., es conveniente elevarla a otros espacios mas

generales pero preservando sus propiedades.

Definicién 1. Sea X un conjunto no vacio.

(a) Una métrica en X es una funcion d: X x X — [0, +00) que satisface
las siguientes propiedades para todo x,y,z en X : (m1) x =y implica
d(xz,y) = 0.

(m2) d(x,y) = 0 implica x = y. (Separacion).

(m3) d(x,y) = d(y,x). (Simetria).

(m4) d(z,z) < d(x,y)+ d(y, ). (Desigualdad Triangular).
d

El niimero d(x,y) se llama distancia de x a y.
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(b) Una seudométrica es una funcion d : X x X — [0,4+00) que satis-
face (m1),(m3), (m4). Mientras que una cuasimétrica es aquella que
cumple (m1) y (m4).

(¢) Un espacio métrico X es un par (X,d), donde X es un conjunto no

vacio y d es una métrica en X.

Ejemplo 1. El conjunto de los nimeros reales con la métrica:

d(z,y) = |z —y|

para todo x,y € R, donde |z| indica el valor absoluto de x, es un espacio

métrico.

Ejemplo 2. [El espacio euclidiano R"] Este ejemplo generaliza el ejemplo

anterior, los puntos de R"™ son de la forma x = (x1__x,) donde cada una de

-----

las n coordenadas x; es un numero real y cuya funcion distancia se define

por: six = (x1,. ), € Y= (Y1..Yn) entonces

n

1/2
d(z,y) = [Z(ﬂ?k _yk)2] .

k=1

También se presentardn dos maneras adicionales de definir una distancia

entre elementos de R"™.

wmwwzém—m,

(b) dal,y) = mis{lax — gl = b =1,2,3, ...},

Las funciones d,dy,dy : R™ — [0,00) son métricas.

Ejemplo 3. Sea X cualquier conjunto no vacio, se define

0 st x=y
d(x,y):{ .

1 st z#y

269



MEMORIAS XIV ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y II DE ARITMETICA

para cada x ey en X. Demostrar que d es una métrica para X. Este espacio

métrico recibe el nombre de espacio métrico discreto.

Solucién. Obsérvese que las condiciones m1), m2) y m3) se satisfacen in-
mediatamente. Para ver que m4) también se satisface considere z,y,z € X,

si x =y = z, entonces
d(z,y) =d(z,2) =d(y,z) =0,

y ast d(z,y) < d(z,z) + d(y, z). Supéngase ahora que x #y o y # z. Sin
pérdida de generalidad se puede suponer que x # y, entonces d(z,y) = 1,

luego en cualquiera de las posibilidades para z se tiene que
d(z,y) < d(z,2) +d(y, 2).

Esto termina el ejercicio.

2 Espacios Vectoriales Normados

Sea X un espacio vectorial real. Una norma en X es una funcién real
.|l s X =R,
que asocia a cada vector x € X el nimero real ||z|, llamado norma de z, y
satisface las siguientes condiciones para todo z,y € X y A un escalar:
nl) [z =0y [[z]| =0 2=0
n2) [|Az]] = [A] [|]]
n3) ||z +yl < ||zl + |ly]] (desigualdad triangular)
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Un espacio vectorial normado es un par (X, ||.||) donde X es un espacio
vectorial y ||| es una norma en X.

Los ejemplos de espacios vectoriales normados més usuales son (R”, |[.]),
(R, [|.[y); (R™||-|l), donde, para x = (x;,__x,) € R", se tiene que

-----

lzll = /> a2, el =) lal, llzll, = max|ai].

Las condiciones que caracterizan una norma son de verificacion inmediata,
exceptuando n3) para la primera de estas normas, pero se dmuestra facil-
mente con la desigualdad de Cauchy-Schwarz y se hard despues que se pre-

sente esta desigualdad.

Un ejemplo de espacio vectorial normado es el espacio vectorial de todas las
transformaciones lineales T" de un espacio vectorial normado X en R, denotado

con B( X,R), donde la norma se define en este caso como:

|T(x)|
]

Obsérvese que para todo x € X, |T'(x)| < ||z|| ||T]| ¥ que las condiciones nl),

|| = sup
#£0

n2) se satisfacen de manera inmediata. Para ver n3), sean 71,75 € B(XR),

entonces

(T + T5) ()]

|11 + T3] = sup
240 |l
Th ()| < To(z)|
I |2 e | B
= |Ta|l + |2 -

Lo que termina la demostracién de n3).

Todo espacio vectorial normado (X, ||.||) es un espacio métrico con métrica

d, definida por
d(z,y) = [lz =yl
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en este caso se dice que la métrica es inducida por la norma ||.|| . Por ejemplo
las metricas d, d; y dy son inducidas por las normas ||.||, ||.|l; ¥ |||, respec-
tivamente. Las propiedades m1) a m4) para una métrica inducida por una
norma resultan inmediatamente de las andlogas para la norma, en el caso de

la desigualdad triangular se demuestra asi:

d(z,y) = [lz =yl
= [(z=2)+ (z=y)ll
<z =zl + lly — 2]
=d(z,z) +d(z,vy).

Ejemplo 4 (Espacio vectorial con producto interno). Sea H un espacio

vectorial. Un producto interno en H es una funcién
(,) HxH —-C

que asocia a cada par de vectores x,y € H un nimero real (z,y), llamado
el producto interno entre x, e y que satisface las siguientes propiedades para
todoz,y,z€c HyAeC:a) (z,9)= (y,z),b) (x+y, 2)=(z,2)+(y,2),
c)  (Az,y) = Xz,y),d) (z,x) > 0paratodoz € H,e) (xr,z)=0siy
solo si x = 0.

A partir de un producto interno, se define una norma para los vectors x € H

mediante la siguiente férmula

2]l = v/ (@, 2).

Las propiedades nl) y n2) son inmediatas a partir de las propiedades del
producto interno, la condicién n3) es més complicada necesita de la siguiente

desigualdad
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2.1 Desigualdad de Cauchy-Schwarz

En todo espacio vectorial con producto interior se tiene

(2, 9)* < (,2)(y, y).

Noétese que la desigualdad es obvia si x = 0. Asi que supéngase que z # 0
y témese z = tx + y. Utilizando las propiedades del producto interior se

obtiene

0<(z2)

(tx +y,tr+y)
= (z, 2)t* + 2(z, y)t + (y,y),

entonces para A = (z,x), B = (x,y), C = (y,y) se obtiene
At* + 2Bt +C > 0.
Como A > 0, entonces t = —B/A proporciona
B? — AC <0,

esto es, (z,y)* < (z,7)(y,y).
Lo que termina la demostracion de la desigualdad.
Ahora se puede demostrar la condicién n3) de la definicién de norma inducida

por un producto interno. En efecto si x,y € H, entonces
lz+yl* = (@ +y,z+y) = |2l* + lyl* + 2z, y)
2 2
< l=[” + lyll” + 2|l 1yl
= (]l + lll)*.

El ejemplo mas natural con producto interno es R", con producto interno

definido por

<33', y> = Z TEYk
k=1
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las propiedades de producto interno se satisfacen inmediatamente y su norma

inducida es

Los espacios vectoriales normados estudiados en las secciones anteriores son
algo mas que espacios vectoriales pues incluyen la nocion de longitud de un
vector. Uno de los conceptos geométricos que desaparecen en el estudio de
los espacios abstractos es el de angulo entre dos vectores; en el ambiente de
los espacios de Hilbert no se habla de angulos en general sino que se tiene la

ortogonalidad como reminiscencia de esa intuicién geométrica.

2.2 De un Ejemplo muy Conocido

Consideramos el espacio Euclideo R3. Un vector en R? se puede representar
mediante una terna ordenada = = (z1,x2,23) de nimeros reales y su norma
esta definida por:
1
]l = (Jz1* + |22]® + |s]*)2.
Por otro lado, el producto interior (o producto punto)de los vectores repre-
sentados por = = (z1,x2,23) € ¥y = (y1,¥2,ys) estd definido por
(z,y) = 1y1 + 292 + T3Y3,
este producto interior esta relacionado con la norma por
2
(z,z) = [|=]°.
Es familiar la ecuacion
(z,y) = [lz[l[ly]l cos b,

donde 6 es el angulo entre los vectores = e y, para justificar esta ultima

expresion se ilustra la condicion

|z +yll = [z -y
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que coincide con la propiedad geométrica = es perpendicular a y:

x p—
) e ool
lz +yll # llz = yll Iz +yll = llz =yl
Figura: 1
Elevando al cuadrado cada miembro de ||z +y| = ||z — y|| se tiene

(x+y), (z+y) =z —y)(x—-y))

expresion que al ser desarrollada equivale a

(z,2) +2(z,y) + (¥, y) = (v,7) — 2(z,9) + (y,9),

cancelando se obtiene que 4(z,y) = 0 o lo que es lo mismo (x,y) = 0 es

decir: ||z +y|| = ||z — y|| siy solosi (z,y) =0.

Sean los vectores x e y con y # 0, la proyeccion de x a lo largo de y es un
vector z tal que z = ky para algin £k € R y x — 2z es perpendicular a y;

es decir,

Figura: 2

(x —ky,y) = 0 equivale a (z,y) = (ky,y) = k(y,y), esto es,

oo ) ()

w.y)  llyl*’
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a este escalar £ se le llama la componente de x alargo de y; ahora, volviendo

a la Figura 2 y haciendo uso de la trigonometria elemental se tiene que

cosg - Fllgll _ Iyl _ tx.9) Jlwl

=l =l el

por tanto,
(@, y) = |l=[l[ly]l cos ¥

como se habia anunciado.

2.3 En un Espacio Vectorial Complejo

Las ideas cruciales expuestas en la seccién anterior se adaptan al espacio C3;
para dos vectores z = (1, x2,23) e y = (Y1, Y2,y3) en este espacio, se define

su producto interior por

<33, y> = 1Yy + X2y + T3Y5.

Se introducen los complejos conjugados para garantizar que la relacion
(r,z) = ||z||* tenga siempre sentido. Por otro lado, para cada y fijo, es
lineal visto como funcién de z, es decir (z + z,y) = (x,y) + (z,y); hay

también una simetria con respecto a la conjugacién i. e. (z,y) = (y,z).

Aqui la condicién (x,y) = 0 es tomada para definir la ortogonalidad.

Definicién 2. Sea X un espacio métrico y {x,} una sucesion en X. Se
dice que {x,} es convergente si existe un punto x € X con la siguiente
propiedad: para cada € > 0 existe un nimero natural N tal que n > N

implica d(z,,r) < €.

En este caso se dice que {x,} converge a x o que x es el limite de {x,} y se
escribe

Tp, —x, o0 limzx,=urx.

n—oo

Si {xn} no converge, se dice que {x,} es divergente.
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Definicién 3. | SUCESION DE CAUCHY]. Sea X un espacio métrico y {x,}
una sucesion en X. Se dice que {x,} es una sucesion de Cauchy si y sélo si
para cada € > 0 existe un niumero natural N tal que d(x,, x,) < €, siempre
quen > N, m > N.

Teorema 1. Sea X un espacio métrico y {x,} una sucesion en X tal que

x, — x (en X). Entonces {x,} es una sucesion de Cauchy.

Demostracion. Inmediata. O

3 Espacios de Hilbert

Sea H un espacio vectorial con producto interno, por lo tanto normado y asi
un espacio métrico (con métrica inducida por el producto interno definido
en H). Si este espacio métrico es completo, es decir toda sucesién de Cauchy

converge en H, entonces H se llama un ESPACIO DE HILBERT. Ejemplos

(a) Para cada n fijo, el conjunto C" de todas las © = (x1--- ,x,) donde
cada x; son numeros complejos, es un espacio de Hilbert si la suma
y multiplicacion por escalares se definen componente a componente,

como en Célculo elemental, y si ademés
(@) =Y wy (=)
j=1

(b) Si p es la medida de Lebesgue sobre un espacio medible X, L?(u) el
espacio vectorial de todas las funciones complejas f definidas sobre X

tales que

[ 1P < o
X
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es un espacio de Hilbert, con producto interno

mmzémw

4 Sistemas Ortonormales

Definicién 4. Seadonde £ un espacio de Hilbert, dos elementos x,y € £

son ortogonales si (x,y) = 0.

Como se dijo antes, en este contexto se puede definir en dngulo entre dos

-1 _(z,y)
ll[[[y]l

se satisface la desigualdad de Cauchy-Schwartz:

vectores x,y € £ como cos expresion que tiene sentido pues en &£

[z, )| < [lllllyl
pero lo que es relevante aqui es la ortogonalidad.

Definicién 5. Un conjunto de vectores no nulos {xy}rex C € es un sistema
ortogonal si (xy,x;) =0 para k # j, i. e. xj y xp son ortogonales; {xy}rex

es un sistema ortonormal st

0 si k+#j,

1 en otro caso.

<xk7 xj> =

Note que si {Zi}rex es un sistema ortogonal entonces {i}rex es un

sistema ortonormal.

Teorema 2. Los vectores de un sistema ortogonal son linealmente indepen-

dientes.
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Demostracion. Sea {xp}rex C € un sistema ortogonal y {oy }rex escalares

tales que ZkeK arxrr = 0, entonces para j € K
0= (Z &kxk,xj> = aj(xj, z;)
keK

de donde se sigue que «; = 0. O

El sistema ortogonal {xjp}rex es una base ortogonal si genera a todo el

espacio &.

Para el espacio Lo[—m, 7], se tiene que

{e™ e

es un sistema ortonormal.

5 La Desigualdad de Bessel y los Sistemas

Ortogonales

Si ej,eq, -+, e, es una base ortonormal de R™, entonces todo = € R”
se puede escribir en la forma x = Y "  c¢e; donde ¢; = (x,e;). Esto se
generaliza al caso en que & es un espacio de Hilbert. Sea {¢,}, un sistema
ortogonal en £ y f € &, a cada uno de los nimeros ¢ = (f,¢x) se le
llama componente de Fourier de f con respecto al sistema {¢,}, v a la serie
Y rey kO serie de Fourier de f con respecto al sistema {¢,},. Frente a
esta serie surgen dos preguntas: Dado que hasta ahora su presentacion ha
sido formal ;La serie converge?, en caso afirmativo ;La serie converge a f7

En esta direccién se tienen los resultados que siguen.
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Teorema 3. Dados {¢n}n un sistema ortogonal en un espacio de Hilbert €

y un elemento arbitrario f € £. Entonces

1F =" andull
k=1

se minimiza cuando ap = ¢, = (f, ¢x) para todo k que satisface 1 <k <n

y para todo n, y el minimo es || f||> — > _p_, ci. En consecuencia se tiene la
desigualdad de Bessel, Y ,_, ¢z < || f|*.

Demostracion. Sea s, = Zzzl ap@r entonces

I = sall® = 1P = 207, ) andi) + Y ai
k=1 1

ke
n n
=P =2 awex+ > a;
k=1 k=1
n n n n
= IfII* — Zci—i—Zci —QZakck—i-Zai
k=1 k=1 k=1 k=1

=P =D G+ (e —ax)’
k=1 k=1

por tanto, ||f — s,||> es minimo cuando para todo k con 1 < k < n se
tiene que ay = ¢ y este minimo es ||f]|* — >°p_, ¢t; como || f — su* >0,
para todo n se tiene que |[|f||* > Y 7_, ¢; y ademds la serie Y ;_ ¢} es

convergente. O

En un espacio de Hilbert £, un sistema ortonormal {¢,} se dice que es
cerrado si para todo f € € se tiene que || f||* =Y 7, ¢; donde ¢ = (f, ¢x).
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Teorema 4. Un sistema ortonormal {¢,} en un espacio de Hilbert £ es
cerrado si y solamente si para todo f € £ se tiene que

f = (f7¢k>¢k

o
k=1
i.e., [ es la suma de su serie de Fourier.

Demostracion. De la definicién, {¢,} es un sistema ortonormal cerrado si
y solamente si para todo f € € se tiene que | f||* = >_p2, (f, ¢ )* Si

Sn = D g1 CkPr con ¢ = (f, dx) entonces |[f — soll® = [If]* = 24, <,
haciendo n — oo se obtiene que ||f||* = Y7, ¢i, esto prueba el teorema.
U

A la expresion f =7 (f, dx)¢r se le llama identidad de Parseval; ndtese
que bajo un sistema ortonormal {¢,}, todo f € & es el limite de las
sumas parciales de su serie de Fourier; ademas, notese que de la desigual-
dad de Bessel se obtiene que una condicion necesaria para que los nimeros
C1,...,Cn,... sean coeficientes de Fourier de f es ", ¢? < oco. El resul-

tado que sigue muestra que esta condicion es suficiente.

Teorema 5 (Teorema de Riesz-Fischer). Dado un sistema  ortogo-
nal  {¢r} en espacio de Hilbert £ y c1,...,Ck,... niumeros tales que

> e, i < oo,entonces existe f € & tal que

a=fo) y IfIP=>d
k=1

Demostracion. Se define f, =>"7_; cx¢p de donde se sigue que

n+p

1t = full® = llens1Gnis + -+ Cospbnip = D i
k=n-+1
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y como lim,, ZZE 1 ¢z =0 se tiene que {f,} es una sucesién de Cauchy,

luego existe f =lim, . f, yva que el espacio es completo. Por otro lado,

(f, Ox) = (fos k) + (f = frn, O1)

donde (f,, ¢r) = ¢x cuando k < n y lim, .o(f — fn, ¢x) = 0 pues
[(F = Fur0i)] < 1F = Fullllén]l Tuego limp, oo (fn, d1) = ci.

De lim, .o || f — full = 0 se tiene que

n n
0= lim || f =" cxgel® = lim [[£]* =D e
n—00 1 n—oo k=1

esto termina la prueba. O

Dos espacios Euclideos & and & son isomorfos si existe una biyeccion
U & — & que preserva las operaciones de espacio vectorial y el producto

escalar, es decir, para z,y € & y A € C se satisface
U(r+y)=V(x)+¥(y), YAz)=A(r) y (Y(x),¥(y) = (zy),

A la aplicacion ¥ se le llama isomorfismo. Este concepto y el de espacios

de Hilbert producen el siguiente resultado.

Teorema 6. Dos espacios de Hilbert Cualesquiera son isomorfos.

Demostracion. Veamos que un espacio de Hilbert H es isomorfo a [,. Sea
{¢n} un sistema ortonormal en H, asi para cada f € H se le hace corres-

ponder la sucesién de sus coeficientes de Fourier con respecto a {¢,}, es

decir,

frlen ) = ((f,01), - (fidn)s ),
como y_° ¢2 < oo entonces (ci,Ca,...,Cn,...) € lo. Reciprocamente, por
el teorema de Riesz-Fischer, a cada sucesién (cy,ca,...,Cpn,...) € Iy le co-

rresponde un elemento f € H, es decir se ha establecido una piyeccién
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entre H y ly. Ahora, si se tiene la correspondencia f < (¢1,...,¢p,...) ¥

fe (€1,...,Cn,y...) ¥ « es un escalar, entonces
fHfe(a+té,.. o entin,...) v oaf < (ac,... ac,...),

es decir, la biyeccién es un isomorfismo de espacios vectoriales. Ahora, por
la identidad de Parseval, (f, f) => ", c2, f.f) = Yoo,y

o0

F+F D=+ EH+ N+ =D (acr)

n=1

~

para obtener que (f, f) =Y ckCs, en otras palabras, el producto interno

Se preserva.
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La mas importante caracteristica del analisis multiresolucién es la capacidad
para separar una senal en muchas componentes a diferentes escalas (o reso-
luciones). Similar a una descomposicién de una senal en multiples bandas de
frecuencia, el objetivo es aplicar una estrategia de ‘dividir’ la senal para que
sus componentes individuales puedan ser procesados por diferentes algorit-
mos. Para tal proposito consideremos las propiedades de los subespacios de

aproximacion y los subespacios wavelet

Definicién 6. wuna funcion o(t)eL*(R) se llama funcién de escalado( o de
aprozimacion), si genera una secuencia anidada de subespacios (de aproxi-
macion) {V;} de L*(R) tal que

{O}<—"'CV_1CVOCV1C ...... S

y satisface la ecuacion de refinamiento p(t) = 3 ho(n)v/2.0(2t—n)  donde
nez
la secuencia de coeficientes {ho(n)} € I2.

Los anteriores subespacios escalado V; son generados por las funciones

J

pin(t) =220(2t — k)

para cada j y ke Z

Definicién 7. Las wavelets (t) son funciones de energia finita con pro-
piedades de localizacion que pueden ser usadas muy eficientemente para
representar senales transitorias con muy pocos coeficientes. FEstas funciones

satisfacen la ecuacion

Zhl \/_ga (2t — n)

nez
donde los coeficientes {hi(n)} € 2.
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El  subespacio wavelet W; es generado por las funciones
Vo (1) = 23 ¥(27t — k) y constituye un subespacio mutuamente
ortogonal con V; dentro del siguiente subespacio de resolucién Vjyq, por
tanto Vi1 =V, @ W;

Ejemplo 1. La funcion de escalado de Haar ¢ es el mas ejemplo simple:

[1ifo<t<t
“”(”‘{o if =

que puede expresarse como:
1

o(t) = @(2t) + p(2t — 1) donde hy(0) = 7 = ho(1)

La wavelet 1(t) asociada al escalado de Haar :

1 if 0<t<05
Pty =< —1 if 05<t<1
0 if [t|=1

P(t) = @(2t) — (2t —1) donde h1(0) =
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-85

Figura: 3

4.5 8.5 1

Figura: 4

Definicién 8. Un andlisis multiresolucion de L? es secuencia anidada doble-

mente infinita de subespacios de L?
{0} ¢—-CcVyCcVyCcViC - — L?

con las propiedades:
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1. U,V,, es denso en L?.

2. NV, = {0}

3. f(x) eV, & f(2x) € Vyqn para todon € Z

4. flx) eV, & flx —27"k) € V,, para todo n,k € Z

5. Eziste una funcion ¢ € L* tal que {p(x — k) : k € Z} forma una base

estable de Vj.

La funcién base ¢ es llamada la funcién de escalado. E1 MRA se dice orto-

gonal si ¢ es ortogonal

Figura 5: Ilustracion pictorica de la relacion entre los espacios vectoriales

Wavelets y FEscalados

La proyeccién ortogonal de una funcién arbitraria f € L? sobre V; viene dada
por

Pif =Y}, 05 @ik
k

La diferencia entre las aproximaciones en las resolucién 277 y 27971 se de-

nomina el detalle fino en la resolucion 277 expresado:
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Qif (@) = P f = Pif =) (i) i
k
De Vi1 = V; @ W; se deduce que para j =n
Pn+1f = Pnf + an(.’ll') = Z <f> Qpn,k> Pnk + Z <f> wn,k> wn,k
k

k
repitiendo el proceso para

j=n-1 obtenemos P41 f = Py1 f+Qn-1f(2)+Q.f(z) después de n+1 pasos

Ponf =Pof +Y_Qif (@) = (f,00x) por+ D Y (ftbin) i
j=0 J=0 Kk

k
Ejemplo 2. Ejemplo: Utilizando el DERIVE representar la funcion sin(2nt)sin(4mt)en
los espacios escalados V5 , V7, V9

. Ejemplo: Utilizando el DERIVE representar la fumcion s/ 2oy s doamr en Vs
V7 o Vo

1.862%
[Fepz=s=ntacidn de= zinizmt)zinldnt o V5

B.79687
B_S3125
CIe-TC
@_ 14881 Ta.zvvez @.aa643 PR a_viaes a_svzse 1w
“B. 26562
B.531125

8. 7I687

y 11.-P625

[Fepressntacién de sinizZuntisinidntien V

B.79687
B.53125
9.265_62_
a.14R81 _u.:z;wm M.a4643  _  @.59524 n_'z_ql-uns a.av286 T
~A.26562
-B.53125

B. 7687

Figura 6

288



ANALISIS MULTIRESOLUCION

289

o 11.8625
Fepresentacion de siniZnt)sinldntien '-;'Ell

0.79687 ’

.51

.26562

& +
14881 . 0.29%2 044643 . 0.59524 8.74485 8.89286 1.8417

-8.26562 ' '

-2.53125

ames?

Figura 7
Utilizando el DERIVE calcular la aproximacion en W5, W, v ;.
_ _ [Los detalles en W5 de sin2ntssindni _
8.881818
0.854545 _ . _ .
0.027273 - - =3 .
:0.133‘13 B.26687 0.4883 8.53373 B.66716 8.80886 B.93483
jﬂ 827273 =2 = - s H
-8.854545 = = . E i
-0.081818
~A.1AAY
Figura 8
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Los detalles en W7 de sinZmtesindnt

B.081818

B.B54545

B.627273

-8.827273
-, BE4G4E
Figura 9
! Los detalles en W de sindntsindnt
0.081418
0, 04540
B.0mn

40070

Figura 10
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