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Resumen

Se presentan algunas curiosidades de la aritmética.

Introduccién
“Es mejor saber cosas inttiles, que no saber nada”

En el presente documento se presentan algunas curiosidades en aritmética,
que permiten ver la matematicas desde un punto de vista lidico.

Los numeros inmodificables, multiplicacién a la rusa y algunas sumas cu-
riosas son los temas que se desarrollan a continuacion con sus respectivas
verificaciones. Es mi deseo, que el lector disfrute de estos topicos, pues cuan-
do nos divertimos con lo elemental con toda seguridad podremos llegar a la
comprension de los grandes conceptos de la matemaética.

1. Los Inmodificables.

Definicién 1. Sea x un entero positivo de la formax = apan_q1 -+ ----a1ag.
El invertido de x (inv(z)) se define como: (inv(z)) = apay -« - - Ap—1Gn,

Teorema 1. (El inmodificable 1089). Si x es un entero positivo de la forma
T = asaqag, donde , az # ag, entonces |x —inv(z)|+ inv|zr —inv(x)| = 1089.

Demostracion. Supongamos que x = asaiag, donde as > ag.

T =as - 100 + a1 - 10 4+ ag
inv(zx) =ag - 100 4+ aq - 10 + az
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Como ay > ag y necesitamos calcular = — inv(x), es necesario representar x
de la siguiente manera:

x =(az —1) - 100 + (a; +9) - 10 + (ao + 10).

Luego
x —inv(x) =(ag — 1 —ap) - 100 + 9 - 10 + (ap + 10 — az).
de donde
inv(x —inv(x)) =(ag + 10 — az) - 100 + 9 - 10 + (ag — 1 — ap).
Por tanto

x —inv(x) — inv(x — inv(x)) =900 + 180 + 9 = 1089.

La verificacién anterior es analoga si se supone que ag > as. O

Observacién. 1089 — inv(1089) — inv(1089 — inv(1089)) = 1089.

Corolario 1. (El inmodificable 99). Si x es un entero positivo de la forma
xr = arag donde ay # ag, entonces |x — inv(z)| + inv|z — inv(z)| = 99.
Verificacion para el lector.

Teorema 2. (Conjunto inmodificable base 10). Sea x un entero positivo en
base 10, de la forma x = ap,_q -+ -+ )
Los digitos del numero |z — inv(x)| + inv|z — inv(x)| siempre estin en el
conjunto {1,0,8,9}.
Verificacion para el lector.
Ejemplo 1. Sea x = 1245

|z —inv(z)| + inv|x — inv(z)| = 10890

Ejemplo 2. Sea x = 70021

|z —inv(z)| + inv|x — inv(z)| = 99099
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Los argumentos anteriores se pueden extender a otras bases, por ejemplo:
Teorema 3. Si x es un entero positivo en base 2, de la forma x = asayag,
donde ay # ag, entonces | — inv(x)| + inv|x — inv(x)| = 1001.
Demostracion. Supongamos que r = asaiag, donde as > agp.

x:a2~22+a1~21+a0

x:a0~22+a1~21+a2

Como ay > ag y necesitamos calcular z — inv(x), es necesario representar x
de la siguiente manera:

r=(ay—1)-224 (a1 +1)-2" +ap +2

Luego
r—inv(z) =(ag — 1 —ag) - 2>+ 1-2" + a9 +2 — ay
de donde
inv(z —inv(r)) =(ag+2 —az) - 2° +1-2+ (aza — 1 — ap).
Por tanto

x —inv(z) —inv(z —inv(r)) =22+ 22 + 1 =2° + 1 = 1001
La verificacién anterior es analoga si se supone que ag > as. O

Teorema 4. (Conjunto inmodificable base 2). Sea x un entero positivo en
base 2, de la forma x = anQp_1 -+~ a1ao

Los digitos del numero |z — inv(x)| + inv|x — inv(x)| siempre estin en el
conjunto {0,1}.

Verificacién para el lector.

Si el lector, repite el algoritmo anterior en cualquier base, podria deducir:
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Teorema 5. (Conjunto inmodificable base b). Sea x un entero positivo en
base b, de la forma xr = apap_1------ - aiag.

Los digitos del numero |z — inv(x)| + inv|z — inv(x)| siempre estin en el
conjunto {0,1,b —1,b — 2}.

Verificacién para el lector.

Dejamos al lector el descubrimiento de nuevas curiosidades de la funcion
inv(x).

2. Multiplicacién a la Rusa.

Una de las dificultades que los muchachos tienen cuando comienzas a apren-
der las operaciones basicas, esto es, suma, resta, multiplicacion y division,
es la de memorizarse las llamadas tablas de multiplicar; sin ellas nunca hu-
biéramos aprendido a dividir.

A continuacién presentamos un método para multiplicar niimeros enteros con
solo la tabla del 2.

Teorema 6. (Multiplicacion a la Rusa). Sean mg yng dos enteros positivos y

. . mi—1 .
las sucesiones finitas m; = ——,n; = 2n;_1, 1 = 1,2,3,-- -k donde my = 1.
. . . . mi—p — 1 _ )
(Si mi—1 es impar definimos la mitad como 5 para evitar nimeros

no enteros). Las sucesiones las podemos presentar en un cuadro asi:

mo o
mq n1
™o Mo
my; T

Mrg—2 | Ng—2

mg—1 Nk—1

mi. =1 N
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Se cumple que mg - ng es la suma de los donde m; es impar.

Lo anterior se puede ilustrar con un ejemplo:

Ejemplo 3. Calcular 9 x 8.

m0:9 n0:8
my, =4 niy = 16
moy = 2 ng = 32
ms =1 ng = 64
mo-Ng=ng+n3=8+64 =72

Se puede verificar facilmente que 9 x 8 =8 x 9.

Verificacién del teorema 6.

Sean mg y ng dos enteros positivos. Es evidente que mg y ng se pueden
representar como polinomios en base 2, es decir, de la forma:

mg :aiQi + ai_12i_1 R + a222 + a121 + a020
ng =b;27 +b; 1277 4 + 0927 4 b1 2" 4 5y2°

donde los a; es0 61y b; es 06 1.

Elaborando el cuadro de la hipétesis tenemos:

mo = a;2; +ai_12i_1 —+ - +a222 +a121 + ap ng = b]'2]' + b]'_12j_1 =+ -+ b222 + b121 + b020
m1=a;2i—1+a;i—12""2 4+ + a2 +a1 +0 n1 =0b;2j41 +bj_127 + -+ + 5223 + b122 + bo2!
me =a;i2 2+a; 12"+ 4a2+0+0 ng =b;2j40 +bj 12T 4o+ 520 + 5123 + bo2?
my =a;i2;_p+---+ag+0+---4+0 np = b2 +bj_127 TR 4 b2k g2kt 4 opok
m; =a; +04 - +0 n; =b;24; +bj_120 71 o4 by 281 4 p2°
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Multiplicando los términos ag, a1, as, - -+ , a;_1, a; con

;20 4+ b; 1277 o 5927 4 0128 + 092°, 5,27 4 b2 4 52° + 127+
bo2', 0,202 4 by 29T o 5p2t 5y 28 527, 0,20 TF by 2TTRT
b 25 4 028 ;29T by g A B 20 4 b2

respectivamente, tenemos que

J J J ) J
Qg Z kak + 2ay Z kak -+ 22a2 Z kak + -4 2% Z kak
k=0 k=0 k=0

S0 (20)

= Mono

En la expresién anterior se puede observar:

Si ar = 0 (esto indica que a;2°"% + -+ + a;, es par) entonces el término
b; 27k ... 4 28by no aparece en la suma anterior, de otro lado si a;, = 1 (esto
indica que @;2°"% + - - - + aj, es impar) entonces el termino b;277% + ... 4 2kp,
aparece.

Por tanto mg - ng es la suma de los n; donde m; es impar.

Observacién. Un teorema analogo al teorema 6 es:

Teorema 7. Sean mgy y ng dos enteros positivos y las sucesiones finitas
mi—1

m; = T,ni =2n,1,1 = 1,2,3,--- |k donde my, = 1. (Si m;—1 es impar
. . mi—1 + 1 _ )
definimos la mitad como — para evitar nimeros no enteros). Las

sucestones las podemos presentar en un cuadro asi:
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mo no
mq n1
mo no
m; n;
mg—2 Ng—2
mrg—1 Ng—1
my — 1 N

Se cumple que mq - ng es ni menos la suma de los n; donde m; es impar.

Lo anterior se puede ilustrar con un ejemplo:

Teorema 8. Calcular 13 x 25

mo =13 ng = 25
m1:7 n1:50
mo =4 ne = 100
ms = 2 ng = 200
my = 1 ny = 400
mo - Ng = Ny — N1 — ng = 400 — 50 — 25 = 325

La verificacién del teorema anterior la dejamos al lector.

3. Una Suma Misteriosa.

Observe la siguiente suma:

2304 + 3582 + 6417 + 6542 + 3457 = 22338

Note que la suma es anteponerle al primer sumando el nimero 2 y al nimero
resultante se le resta 2, es decir:

22340 — 2 = 22338.
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Observe la siguiente suma:
231 + 548 + 451 + 621 + 378 + 600 + 399 = 3228

Note que la suma es anteponerle al primer sumando el nimero 3 y al nimero
resultante se le resta 3, es decir:

3231 — 3 = 3228.

Observe la siguiente suma:
O9+9+9+9+9=41.

Note que la suma es anteponerle al primer sumando 4 y al numero resultante
se le resta 4, es decir:
45 — 4 = 41.

Si el lector analiza cuidadosamente los sumandos de los casos anteriores puede
deducir:

Afirmacion 1. Sean aiag, b1by, c1co, didy, e1eq nimeros enteros positivos de
2 digitos donde by +co=9,b1 +¢c1 =9,dy +e1 =9, ydy+ dy =9 Se cumple
que la suma de los enteros anteriores

Anteponerle el numero 2 al numero ayag y al resultado restarle 2, es decir,
al suma es 2a1ag — 2. Verificacion. Es evidente que la suma de los nimeros
anteriores es ajag + 198. Este numero se puede escribir asi:

ayag + 200 — 2.
Lo cual indica que la suma es

2@1@0 — 2.

El lector puede verificar facilmente que:

Afirmacion 2. Sean ajag, bibg, cico, didy, €10, fifo, G190 numeros enteros
positivos de 2 digitos donde by +co = 9, by +c1 =9, di +e1 =9,
do+do=9, i+ =9y fo+90=29. Se cumple que la suma de los enteros
anteriores es
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Anteponerle el niumero 3 al nimero a1% vy al resultado restarle 3, es decir,
al suma es
3aiag.

Las afirmaciones anteriores se pueden generalizar para enteros positivos de
mds digitos y mds sumandos, conservando las mismas caracteristicas.
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