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Resumen

Si 2 es un intervalo cerrado en R? se demuestra que existe una
funcién continua F : AU A~ — R3 tal que F(RAUA™!) es una su-
perficie paralelepipédica (salvo una cara) no degenerada. También, a
partir de una superficie pentaédrica del tipo anterior, se construye
una representacién vectorial de la misma. Ademds, se introduce una
funcién convexa no negativa ¢ : R — R tal que ¢—1(r) es una super-
ficie paralelepipédica no degenerada, para cada r > 0. El caso inverso
también es tratado: si € es un paralelepipedo tridimensional dado, se
construye una representacion cartesiana de la frontera de ¢ Final-
mente, se acuiia una funcién continua f : R? — R3 tal que f([a,b])
es una superficie poliédrica de caras paralelogramoides, determinadas
por una particién Py x P del intervalo cerrado [a,b] en R?. La traza
f(R? ~ [a, b]) es una superficie poliédrica de caras planas no acotadas
de dos especies.

Introducciéon

Hay una gran ausencia de conocimientos especificos sobre la geometria de
las superficies poliédricas ensambladas de paralelogramos en R?. Unas son
abiertas como en las Figuras 1 y 3, y otras cerradas como en el caso del
paralelepipedo, y en general las superficies zonoédricas acotadas por parale-
logramos ([2] pp. 27 - 30; [6] pp. 39 - 54; [7] pp. 241 - 243).

En el presente documento se acomete el estudio riguroso de las superfi-
cies paralelepipédicas no degeneradas y de las superficies abiertas ensam-
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bladas de paralelogramos y ciertas caras planas no acotadas (Ver Figura 3).
Ambas superficies seran tratadas paramétricamente, ademas de obtener la
primera superficie como un lugar geométrico de puntos en R? sujetos a cier-
tas propiedades métricas.

Las superficies paralelepipédicas abiertas por una cara (las que resultan al
omitir una cara en la frontera de un paralelepipedo, ver Figura 1) no se han
indagado hasta el presente desde el punto de vista paramétrico. Aqui abor-
daremos su geometria introduciendo un intervalo cerrado 2 en R? y una
funcién F : AU A" — R3 cuya expresién es una representacién vectorial
unificada de una superficie paralelepipédica F/(U2(!) abierta por una cara,
describiéndose minuciosamente sus vértices, aristas y caras como imégenes
de partes del dominio, bajo F' (Teorema 1.1). Ademads, dada una superficie
paralelepipédica del tipo anterior, se construye su representacion vectorial a
partir de sus vértices (Corolario 1.2).

Igualmente, se introduce una funcién convexa no negativa ¢ sobre R?® cuyo
conjunto de nivel p~!(r) es una superficie paralelepipédica no degenerada,
para todo r > 0 (Teorema 2.1). A la inversa, a partir de un paralelepipedo
tridimensional & se construye la ecuacion cartesiana unificada de la frontera
de & (Corolario 2.2), hecho que rematamos con la Iustracién 2.3.

Posteriormente se investigan las superficies poliédricas ensambladas de par-
alelogramos y otras caras no acotadas. Sean, [a,b] un intervalo cerrado en
R? dado, y P = P, X P, una particién de [a,b]. Se construye una funcién
continua f : R?> — R3 en términos de P, de dos matrices reales de érdenes
|Pi| x 3y | P x 3, y tres vectores constantes en R?, con las siguientes cuatro
propiedades geométricas:

i) La imagen bajo f de cada subrectangulo de P (Ver Figura 2) es un
paralelogramo en R3

it) La imagen bajo f de la unién de dos subrectdngulos adyacentes de P,
es la unién de dos paralelogramos adyacentes en R?

iii) f([a,b]) es una superficie (|Py| — 1)(|P| — 1) - édrica de caras paralelo-
gramoides de |Py|| P2| vértices
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iv) f(RT2 ~ [a,b]) es una superficie 2 (|P| + | P,|) - édrica de caras planas
no acotadas, 2(|P|+|Pz| —2) caras de la misma especie, y cuatro caras
que son regiones angulares las cuales se alternan con grupos de |Py| — 1
y |P2| — 1 caras de la misma especie, alrededor de f([a,b]).

Es decir, f : R? — R3? representa paramétricamente una superficie
(|P1|+1)(|P2| 4+ 1) - édrica en R?, con las propiedades descritas anteriormente
(Ver Figura 3). La descripcién detallada de las propiedades geométricas de
la traza de f se consignan en el Teorema 3.1.

La naturaleza metodologica del trabajo aqui desarrollado, es una articulacion
novedosa de nociones de algebra lineal, topologia y analisis convexo, en un
contexto que contrasta con lo clésico y tradicional.

Denotaremos con letra imprenta mayuscula los puntos o vectores (fila) de
R3, el producto interior usual mediante un punto . y el producto vectorial
por una cruz X.

1. Parametrizacion y Geometria de una Su-
perficie Paralelepipédica

Si Vi € R® y Wi, W, W3 son vectores linealmente independientes en R?,
entonces el conjunto

® — (Vi MW+ AW+ ATV | 0< A < 1),

Los teoremas 1.1, 2.1, 3.1 y los corolarios 1.2 y 2.2, consignados en la presente
investigacion, constituyen aportes originales, concebidos y demostrados por
el autor.

es llamado un paralelepipedo tridimensional generado por Wy, Ws, W3
([3] pp. 337 - 340, [2] pp. 122 - 124). Los 2° puntos

Vit MWL+ XaWe+X3Ws (A, A, A3) € {0,1}3,

son los vértices de & En el siguiente teorema usaremos estas nociones.
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1.1. Teorema

Sean A, B,C vy D vectores dados en R? tales que A, B y C son linealmente
independientes, y hagamos

A=[—1,2] x [0,1] (1.1.1)
Consideremos la funcién

F:aua! R (1.1.2)
definida por

Fu,v) = (ful + [o)) A+ (ju— 1 + [0~ I)B + (jo] — o — 1)C + D,
(1.1.3)

para todo (u,v) € A U AL expresién que representa vectorialmente una
superficie en R3.

Entonces la traza de F, es decir, F(AU®2™1), es la superficie de un paralele-
pipedo (salvo una cara) no degenerado de vértices

Vi=F(1,1) =24+ C + D,

Vo= F(0,1)= A+ B+C+D,

Vs = F(0,0)=2B — C + D,
V,=F(1,00=A+B—C+D, 114)
Vs = F(=1,0)=F(0,-1) = A+ 3B —C + D,

Vo= F(1,-1) = F(2,0) =24 + 2B — C + D,

Ve =F(1,2) = F(2,1) =3A+ B+C + D,

Vs = F(=1,1) = F(0,2) = 2A + 2B+ C + D,

dispuestas como se muestra en la Figura 1, aristas
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ViVy = F([0,1] x {1}), V2V = F({0} x [0, 1]),
VsV = F([0,1] x {0}), ViVi = F({1} x [0,1]),
ViVe = F({1} x [1,2]) = F([1,2] x {1}),
VoV = F({0} x [1,2]) = F([—1,0] x {1}),
VoV = F({0} x [1,2]) = F([—1,0] x {1}),
VsVs = F({0} x [-1,0]) = F([-1,0] x {0}), (1.1.5)
VaVe = F({1} x [-1,0]) = F([1,2] x {0}),
ViV = F([0,1] x {2}), VsVs = F({~1} x [0,1]),
ViV = F(0,1) x {-1}), TV = F({2} % [0,1)),
y caras
F([0,1)%) = convVy, - - , V4,
F([1,2] x [0,1]) = conv{ V1, V7, Vs, Vi },
F(]0,1] x [1,2]) = conv{ V4, V7, Vg, Va}, (1.1.6)
F([-1,0] x [0,1]) = conv{ V4, Vg, V5, V3},

F([0,1] x [-1,0]) = conv{V4, Vs, V5, V3},

la envolvente convexa de los vértices de los paralelogramos mostrados en la
Figura 1.

Figura: 1. La superficie paralelepipédica F'(24 U A1)
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Demostracion. Hagamos
Entonces, aplicando las propiedades de los determinantes,

det(Wy, Wa, Wy) = det(—A + B, —A+ B — 20, A + B)
= det(2B,2B — 2C, A+ B) = 2det(B, B — C, A + B)
= 2det(B,—C,A) = —2det(A, B,C) # 0,

dado que, por hipdtesis, los vectores A, B y C' son linealmente independientes
en R3. Por lo tanto, el conjunto

®— (Vi MW+ 0o+ ATV | 0< A <1},
es un paralelepipedo tridimensional generado por Wy, Wy, W3 de vértices

Vi+0-Wi+0-We+0-W3=V,, Vi+1W;+0Wy+0W3 =15,

Vi + 1W, + 1Ws + 0Ws5 = Va, Vi+0Wq + 1W, + 0Ws = Vi,
Vi+ Wi+ Wo+ W5 = Vs, Vi+O0Wy+ Wy + W3 =V, (1.1.8)
‘/1+0W1+0W2+W3:V7, ‘/1+W1+0W2+W3:V87

alaluz de (1.1.7) y la expresién que define a Vi en (1.1.4). Consecuentemente

los puntos Vp,---, Vg listados en (1.1.4) son justamente los vértices de ¢
dispuestos como se muestra en la Figura 1.

Percibiendo que el producto cartesiano [0, 1] x {1} es un segmento cerrado
de recta (jun conjunto convexo! ) de extremos (0,1) y (1, 1), entonces

F((0,1] x {1}) = F({1 - N(O0.1) + AL 1) | 0<A<1))

F=({(LD) | 0<A<1)={F(,1) | 0<A<1)
—{A+DA+(1-NB+C+D | 0<A<1}) (Por (1.1.3
={\WVi+(1-=-NV | 0<A<1} (Por (1.1.4))
=WV,

Anélogamente se prueban las demds relaciones en (1.1.5). Ahora probaremos
las afirmaciones en (1.1.6). Haciendo notar que [0,1] x [1,2] es una regién
rectangular cerrada de vértices (1, 1), (1,2),(0,2) y (0, 1), entonces

F([0,1] % [1,2]) = F({A(L, 1) + Ao(1,2) + Ag(0,2) + Ag(0, 1)
|0< N <1y MN+--+A\=1})
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=F({(M+ A M +20+2X 3+ M) [0S ST vy M+ + M\ =1})
=F{M+X+X+D) [0S <1 v M+--+N=1})
:{F()\l—l-)\g,)\g—l-)\g—i—l) ] 0< <1 vy )\1—|—~“+)\4:1}
={(M+20+M+DA+1-M+M)B+C+D|[0<N<1 y
M4t A =13
={(2M + 3% + 2 3 + M)A+ (A2 + 203 + M) B+ (A1 + - + \)C
+ M+ A)D [0S STy A+t N =1
={MR2A+C+ D)+ BA+B+C+ D)+ 3(24+2B+C + D)
+MA+B+C+D)[0<N<1T y M+--+M=1}
={MVi+Vi+ M+ MV | 0<A<1 v M+--+ =1}
= conv{Vy, V7, V%, Va}
= Region cerrada encerrada por el paralelogramo Vi V7V,
Similarmente se prueban las demds relaciones en (1.1.6). Ahora, teniendo
para 2 en (1.1.1) la siguiente representacién
A= ([-1,00U0,1] U[L,2]) x [0,1]
= [~1,0] x [0,1]U[0,1]*U[1,2] x [0,1],

entonces
A7 =0,1] x [~1,0]U[0,1]2U[0,1] x [1,2]

Asi AU A1 el dominio de F segiin (1.1.2), es la unién de cinco productos
cartesianos, por lo cual la traza de F' es

FERUA™ = F([0,1]2U[1,2] x [0,1]U0,1] x [1,2] U [~1,0] x [0,1] U0, 1]
x [—1,0])
= F([0,1]) U F([1,2] x [0,1]) U F([0,1] x [1,2]) U F([-1,0]
x [0,1]) U F([0,1] x [—1,0]),

precisamente la union de cada una de las regiones cerradas paralelogramoides
descritas en (1.1.6), con vértices y aristas segin (1.1.4) y (1.1.5).

Reciprocamente, dada una superficie paralelepipédica, salvo una cara, halla-
remos a continuacién su representacion parameétrica. O
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1.2. Corolario

Consideremos en R? una superficie paralelepipédica § dada, no degenerada
de vértices Vi, --- , Vg dispuestos como se muestra en la Figura 1, y abierta
por la cara Vj--- Vg, de aristas laterales W4_2|i_2|+2|i_3|,2' =1,---,4.Si%
es el rectdangulo cerrado (1.1.1), entonces la funcién

F:aua™t R (1.2.1)

definida por

1 1
F(u,v) =5 (lul +[o]) (Ve = V2) + S (ju = 1 + v = 1)(=2V1 + V2 + V1)
1 1
+ (ol = v =1))(Va = Vi) + 5 (3V1 + V5 = 213),
(1.2.2)
para todo (u,v) € AUAL,

para todo (u,v) € 2 U A™! representa vectorialmente la superficie § de
vértices como se indica en (1.1.4) (omitiendo la dltima igualdad para cada
V;), aristas y caras como en (1.1.5) y (1.1.6), respectivamente.

Demostracion. Hagamos
A=
C —

Entonces, de acuerdo a las propiedades de los determinantes,

=

_{/2) ,

B
(1.2.3)
(Vo —=Vi) ,D =213V + V5 —2V})

N[ D=

1
@mm&m:§¢ﬂw—%;ﬂ&H@H@%—w)

1
:g@m%—m@4%+%+W%—w)

(restando la segunda fila a la primera)
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1
= g det(Va = V1, Vo = Vi, =2Vi + 15 + V7)
1
= 7 det(Ve = Vi, (Vi = Vi) + (Vo = V1), =2Vi + Vo + V7)
1
= Zdet(%_vlavl_Vszvl_%_W)
1
(sumando la primera fila a la tercera)
1
= Zdet(Vg—Vl,W—Vl,W—Vl) #0 (Ver Figura 1) |

dado que § es un poliedro no degenerado. Por tanto, A, A, B, C'y D satisfacen
todas las hipdtesis del teorema 1.1. Sustituyendo las expresiones (1.2.3) en
(1.1.3) se obtiene la representacién (1.2.2) de la funcién (1.2.1). Puede asi ver-
ificarse que cada V; es la imagen bajo F de los puntos indicados en (1.1.4), y
consecuentemente la veracidad de las relaciones en (1.1.5) y (1.1.6) O

2. Representaciéon Cartesiana de una Super-
ficie Paralelepipédica

2.1. Teorema

Sean r > 0y A, B,C, G vectores dados en R? tales que A, B, C son lineal-
mente independientes, es decir,

A =det(4,B,C) #0 (2.1.1)
Consideremos la funcién convexa ¢ : R* — R definida por
p(X) =max{|A- (X = G)[,[B- (X = G)[,|C- (X = G)|}, (2.1.2)
para todo X € R3, y el conjunto de nivel
F={XeR| p(X)=r} (2.1.3)

Entonces § es una superficie paralelepipédica no degenerada de centro G y
vértices
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p

m:G+£mxB+Bxc+0xm,
%:G+£mx3—3xc+0xm,
Vo= G+ (Ax B—BxC-CxA) (2.14)

VA=G+(Ax B+BxC—Cx4),

\%+4:2G_‘/i7 izla"'747

dispuestos como se muestra en la Figura 1 (en este caso se incluye la cara
Vi Vh).

Demostracion. Hagamos

2r
W1 = _K B x C,
2r
Wy = X C x A,
W= -2 Axn
3 — _K X 9
Entonces,
8r3
det(Wr, Wy, W3) = 3 det(B x C,C' x A, A x B)
8r3
:—E(BXC)~(C><A)><(A><B)
8r3
:—E(BXC)~(C><A~B)A ([1], p. 492)
8 3
= —é (A-BxC)?
8r3 8r3
:_E.A2:_F7&0 (por (2.1.1))

Por lo tanto Wy, Ws, W3 son vectores linealmente independientes en R? y
consecuentemente el conjunto

®— (Vi MW+ AW+ AT | 0< A < 1)
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es un paralelepipedo tridimensional generado por Wi, Wy, W3. De vértices
Vi, -+, Vs dispuestos como en la Figura 1 y representados, segin (1.1.8), por
las expresiones en (2.1.4), teniendo presente Vy = V; — V5 4 V3 propiedad que
rige para todo paralelogramo Vj --- V.

Ahora, puesto que
?‘ =convVy,--- V5

la envolvente convexa de los vértices de & ([4] p. 158, Theorem 17.2; p. 167,

Corollary 18.5.1), si X es un punto de @ existen escalares Ay, -+, g no
negativos, \; + --- 4+ Ag = 1, tales que

8 4
X = Z)\’V’ =G+ Z()\z —Aipa) (Vi — G)
i=1 i=1
Entonces,

X—Gz%{()\l— A XB+BxC+CxA) + (A — Xo)

)+
(AXB—BxC+CxA)+AN—M)(AXxB-BxC—-CxA)
+()\4—)\8)(A><B—|—B><C—C><A)},

e

(X =G)=r{(A = A5) = (A2 = A¢) — (A3 — A7) + (A1 — As)

B - (X — G) = 7'{()\1 - )\5) + ()\2 - )\6) - ()\3 - )\7) — ()\4 — )\8)},
C- (X — G) = 7"{()\1 - )\5) + ()\2 — )\6) + ()\3 — )\7) + ()\4 - )\8)},
(2.1.5)
A (X —G)| < rim — Nepa| <7,
analogamente,

|IB- (X —-G)| <r

C (X -G <
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teniendo presente que

4

Z Ak — Appa] <1

k=1

([5] pp. 41 - 43, lema 2). Por lo tanto, volviendo a (2.1.2), p(X) < r, es decir,

Eco (01

Dado que ¢ es una funcién real convexa, propia cerrada, para todo X € R3,
entonces

int(™" ((0,7])) = {X €R* | p(X) <7}, y
Fr(e™ ((0,7])) ={X eR* | p(X) =71} =7 (Por (2.1.3))

([4] p. 59, Corollary 7.6.1)

Si X €convVs, -+, Vg C @', existen As, - -+, A\g no negativos, As+---+Ag = 1,
tales que
X=0Vi+- - +0Vi+AsV5+ - + A5,

reduciéndose las expresiones en (2.1.5) a

A~(X—G):(—)\5+)\6+)\7—)\8)7", B'(X—G):(—)\g,—)\ﬁ—i-)w—i—)\g)?",
C-(X-G)=-—r,

lo que implica, a la luz de (2.1.2) y (2.1.3),

SO(X>:71 y COHV{%,~~~,%}§S

Asi, utilizando (2.1.5) en general se prueba que todas las caras de ® estan
contenidas en §. Por lo cual,

Scot () vy E®CEEO)=5F (216

/
Si X € p—1((0,7]) ~ @‘, entonces X es un punto interior de @ (=R®~ @‘)
por ser @ cerrado, y el segmento GX C ¢! ((0,7]) corta a Fr(?‘) en un punto
P entre G y X por ser ® un poliedro convexo, esto es, P € int(¢—1 ((0,7]))
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([4] p. 45, Theorem 6.1) y ademds por (2.1.6) P € F.(o=* ((0,r])), lo cual
es imposible. Asf que = ((0,7]) C ® Concluimos que ¥ = ¢! ((0,7)), ¥
por ende que § = Fr(@‘)

A la inversa, en el siguiente corolario se construye la ecuacion cartesiana de
una superficie paralelepipédica dada. O

2.2. Corolario

Sea @ un paralelepipedo tridimensional dado, de centro G y vértices Vi, - - -,
Vs dispuestos como en la Figura 1. Entonces, la ecuacion cartesiana de la

}, (2.2.1)

frontera de ¥ (la unién de las seis caras de @ ) es,

Zdet(vj — GV i 894 —GX—-G)

2 2

oppa — G X —G)

j=1
3 .

D (1Y det(v; = G,V ;s yy— G X = G)

j=1

:’det(‘/l_Ga‘/?_Gax/?)_Gﬂa

o bien, reduciendo,

3
mix |37 (—1)Fl T2l det(vj GV,

1<i<3 —27%

7=1
= |det(Vi — G, Vo — G, V5 — G)|
(2.2.2)

Demostracion. Puesto que @ es un paralelepipedo tridimensional (es decir,
no degenerado) de centro GG, entonces

V=det(Vi — G, Va—G,V5—G) £0

207



MEMORIAS XIV ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y II DE ARITMETICA

Sea r > (0 arbitrario pero fijo, y hagamos

A=V H{-(Vi=G) x (Vo= G) + (V2 = G) x (V3 = G) = (V3 = G) x (1 = G)}
B=rV H{-(Vi =G) x (V2 = G) + (1o = G) x (V5 = G) + (V5 = G) x (Vi = G)}
C=rVH{-(V1=G)x (Vo= G)+ (V2= G) x (V5= G) + (V3 = G) x (Vi = G)}
(2.2.3
Entonces,
A =det(A, B,C) = 4r*V~! £0, (2.2.4)

o equivalentemente, A, B y C son linealmente independientes en R?;
AxB=2V" {(Vi—-G)+ (V53— G)},
BxC=2r*V"' {(Vi-G)+(Va -G}, (2.2.5)
CxA=2*V" {(Vba—G)+ (Vs —G)},

Sustituyendo (2.2.3) en (2.1.2), se sigue del teorema 2.1 que ¢ *(r) es la

frontera de un paralelepipedo no degenerado de centro G. Directamente
puede verificarse, reemplazando (2.2.4) y (2.2.5) en los miembros derechos de

(2.1.4), que los vértices de p~!(r) son, justamente, los vértices de @ (téngase

presente V; = V4 —Va+ V3 en el paralelogramo Vj - - - V}); es decir, & _ o (r)

Se infiere de la relaciéon que define a p~!(r) en (2.1.3), que la frontera de @
estd representada por la ecuacion (2.2.1).

2.3. Ilustracién

Sean
‘/1 = (17171)7 ‘/2:(17_171)7 ‘/3: (17_17_1)
‘/4: (1717_1): ‘/’i+4:_‘/i7 izl,...,4,
los vértices del cubo de Edmund Hess de arista 2 y centro el origen 0 de

R3, ubicados espacialmente como se indica en la Figura 1 ([2], p. 52). Si
X = (21,2, x3), entonces

det(‘/h ‘/27 ‘/3) = 47 det(‘/h ‘/27X) - 23:1 - 23:37
det(Va, V3, X) = 221 + 219, det(V5, Vi, X) = =229 + 223
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Remitiéndonos al corolario 2.2, y sustituyendo estos valores (con G = 0) en
la expresién (2.2.2), después de reducir obtenemos

1<i<3

una sencilla ecuacion cartesiana que represente la frontera del cubo de Hess.

]
y
bt
(@i bj41) (@iv1,bj41)
bit1t
Ai X Bj
b+
(ai,bj)  (air1, b))
bt
| | | | X
dy di i1 y,

Figura: 2. La particién P, X P, y un subrectangulo genérico

3. Parametrizacién y Geometria de una Su-
perficie (m+1)(n+1) -Edrica de 2(m+n)
Caras Planas no Acotadas y (m-1)(n-1)
Caras Paralelogramoides

3.1. Teorema

Sean @ y £ matrices matrices reales, arbitrarias pero fijas, de orden m x 3 y
n x 3, respectivamente, m > 2,n > 2; A, B, C vectores constantes en R?, y

ap < - < G, by < - < by, (3.1.1)
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numeros reales que definen particiones

Plz{a1,~~~ ,am} p22{61,~“ ,bn}, (312)

e intervalos cerrados

Ag = —00, |, Am: (m, +00),
0= 1 , | ) (3.1.3)

Ai:[aiaai-f—l]: 221:"':m_1:

By = (—o0, by, By, = [by, +0),

Bj:[bj,bj+1], j:1,~~~,n—1

Consideremos la funcién continua f : R? — R? cuya expresién
flw0) =(u =l Ju=an)@+ (o =bil o =S5
+uA—-—vB+C,

para todo (u,v) € R2, representa paramétricamente una superficie.

Entonces la traza de f es una superficie poliédrica en R?, con las siguientes
propiedades:

i) La imagen bajo f de cada subrectangulo de la particién P, x P, en R?

210

mostrada en la Figura 2, es un paralelogramo (posiblemente degenera-
do). Més exactamente, f(A; X B;) es una regién paralelogramoide, de
vértices

flai, bj), f(aiv1,05), f(@iv1,b541), f(ai bjs1),
izl:"'am_l ; jzla"'an_la
la imagen bajo f de los vértices del rectangulo A; x B;.

Por lo tanto, f([a1, am| X [b1,b,]) es una superficie poliédrica acotada y
ensamblada de (m — 1)(n — 1) paralelogramos, de mn vértices a saber,

f(aiabj>7 2:1,,m, jzla"'an

(Ver Figura 3).
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-
ra
e

fla,,b,)

--------

fla, b,]

\

flasb,)

o fia. bl

--------

fla by 7

- I]'é. S (R S ) - )
o ¥
HEWLN
‘;/"'. 3

Figura: 3. f(la1, am] X [b1,by,]) es una superficie poliédrica de mn
vértices ensamblada de (m — 1)(n — 1) paralelogramos

ii) f(A; X Bj) es una regién angular cerrada representada por

f(Ai x By) = £y + £ — f(%(m_mrp b%(n—l)—l—l)? (3.1.5)
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de vértice

f<a%(m—1)+1ab%(n_1)+1) (3.1.6)
y lados las semirrectas
£’Lj = {f<a%(m—1)+17 b%(n_l)"’l) + t{(l’ cee 1)
Q-1-n7ay|t=0} v
8 = { (a1 Daunya) FHL D)
£— 1(—1)%8} |t > 0}’

(3.1.7)

2207m ; j:07n7

de punto inicial comun (3.1.6). Posiblemente f(A; x B;) sea una figura
degenerada segin lo sean £;; o £i;.

iii) Si 1 <i<m —1 entonces

f(Ai x By) = | J L(i,5.\) (3.1.8)

0<A<1

la unién de una familia de semirrectas paralelas representadas por

2000 ={ (1= N F (b1 1) + A (@041,55 01040 )
| (3.1.9)
+t{ (1 )L =~ B> 0},

j:07n7

con puntos iniciales en el segmento cerrado de recta de extremos

f<ai7 b%(n_1)+1) y f(ai+1, b%(n—1)+1) (3.1.10)

Posiblemente f(A; x B;) sea una figura degenerada.

iv) Si1<j<n—1 entonces

f(A x By) = | 4G5, (3.1.11)
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la unién de una familia de semirrectas paralelas representadas por

A 50 ={ =N (0 n1y10:55) FAF (000100, (3.1.12)
er{ D@ (pmal=ol,

1 =0,m,

con puntos iniciales en el segmento cerrado de recta de extremos

f<a%(m_1)+1, bj) y f<a%(m_1)+1, bj+1) (3.1.13)

Posiblemente f(A; x B;) sea una figura degenerada.

Demostracion. Si I = {0,1,--- ,m} y J = {0,1,--- ;n} entonces I x J
esta representado por la siguiente union disjunta

[xJ=(I~{0,m})x (J~{0,n})U{0,m} x {0,n}

3.1.14
O~ O x 0} U m x (I~ (0 O

lo que aporta para R? la siguiente unién
R*= | A xB, (3.1.15)

(i,5)€IxJ

donde A;, B; son los intervalos cerrados introducidos en (3.1.3).

Se derivade (3.1.14) y (3.1.15) que la traza de la funcién f definida en (3.1.4),
puede escribirse como

FR) = |J f4ixB)
(ij)elxJ
_ U F(4; x B)) U U f(Ai x B;)
(4,9)€(I~{0,m})x (J~{0,n}) (4,)€{0,m} x{0,n}
U U f(As x B;) U U f(Ai % B)),
(4,9)€(I~{0,m})x{0,n}) (4,)€{0,m} x (J~{0,n})

razon por la cual las partes (i), -, (iv) del presente teorema describen con-
junta y totalmente la geometria de la traza de f.
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i) Dada la continuidad de f la traza

f([alaam] X [blabnb

=/ { U [aiaai—l—l]} X {O[bj,bj+1]}> (Por (3.1.1))
=f { U Ai} X {O&}) (Por (3.1.3))

— (U O F(A; % Bj)> = U f(Ai x b)),
(4.5)

i=1 j=1 €(I~{0,m}) x (J~{0,n})

es un conjunto compacto, por ser la unién de un numero finito de
conjuntos compactos. Si (¢,7) € (I ~{0,m}) x (J x {0,n}) entonces

f(aiabj) :(’ai _alya"' 7’ai _ai’7 ’ai _ai—l—l’a"' 7’ai _amD {'Q
+ (16 = bal, -+ b = b3 b — bjgal,- -+, [bj — ba]) £
+a;A+b;B+C,

f(ai-l—labj) :(!am - al’a"' 7’ai+1 - ai’a !az‘+1 - az‘+1!7"' 7’ai+1 - am!) €l
+ ([bj = bal, -+ 1bj = bjl, |bj = bjgal, - -+, [bj — ba]) €
+ a1 A+b;B+C,

flait1, b41) =(laivs — aa, -+ lairr — ails |aien — aial, -+ aivs — aml) 4
+ ([bj+1 = bal, - s |bjr = g, (b1 — by, - [bjn — bn]) £
+ a1 A+bjB+C,

flai, bj1) =(la; — arl, -+, Ja; — ail, lai — aial, -+ |ai — aml) €l
+ ([bj+1 = b1l [bje1 = bg] (b1 — by, - [bjn — bn]) £
+a;A+bj.1 B+ C,
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expresiones que implican
flai, bjvr) = flai bj) = f(aiv1, bjt1) — fait1, b)),
esto es,
fai, b;) f(aiva, 05) f (i1, bj1) f (@i, bjsa)
es un paralelogramo en R3, posiblemente degenerado

it) Si (i,7) € {0,m} x {0,n} entonces segin (3.1.3)

A = {ai(m_l)ﬂ (D)t > 0} y (3.1.16)
B; = {bi(n_lm —(~1)Fs| s > 0} (3.1.17)
Por tanto
’ai a1 — —1)%t—a :(—1)%{(1 — i, }—l—t
L(m—1)+1 ( k’ k L (m—1)+1
(3.1.18)
:’ai(m—l)_ak’—i_ta k:L“'ama
b%(n—l)—f—l - (_1)55 - bk’ = (_1)Z{bk - b%(n—l)—l—l} +s
(3.1.19)
- b%(n—l)—l—l_bk’—i_sa k:L » 1,
para todo t > 0, s > 0,
f<a%(m—1)+1 - (_1)#’57 b%(n—l)—f—l - (_1)55)
= %L (m-1)+1 — (_1)#75 - al’a B ’a%(m—l)—l—l - (_1)#75 - am’) @
+ < b%(n H+1 (_1)55 — b1, b%(n—l)—i—l - (_1)55 — by ) £
+ {a%(m—l)—i—l (_1)Et}A + {bi(n 1)+1 (_1)55}3 +C
— <’a#’(m_1)+1 aq +t, ,’ai(m_l)_’_l—am"i‘t GQ
+ < b%(n 1)+1 —bi|+s,---, b%(n—l)—l—l bn| +s) L
+ {a%(m—l)—i—l ( 1)Et}A+ {b%(n 1)+1 (_1)55}3 +C
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N {Q“ﬁ(m—nﬂ — &
+ < b%(n—l)—f—l — bil,

a#(m—l)—i—lA + b%(n—l)—i—lB + C}

e ”a#(m_l)_’_l—am’) {'Q

)€

(- @+ (s, ,5)€— (=1)wA— (~1)7sB
f<a#(m_1)+1,b%(n_1)+1) —i—t{(l’ R ’1)@ — (—1)%/1} + s

) b%(n—l)—f—l —bn

[f<%(m—1)+1ab%(n_l)+l) +t{(1,... 1a- (_1)%14}}
* [f<a%(m—1)+1ab%(n_1)+1) + s{(l’ )L (_1)%3}}
- f<a%(m_1)+1’ b%(n—l)ﬂ)

Se colige de aqui y (3.1.7) la igualdad en (3.1.5).

iii) Si (1,7) € (I ~ {0,m}) x {0,n} entonces el intervalo A; en (3.1.3)
también tiene la siguiente representaciéon

Ai = {(1 — )\)az + )\CLH_l ’0 < A < 1},
ademas de percibirse que

(1= Aai + Aair = ax| = |(1 = M(ai = ar) + Maips — ax)]

= (1= Nl — i + Mo —agl,
0<A<1 k=1, ,m
Asi reteniendo (3.1.17), obtenemos
<( Nai + Adis1, 0101 (_1)%5)
= (|(1 = Nai + Aazr —arl, - (1= Nai + Aapr — am))@
<b](n 1)+ (—1)55—51 U bgl_'(n_l)ﬂ—(—l)%s—bn ))3

{1 = Nag + Aaspi }A + {bi_-(n_l)+1 . (_1)%5}3 +C
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=((1- )!az—all + Magsr —arl, -+ (1= Nlai = ap| + Mais — an|) @
< —|—s)£

+{1- )az—i-)\ahq}A—i-{b](n b1~ (“DFs}B4+C (Por (3.1.19))
= (1= Nlai—ail,+ [ — am|) &

( ay
+ < b%(n—l)—i—l — by, ) b%(n—l)—i—l — by
( b

b?(n 1)+ ) bl(n—1)+1 — by,

)E+aid+ by B+C}

1
Mlais —arl, -+ Jaiss — am|) @
1

b ryer = B ) 2+ @A+ by B C

b%(n—l)—f—l
i

(s,--+,8)L—(=1)"B

= (1 - )\)f<aza b%(n_1)+1) + )\f<ai+17 b%(n_l)_}_l) + S{(la T 1)L - (_1>%B}7
0<A<1 ;820

+
+
+

De aqui y (3.1.10) se infiere la igualdad en (3.1.8).
i) Si(i,7) € {0,m} x (J ~ {0,n}), una expresién como (3.1.20) es vélida
al reemplazar a, i, m por b, j,n, respectivamente. Ademas teniendo en

cuenta (3.1.16) y (3.1.18), con una técnica similar al caso anterior se
demuestra la (iv) parte del presente teorema.
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