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Introducciéon

La matemdatica es una parcela de nuestro universo personal en
la que los elementos de la realidad son menos importantes que las
relaciones que nuestra mente establezca entre ellos.

El pedazo de papel escrito no constituye unicamente el resultado
del proceso de hacer matemadtica, sino un medio para transmaitir
imdgenes ya configuradas antes de tomar la pluma.

Los articulos, libros y demas son solo un medio para plasmar
1deas.

Adaptacién de frases dichas por Salvador Dali [30]

Este trabajo son los dos primeros capitulos del trabajo de grado Hahn-
Banach-Tarski, los primeros pasos hacia la version constructiva de la parado-
ja de Banach Tarski. presentado en la Universidad Nacional de Colombia en
el ano 2003. Estos capitulos fueron presentados en el XIV Encuentro de
geometria y sus aplicaciones en Junio del 2003 con sede en la Universidad
Pedagogica Nacional.

Empecemos mencionando algunas de las concepciones tocantes a la mateméa-
tica constructiva.

Lo primero que diremos es que aqui no diferenciaremos entre la matematica
constructiva y la matematica intuicionista. En principio, muy en el fondo,
estos dos tipos de matematica son distintas. La matematica intuicionista es la
que esta relacionada directamente con las ideas de Brouwer y solo permite los
razonamientos que usen légica intuicionista; la matematica constructivista,
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se refiere a la que hace construcciones que valgan en cualquier contexto cons-
tructivo. Por contexto entenderemos topos de Grothendieck, por lo que las
técnicas de trabajo en cada uno de tales tipos de matemaética pueden llegar
a ser sustancialmente distintas. Por ejemplo, para demostrar un teorema ¢
en matematica intuicionista sélo esta permitido usar métodos constructivos,
en cambio para demostrar ¢ en matematica constructiva esta permitido usar
técnicas no constructivas como el Axioma de Eleccién, siempre y cuando
logremos concluir que ¢ vale en cualquier contexto constructivo.

Lo comun a estos dos tipos de matematicas es que las proposiciones que
pueden ser demostradas en cualquiera de las dos, valen en los mismos con-
textos, lo cual es nuestra razon principal para no diferenciarlas. Otra razon es
que procuraremos hacer una combinacion de las dos para elaborar nuestros
argumentos més facil y claramente.

Hablemos un poco de lo que son los métodos constructivos.

Decir que una proposicion p ha sido demostrada por métodos constructivos,
para nosotros va a significar, que p fue demostrada usando légica intui-
cionista.

= Demostrar p A ¢ significa que hemos demostrado constructivamente p
y hemos demostrado constructivamente q.

= Demostrar constructivamente pVq significa que o bien hemos demostra-
do constructivamente p, o bien hemos demostrado constructivamente

q.

= Demostrar constructivamente p — ¢ significa que tenemos un método
finito con el cual toda construccion de p se puede transformar en una
construccién de q.

= Demostrar —p significa que suponer p nos lleva a una contradiccion.

» Demostrar (3z)(p(z)) significa que podemos dar un método finito para
exhibir a tal que se cumple p(a);

s demostrar (Vz)(p(x)), significa que tenemos un método finito tal que
para cualquier a podemos mostrar que vale p(a).
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En este punto es bueno notar que la matematica intuicionista no se caracte-
riza unicamente por rechazar el uso del Axioma de Eleccion, ni por criticar
la concepcion del infinito como un ente acabado o condenar el uso de la re-
duccién al absurdo, tal como muchos lo creen, restando asi méritos al trabajo
de los constructivistas. No se puede negar que en algiin momento se pudo
pasar por este modo de entender, pero es una etapa completamente superada.

En este momento, para hacer matematica constructiva se requiere de un muy
buen conocimiento y entendimiento de la matematica clasica. Se reconoce
de manera abierta que el trabajo hecho en matematica clasica es de vital
importancia para el desarrollo de cualquier tipo de matematica, como caso
particular la matematica intuicionista. Los grandes avances en matemaética,
segin nos ha mostrado la historia, tienen un fuerte componente clasico.

Lo que se hace generalmente en la matematica constructiva es analizar a
fondo los métodos utilizados cldsicamente, para poder llevarlos a formula-
ciones constructivas comiunmente mas generales que las dadas clasicamente;
un ejemplo tipico de esto es el trabajo en teoria de categorias. Por este moti-
vo, en este trabajo se intentara evitar hacer referencia directa a los elementos
que constituyen las estructuras en cuestion. En ningiin momento se pretende
mutilar la matematica dejandola sin sus resultados mas importantes como
son el teorema de Hahn-Banach y el teorema de Tychonoff, entre otros. El
ideal es que todo resultado F' demostrado clésicamente tenga una contra-
parte I’ demostrable constructivamente, la cual, trabajando cldsicamente,
sea equivalente a F'.

Una de las principales razones para clamar por las demostraciones construc-
tivas es la pérdida de informacion que podria acarrear la demostracion clésica
de F'. Tomemos el siguiente ejemplo clasico.

b

Proposicion 1. Existen dos nimeros irracionales a, b tales que a’ es racional.

., . 2 . .
Demostracion. Si \/if es racional tomamos a = b = \/5, sino tomamos
2
a = \/5\/_, b= /2y tenemos que

= (V27— B — o,
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El problema en la conclusion de esta demostracion consiste en que nos queda-
mos sin saber al fin quiénes son exactamente a y b, sabemos que en cualquier

. V2
caso b = \/5, pero no sabemos si a = V20 a=+2"". 0 seano tenemos una
respuesta exacta.

Un ejemplo es el teorema de Hahn-Banach. El desconocimiento de la exten-
sion garantizada por dicho teorema nos priva de cualquier propiedad que
queramos imponer en un futuro sobre el funcional encontrado.

Esta es una de las razones para no aceptar el Axioma de Eleccién, pues nos
habla de la existencia de un objeto matematico A, el cual puede ser un ele-
mento maximal o un buen orden dependiendo de la forma de eleccion que se
use, pero en ninglin caso nos dice quién es A, no nos da una descripcién de A,
solo nos dice que dicho A existe, nada mas, de modo que no tenemos informa-
cién para hablar de A, algo lamentable pues los objetos que se obtienen por
estos métodos son muy interesantes, son supremamente utiles. Un ejemplo
de ello es el teorema de Hahn-Banach. Otro ejemplo, si quisiéramos saber si
el intervalo [a, b] en los reales es compacto con la topologia inducida por el
buen orden que se debe tener por el Axioma de Elecciéon, simplemente no
podriamos saberlo, pues no sabemos cémo es dicho buen orden. Ni siquiera
podemos responder como es dicha topologia con respecto a la topologia usu-
al, con lo cual de nuevo recalcamos que tener existencias sin saber quien es
el objeto mencionado no es tan bueno. En un principio es util pero después
de que se sabe que existen dejan de ser tan interesantes. Tal vez no dejen
de ser interesantes, pero digamos que dejan de ser manejables. No existe un
tratado con un titulo como Sobre la separabilidad de los abiertos usados en
los subcubrimientos finitos obtenidos por el teorema de Tychonoff, el punto
no es si dicho tratado es o no 1til, el punto es que es sobremanera complica-
do intentar determinar una propiedad sobre todos los subcubrimientos finitos
obtenidos por Tychonoff, pues no tenemos la mas remota idea de como sean
en general. La propuesta que hacemos es que una vez se ha obtenido algo
con el Axioma de Eleccion, el cual debe ser el primer método para demostrar
dicha existencia, se debe volver sobre lo hecho con la intencién de construir
dicho objeto. Hablando platonicamente, si sabemos que dicho objeto existe,
por el Axioma de Eleccién u otro método no constructivo, debemos hacer
el camino para llegar a ¢él directamente y poder contemplarlo en toda su
inmensidad.
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Antagénicamente, hay momentos en que la matematica clasica peca por ex-
ceso de informacion. Estos excesos son comuinmente debidos a los infinitos
actuales. Por ejemplo, consideremos una sucesion {x, },en completa, es decir
sabiendo como es x, para cualquier nimero natural n. Esto es demasiada
informacion, de la cual la mayoria es inoficiosa. Si en vez de eso considera-
mos el método para construir x,, para todo nimero natural n, es algo mas
manejable a partir de lo cual eventualmente puedo saber cémo es toda la
sucesion.

El punto es trabajar solo con la informacion que sea necesaria.

s Como sé cudl es la informacion necesaria?

Su pregunta es andloga a la pregunta qué se hace cuando se esta comen-
zando en las matematicas ;Como sé qué camino tomar para hacer una de-
mostracion?, en ambas la respuesta es la misma: Fso se va descubriendo con
el trabajo.

Los constructivistas contemporaneos no tratan de ir en contra de ninguna co-
rriente para fundamentar las matematicas. Ya no se discute si la matematica
es una parte de lalégica o si la 16gica es una parte de la matematica. Se discute
mas bien el por qué llevar a cabo dicha discusion. No se reniega de los sistemas
axiomaticos, como alguna vez lo hiciera Brouwer. La matematica constructiva
los usa de manera constante y fructifera, el sistema axiomatico para la légica
intuicionista es bien conocido. Aqui el uso de sistemas axiomaticos estara a
la orden del dia. Lo que se rechaza es el uso de sistemas axiomaéaticos que se
enuncien sin hacer primero una referencia a un contexto en el cual dichos
axiomas tengan sentido. En una opinién muy personal, considero que reducir
la matemaética a un simple juego con simbolos es tan insensato como reducir
una obra de Bach a un simple garabateo sobre una partitura.

Es sabido que las demostraciones intuicionistas pueden llegar a ser tediosas,
pesadas e ilegibles comparadas con sus contrapartes clésicas. Sin embargo en
matematica intuicionista las demostraciones pasan a segundo plano, dejan de
ser el motor de la matematica. Por supuesto que hay que hacerlas detallada
y cuidadosamente, pues son la base de las matematicas, pero lo realmente
importante son las ideas, lo realmente importante es saber qué es lo que
hay que demostrar, lo que en nuestro contexto seria: jcual es la version F’
constructiva?, ;cudl es la minima informacion necesaria? Esa es la parte
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importante; como decia Riemman

si tan solo tuviera los teoremas (enunciados) facilmente hallaria sus
demostraciones.

Para terminar esta introduccién y entrar en materia, fijemos un poco la
notacion que no es tan comun.

Notacion 1. Si tenemos un conjunto de sentencias I' y una proposicion o,

escribiremos,
r

Y

¥
lo cual significard que de T" se deduce ¢ .

Notacion 2. Si escribimos,
v
(p Y
ello significard que de 1 se deduce ¢ y que de ¢ se deduce ) .

Notacién 3. Cuando hablemos de conjuntos, en lugar de decir AN B # (),

diremos,
A B;

lo cual significard (3x)(x € ANz € B).

Esto ltimo es mas fuerte que decir simplemente que su interseccién es no
vacia pues necesitamos un método para construir el elemento comtn, lo cual
en términos demostrativos es bastante diferente. A un conjunto A para el
cual podamos demostrar que (3x)(z € A) lo llamaremos habitado

No siendo mas, entremos en materia.

Notas y Referencias

Lo escrito en esta introduccién es mas o menos uno aproximacion al a cosmo-
visién del autor, el cual se responsabilisa por lo dicho en ella, hay diferentes
frases tomadas con algunas modificaciones de ( [11, 5, 6, 10, 13, 21, 23, 31]).
La introduccién es una articulacion de los articulos anteriormente citados.
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1. jTopologia de la Esencia o Esencia de la
Topologia?

Cuando los patitos salieron del cascaron, su primera frase fue

la siguiente: “jQué grande es el mundo! 7 Y no es extrano, pues
respiraban mas libremente que en el estrecho recinto de su cas-
caron.
-2 Creéis tal vez -dijo la madre-, que lo que veis es todo el univer-
so? Oh, no: el mundo se extiende hasta el otro lado del jardin,
hasta la iglesia, cuyo campanario he divisado una vez, sin pasar
de alli. Fragmento de “El Patito Feo ”[1]

Empezaremos haciendo un analisis de la topologia intentando dar una jus-
tificacion, mas o menos aceptable, del por qué usar las técnicas que aqui se
presentaran.

Segun se dijo anteriormente, este capitulo lo podriamos ver como un ejemplo
en el cual se busca la generalidad de un concepto clasico. En este caso el
concepto de topologia.

Primero hagamos un breve recuento clésico.

1.1. Espacios Topolégicos Clasicos

La forma mas comun de definir un espacio topoldgico, es la que hace referen-
cia directa a la topologia:

Definicién 1. Un espacio topoldgico es una pareja (X, 1), donde X es un
conjunto, T C P(X), tal que 0,X € 7, T es cerrado para uniones arbi-
trarias e intersecciones finitas. A T se le llama una topologia para X, y a los
elementos de T se les llama abiertos.

Ejemplos de espacios topoldgicos son:

. <X7 {@,X}>,
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. <X7P(X>>a

» (R,B),donde B={ACR:A=J,,(a;,b;),I CN,a;b; € R}.

Las topologias son a veces mejor representadas a través de las llamadas bases.
Definicién 2. Un conjunto S C P(X) es una base para una topologia sobre
X, siy solo si S es cerrado para intersecciones finitas.

Esto equivale a decir que si tomamos 7 como la coleccion de todas las uniones

de elementos de S tenemos que 7 es una topologia para X.

Un ejemplo de base es S = {(a,b) : a,b € R}, la cual es una base para la
topologia usual de los reales.

Otra forma de generar topologias es a través de las llamadas subbases.
Definicién 3. Un conjunto W C P(X) es una subbase para una topologia si

y solo si
T:{ﬂsi:neN,siEW};

i=1

es una base para una topologia sobre X.

Claramente toda base es una subbase, pero existen subbases que no son bases.

Hay varias propiedades acerca de las topologias que iremos discutiendo a
medida que las vayamos necesitando.

1.2. Parejas Basicas

Antes de continuar consideremos el siguiente problema:

. Qué tienen en comun en las tres maneras presentadas en la seccion
anterior para generar topologias?
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Réapidamente se puede pensar: Un conjunto X sobre el cual se monta la
topologia. Con un poco mas de analisis, ustedes debieron notar que en las
parejas (X, 1), (X, S), (X, W) se tiene que 7,5, W C P(X). O sea, hay otro
conjunto relacionado. Pueden hablar de las propiedades de los conjuntos
7,5, W, pero eso no nos interesa por ahora, lo que nos interesa es otra se-
mejanza, que tal vez ustedes intentando hayan notado, o que dada su evi-
dencia, hayan considerado irrelevante. Me estoy refiriendo a que el conjun-
to X y el respectivo 7,5, W estan relacionados. En un principio decimos
T CP(X),S CPX)W CP(X),lo cual es de por si una relacién, pero lo
que quiero resaltar es que existe ademas una relacion entre los elementos de
X y los elementos de 7, S, W, en este caso dado x € X y un elemento a en
7,5 6 W, segun sea el caso, existe la relacion “x es un punto en a ” o sea
“‘rea”.

¢Para que entramos en estos detalles?
Para hacer una abstraccién presentando la siguiente definicion,

Definicién 4. Una pareja bdsica es una estructura x = (X, I, S) donde X, S
son conjuntos (clases si es necesario), I es una relacion binaria de X a S *.

Helena: ¢ Por qué las llama parejas bdsicas si son una tripla?
Las llamamos parejas basicas, porque lo importante es la relacion IF la cual
es una relacion binaria, y son basicas en el siguiente sentido:

Todo lo que necesitamos para hacer topologia son parejas
bdsicas .

Calma estimados muchachos, no abandonen este saléon tan rapidamente por
una afirmacion tan insensata. Admito que el utilizar la palabra “todo”fue
un tanto pretencioso, pero a lo que me refiero es que usando parejas basicas
podemos definir las nociones de abierto, cerrado, punto interior y punto de
frontera entre otras.

; Como?

Dame tiempo.

1Si simplemente pedimos que I- sea una relacién n-aria, tenemos los llamados espacios
de Chu, los cuales estan siendo usados en la teoria de la computacién.
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Antes de empezar, hay que notar que todo espacio topoldgico (X, 7) se puede
ver como una pareja basica tomando

X=X, 5=r71lF=€.

Gracias a nuestra definicion, en principio no toda pareja bésica es un espacio
topologico pues no hemos dicho nada sobre S ni sobre la relacién I-. El
objetivo primordial de este capitulo es ver cuando una pareja basica define
un espacio topoldgico. Algunos ejemplos de parejas basicas son los siguientes.

Ejemplo 1. Sea S la clase de los cuerpos de caracteristica p, y sea X la
clase de polinomios con coeficientes en los cuerpos de S. Definimos q(z) IF F
si y solo si q(x) tiene una raiz en F.

Ejemplo 2. Sea X el conjunto de sentencias sobre el lenguaje de una teoria
T y sea S la clase de modelos de la teoria T'. Definimos ¢ |- M si y solo si
M walida ¢ (M E ¢).

Veamos un ejemplo un tanto menos matematico.

Ejemplo 3. Sea X el conjunto de sustantivos en el idioma castellano, S
el conjunto de adjetivos en el mismo idioma, sea P un individuo que habla
espanol. Tomando x € X, yb € S definimos x I b si y solo si el individuo
P aplica el adjetivo b al sustantivo x.

Estos son ejemplos de parejas bésicas que estan lejos de ser espacios topolégi-
cos, especialmente el iltimo. Aun asi, es interesante que podremos hablar de
abiertos y cerrados en estos ejemplos.

1.3. Los Operadores ext ,rest, 0, <O

Dada una pareja basica (X, IF, S) podemos definir inicialmente dos funciones.

Definicién 5. Dado x € X definimos Cx = {a € S: x Ik a}, es decir, una
funcion
O X = P((9).
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Ejemplo 4. Tomemos la pareja bdsica del ejemplo 1. Si p(x) es un polinomio
O p(x) es la clase de cuerpos en los cuales p(x) tiene una raiz.

Ejemplo 5. Pensemos en la pareja bdsica del ejemplo 2. Si ¢ es una sen-
tencia, < ¢ es la clase de modelos en los cuales vale p. Si O =5, @ es un
teorema de la teoria T

Ejemplo 6. Consideremos la pareja bdsica del ejemplo 3. Si s es un sustan-
tivo en espanol, < s es el conjunto de adjetivos que P asigna a s, es decir,
las caracteristicas que el individuo P cree que el sustantivo s posee.

[gualmente, dado a € S podemos definir
Definicién 6. exta = {z € X : z IF a}, o sea tenemos una funcion
ext : S — P(X).

Ejemplo 7. Considerando la pareja bdsica del ejemplo 1, si F' es un cuerpo,
ext F' es la clase de polinomios que tienen una raiz en F. En este contexto
podemos hacer afirmaciones como la siguiente:

Tomando p(x) € X, podemos afirmar que F' contiene al cuerpo de descom-
posicion de p(x) si y solo si | p(x) C ext F, donde | p(x) es el conjunto de
factores de p(x).

Ejemplo 8. Tomemos la pareja bdsica del ejemplo 2. Si M es un modelo de
la teoria T', ext M es el conjunto de sentencias que valen en M o sea ext M
es la teoria del modelo.

Ejemplo 9. En la pareja basica del ejemplo 3, para un adjetivo a, exta es
el conjunto de sustantivos los cuales P cree que cumplen a, o sea al alcance
del adjetivo a segun P.

Hagamos un dibujo que nos represente lo anteriormente dicho.
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puntos observables

Figura: 1

A los elementos de X los llamaremos puntos concretos, o simplemente puntos
por brevedad, y a los elementos de S los llamaremos observables. La idea
intuitiva de esos nombres esta en que si x I a, a de cierta manera se puede
ver como una vecindad de x. Para aclarar un poco recordemos las nociones
de interior y clausura usadas en topologia. En nuestro contexto, dado un
D C X podemos hablar de su interior y clausura como sigue,
x €int D siy solo si Ja(z IF a Aexta C D),
x €clD siysolosiVa(zlFa— exta () D).
Esto lo podemos hacer siguiendo la idea de que los elementos de .S son analo-

gos a los elementos de la topologia. De lo cual inmediatamente podemos
decir,

Definicién 7.

D es abierto si y solo si D = int D,
sty solo st D C int D.

D es cerrado si y solo si D =cl D,
sty solo siclD C D.

428



TOPOLOGIA DE LA ESENCIA O ESENCIA DE LA TOPOLOGIA?

Esta es entonces nuestra primera aproximacion a las parejas basicas como
espacios topologicos. A cada pareja basica le podemos asignar el conjunto de
subconjuntos de X que son abiertos segin la anterior definicion, igualmente
podemos asignarle el conjunto de cerrados. Estos abiertos (cerrados) casi
cumplen las propiedades para ser una topologia.

¢Cudl es el problema?, tiene abiertos y cerrados, ademds la
definicion que usted hace es andloga a la definicion de interior y clausura en
topologia. Stmplemente hay que interpretar los elementos de S como abiertos
y ya.

No podemos decir eso tan apresuradamente. Es cierto que estos abiertos
son cerrados para uniones arbitrarias, pero no necesariamente son cerrados
para intersecciones finitas. Ademas no necesariamente X es abierto, pues
dado z € X si queremos que sea un punto interior necesitariamos
Jda(z IF a Aexta C X), y nada nos dice que dicho a exista.

Nuestro objetivo es volver la topologia plenamente formal. Los abiertos que
hemos definido son subconjuntos o subclases de X, los llamaremos abiertos
(cerrados) concretos; como queremos trabajar sintéticamente, es decir, de
manera que lo que hagamos pueda ser interpretado en teoria categorias, us-
ando categorias arbitrarias o por lo menos en las categorias llamadas topos.
Esto nos permitiria afirmar que nuestro trabajo es constructivo [13, 3, 18, 10].

Mas adelante volveremos sobre los operadores cl e int .

Al tomar D C X estdbamos intentando motivar la extensién de las fun-
ciones <, ext sobre P(X),P(S) respectivamente. Esto se puede hacer de
una manera muy natural como sigue.

Definicién 8 (Diamante, <). la funcion & : P(X) — P(S) la definimos
de la siguiente manera: Sea D C X,

a€ <D siysolosi3x(xlFaNz e D),

si y solo siexta () D.

En otras palabras & D = {a: Jx(z - a ANz € D)}.

Una lectura intuitiva para b € <& D es la siguiente: b toca a D . Podemos ver
que O D = J,cp O
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A partir de ahora, cuando nos refiramos a & nos referiremos al funcién ante-
riormente definida. Cuando escribamos < x lo interpretaremos como < {z}.

De la misma manera podemos extender ext diciendo,

Definicién 9 (ext). La funcion ext : P(S) — P(X) la definimos de la
siguiente manera : Sea U C S,

x€extU siysolo siJa(xlFanaelU),
siy solo si O () U.

Lo cual dice que extU = {x: Ja(zlFaNacU)}.

r € ext U intuitivamente nos dice: z es un punto en un elemento a de U.
Podemos ver que extU = |, exta.

A partir de ahora, cuando nos refiramos a ext nos referiremos al funcion
anteriormente definida. Cuando escribamos exta lo interpretaremos como
ext {a}.

Mirando las definiciones de ext , &, vemos que sélo hablamos de IF por medio
de cuantificadores y conectivos logicos, luego podriamos pensar en sus duales
de la siguiente manera.

Definicién 10 (Caja O). Definimos la funcion O : P(X) — P(S) de la
siguiente manera: Sea D C X definimos,

a€ 0D sivysolo siVae(zxl-a— x € D)

sty solo st exta C D.

Lo cual quiere decir que OD ={a:Va(zlFa— x € D)}.

Intuitivamente a € O D se puede leer todos los puntos de a estin en D, o
sea, a esta dentro de D.

Ejemplo 10. Consideremos la pareja bdsica del ejemplo 2, dada D una clase
de sentencias, O D es la clase de modelos tales que Th(M) C D.

Igualmente podemos definir el dual de ext .
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Definiciéon 11 (rest). Definimos la funcion rest : P(S) — P(X) de la
siguiente manera: Sea U C .S definimos,
x €restU siy solo siVa(zlFa—aclU),
sty solo s1 O x CU.

Lo cual es igual a decir que restU = {x :Va(zlFa — a € U)}.

Ejemplo 11. Tomemos de nuevo la pareja bdsica del ejemplo 2, dado U una
clase de modelos, rest U es la clase de las sentencias que solo valen en los
elementos de U.

Debido a que el origen de los dos ultimos operadores es la logica y no la
topologia, su lectura no se considera para nada evidente.

Karla: ¢Para qué estos operadores?
Pues porque ahora tenemos cuatro funciones,

O P(X) — P(S) rest : P(S) — P(X);
O :P(X)— P(5) ext : P(S) — P(X).

Antes de continuar hagamos el siguiente diagrama con las relaciones entre
los operadores <, 0, ext , rest.

P(X) < P(5) P(X) — P(5)

operadores reextU  simétricos exta (D
existenciales Sx U a €D

< =

E 5

= 2
operadores r €restU — acOD
universales Cx CU simétricos exta C D

Figura: 2
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Volviendo a las funciones, es bien sabido que para un conjunto o una clase X,
el conjunto o clase formado por P(X) es un reticulo completo, co-completo,
y distributivo, es decir, es un algebra de Heyting. Ademas es sabido que los
abiertos de un espacio topoldgico forman un algebra de Heyting. Luego seria
muy bueno si las funciones &, 0, ext , rest fueran funciones entre reticulos,
y que preservaran las uniones y las intersecciones. No pedimos que sean fun-
ciones entre algebras de Heyting puesto que esa no es la nociéon que se usa
para representar espacios topologicos constructivos. La nocion usada es la
nocion de local, que difiere de la de dlgebra de Heyting sélo cuando se con-
sideran los morfismos entre locales, los cuales son distintos de los morfismos
entre algebras de Heyting.

Tenemos entonces la siguiente proposicion.

Proposicién 2 (Monotonia). Los operadores O, < rest,ext son mond-
tonos. i.e; st U CV entonces DU C OV, igualmente para <, rest , ext .

Demostracion. Solo consideraremos los casos & y rest, los otros son simi-
lares.

Sean U C V C X, sea a € OU entonces tenemos Jz(x |- a Az € U).
Como U C V' tenemos x € V luego podemos decir a € &V en conclusion
QU COV.

Sean U C V C S, sea x € rest U, entonces ¢ x C U, o sea que podemos decir
Oax CV de donde concluimos que x € rest V', o sea rest U C rest V. O

Sigamos haciéndonos preguntas sobre las cuatro funciones construidas. Sabe-
mos que P(X), P(S) como reticulos tienen unos elementos muy especiales, co-
mo lo son X, (0, S, () respectivamente. ;Qué pasa con estos elementos a través
de los operadores que hemos definido? Con un poco de andlisis nos damos
cuenta de lo siguiente:

Proposicién 3. Para cada pareja basica (X, I, S) se tiene:

OX =25 restS=X, O0=0, exth=0.
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Demostracion.

» 00X = S Tomemos a € S, por definicién tenemos exta C X luego
podemos decir a € OX, asi que tenemos S C OX, como S es el
maximo tenemos O X = S.

s O = () Dado que para todo a € S tenemos —(exta () (), podemos
concluir © @) = (0. Los casos restantes son simétricos.

0

Propiedades como ¢ X = 5,00 = () y sus simétricas en general no se tienen.
Por ejemplo, dado a € S tenemos a € & X siy solo si dx(z € exta) es decir
ext a es habitado, lo cual no siempre se tiene.

Ejemplo 12. Tomemos un lenguaje fijo para una teoria T', X la clase de los
modelos de la teoria, S las sentencias en el lenguaje de la teoria. Definimos
M & ¢ siy solo si M E ¢ (el ejemplo 2 invertido). Si ¢ una sentencia,
tomando ¢ N\ —p tenemos que o N\ =@ ¢ & X luego O X # S

Sabemos que X y S son el maximo en sus respectivos reticulos, en teoria de
categorias son el objeto terminal en la respectiva categoria. Similarmente, () es
el minimo en le reticulo, el inicial en la categoria. Dado que el terminal es un
co-limite y el inicial es un limite. Luego tenemos que O y rest preservan un
co-limite, y & y ext preservan un limite. Por simetria no es tan descabellado
hacer la siguiente afirmacion:

Teorema 1 (Adjuncién Fundamental). Los operadores universales O y

rest son adjuntos a derecha de los operadores existenciales & y ext. Esto
es, dados D C X, yU C S,

extUC D siysolosi UCOD,
ODCU siysolosi DCrestU.

La notacion estandar para hablar de adjunciones es -, en nuestro caso,

ext 4 0O significa O es adjunto a derecha de ext .
& Hrest significa rest es adjunto a derecha de < .

433



MEMORIAS XIV ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y II DE ARITMETICA

Para demostrar este teorema?, primero demostramos el siguiente lema.

Lema 1. Dadas Uie; € S, Dicr € X familias, tenemos

m Los operadores existenciales ext, & distribuyen sobre uniones arbi-
trarias, eso es,

o ext (U, Ui) = U, extU; ;
o O (Uier Di) = Ui, © D

» Los operadores Universales rest , O distribuyen sobre intersecciones ar-
bitrarias, esto es,

o rest ((),.; Ui) = ;e rest Us;
® O (e Di) =N, O Ds.

Demostracion. Sélo demostraremos los casos ext , rest los otros son simétri-
Cos.

Tomemos = € ext (| J,; Ui), esto se tiene si y solo si O o () U, Us, lo cual es
posible si y solo si Oz () U; para algin i € I, lo cual es equivalente a decir
r € ext U; para algiin i € I, pero esto es lo mismo que decir z € ., ext U;.
O sea que ext (|J;,.; Us) = U, ext U;.

Tomemos = € rest (();,c; Ui), esto se tiene si y solo si o C (., Ui, lo cual
se tiene si y solo si O C U; para todo ¢ € I, lo que por definicién es lo
mismo que decir x € rest U; para todo ¢ € I , siendo esto es equivalente a

x € (),¢; rest U;. Luego tenemos rest ([, U;) = ;e rest Us. O
Este lema basta para garantizar la existencia de las adjunciones mencionadas.

Demostracion del teorema de la Adjuncion Fundamental.
Primero veamos que ext - O:

2 A partir de este punto por razones técnicas sélo consideraremos conjuntos y no clases
en nuestro trabajo.
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Tomemos U C O D, esto se cumple si y solo si Va(a € U — exta C D),
esto es equivalente a decir, exta C D para todo a € U, pero esto es igual
a decir (|, exta) € D, luego, por el lema anterior es lo mismo que decir
ext ([J,e @) € D, lo cual equivale ext U C D. Es decir ext 4 0.

Ahora veamos que & - rest:

Tomemos D C restU esto es Va(x € D — Oa C U), lo cual es equivalente
a Oz C U para todo € D, esto se tiene si y solo si |J,.p,Cx C U,y
gracias al lema anterior es equivalente a & (| J,.p ) C U, lo cual reescrito es
O D CU. O sea tenemos que & - rest. O

Inmediatamente tenemos las siguientes proposiciones.

Proposicion 1. Dados D C X, U C S tenemos que,

extOD C D;

UCOextU,;

D Cresto Dy

OrestU CU.

También tenemos la conocida regla de dos contra uno.

Proposicion 2. Dados D C X, U C S tenemos que,

extOextU = extU;

OextOD =0D;

rest Orest U =rest U,

OrestO D =< D.
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1.4. Interior, Clausura y sus Simétricos

Teniendo en cuenta estos resultados, y retomando nuestras definiciones de
interior y clausura dadas anteriormente, es natural preguntarse acerca de
como construir sus simétricos de tal manera que podamos hablar de abiertos
y cerrados formales, es decir, sin hacer referencia directa a los puntos.
Deciamos que,

x € int D si y solo si da(z IFa Aexta C D);
x €clD siysolosiVa(zlFa— exta () D).

Analicemos primero el interior. Por definicion sabemos que exta C D
significa que a € OD, luego el interior de wun conjunto D es
intD = {z : Ja(z IF a A a € OD)}. También sabemos que z IF a es
un sinénimo de a € <, luego nuestra definicion se puede ahora escribir
intD = {z: Ja(a € Cx Aa € OD)}. Pero Ja(a € Gz Aa € OD) es
equivalente a decir G () O D, luego el interior es int D = {x : Gz (§ O D},
pero decir O (§ O D es lo mismo que decir = € ext O D, por lo tanto,

intD =extdD.

Luitzen: Podemos hacer lo mismo para la clausura, una forma rapida
seria diciendo: el interior y la clausura son duales, luego debemos cambiar
los operadores por sus duales, o sea que la clausura es,

clD =restO D.

iMuy bien! pero hagamoslo igual a como lo hicimos para el interior para ver
que su anterior afirmacién es valida.

Tenemos queext a () D es lo mismo que decirae OD,  luego
tenemos que la clausura de un conjunto es, simplemente
clD = {z : Va(a € Ox — a € & D)} lo cual significa que la clausura es
clD ={z:Ox C O D} Pero o C <D eslomismo que decir x € rest & D
luego, como habia dicho antes el senor Luitzen cl D = rest & D.

Gracias a lo anterior nos damos cuenta que la clausura y el interior de un
conjunto se pueden expresar como combinaciones por pares de los operadores
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<L, 0O, ext, rest . Luego dada la figura que tenfamos para estos operadores, la
definicién de los simétricos del interior y la clausura se vuelve completamente
natural.

Definicién 12. Dada una pareja bdsica (X,IF S) definimos,

int =extd cl =rest<;
A =D0ext J =Orest.

¢ Qué significado tienen estos dos nuevos operadores?

Por definicién, si tenemos a € AU significa que ¢ € OextU lo cual es
igual a decir exta C extU, que con la notacion de I, se transforma en
Va(z Ik a — x - U) , o sea todo punto en a es un punto en algin b € U.
Esto es una nocién muy conocida en topologia. Es la nociéon de cubrimiento,
osea a € AU siy solo sia es cubierto por U.

Ejemplo 13. Sea X = {F} donde F es un cuerpo, sea S el conjunto de
polinomios sobre F, definimos F' I+ p(z) si y solo si p(x) tiene una raiz en
F'. Entonces tenemos,

Ap(z) = {q(x) : VF(F I q(z) — F IF p(x)),

es decir Ap(x) es el conjunto de factores de p(x) en F. En otras palabras
cubrir un polinomio significa factorizarlo.

Miremos el otro operador: Por definicién decir a € JU es decir que a €
Orest U, un existencial 3z(x IF a Az € rest U), el cual nos dice, primero,
que exta es inhabitado, y, segundo, que para dicho x tenemos ¢Cx C U.
Este operador no es para nada intuitivo, lo vamos a relacionar con la idea de
positividad, la cual informalmente dice que los elementos de S que interesan
para hacer topologia son los no vacios. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 14. Consideremos la pareja bdsica del ejemplo 12, sea @ el conjunto
de sentencias deducibles desde ¢ sin mds hipotesis. Tenemos entonces que,

Je={¢Y:AMMIF b ANOM CP)

Literalmente estas son las sentencias para las cuales existe un modelo para
el cual la teoria del modelo se deduce de . Si existen @1, ..., @, tales que
J (1 A Apn) es habitado, la teoria es finitamente aziomatizable.
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Luitzen: Usando la regla de dos contra uno podemos hacer las siquientes
afirmaciones:

ext = ext Oext = int ext = ext U ;

O =730 =0restO =Sl

s 0 =920 =0extO = 0Oint;

rest =rest J = rest Orest = cl rest.

La idempotencia de los operadores también es inmediata,

n A =0OextOext =%,

n JJ =COrest Orest = J;

clcl =rest OGrest & = cl;

intint = extdextO = int.

Buenas observaciones. Después las necesitaremos.

De nuevo podemos hacer un diagrama, similar al que teniamos para <, 0, ext , rest ,
pero ahora para int ,cl, 2, J:
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parte concreta parte formal
operadores r €int D simétricos exta () restU
de interior Sx (D acJU
< =
g =3
es %
operadores reclD — a € AU
de clausura Ox CelD  simétricos exta C ext U
Figura: 3

1.5. Abiertos Formales, Cerrados Formales

Volvamos a la definicion de abierto, si tomamos un abierto concreto D, por
definicién tenemos que int D = D. Por lo dicho, anteriormente tenemos
D =extOD, tomando U = O D podemos decir D = ext U es decir que D
esta en el rango de ext .

Reciprocamente, si tomamos D = ext U para algun U C S tenemos,

D=extU =extOextU =intextU =int D,

luego los abiertos concretos coinciden con los elementos en el rango de ext .
Por dualidad, podemos afirmar que los cerrados concretos
coinciden con el rango de rest .

jAcertado!, de modo que tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 4. Dado D C X, tenemos que

m D es un abierto concreto si y solo si esta en el rango de ext
r.e D =extU para algun U C S.
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m D es un cerrado concreto si y solo si estda en el rango de rest ,
i.e D =restU para algin U C S.

Debido a que ext 4 O, y & - rest, una manera natural de hablar de
abiertos y cerrados formales seria la siguiente:

Definicién 13. Dado U C S

n U es un abierto formal si y solo si estd en el rango de O.

n U es un cerrado formal si y solo si estd en el rango de < .

Por definicién teniamos que los abiertos concretos, y los cerrados concretos
eran los puntos fijos de int , cl, respectivamente.
. Qué pasa con los abiertos y cerrados formales a través de J,2d 7

Intuitivamente podriamos decir que son los puntos fijos de estos
dos ultimos operadores.

Es cierto, ;jpero quién es punto fijo de quién? Tomemos U un abierto formal,
tenemos U = O D, gracias a la adjuncién tenemos

U=0D=0extO0D =2A0D =2AU.

O sea que los abiertos formales son puntos fijos de 2, reciprocamente , si U
es un punto fijo a través de 2, tenemos que U = AU = Oext U, tomando
D = ext U tenemos que U = O D, o sea U es un abierto formal.

Sin analizar los cerrados podemos decir:

Proposicion 5. Dado U C S

s U es un abierto formal si y solo si AU = U.

w U es un cerrado formal si y solo si JU = U.
¢ Pero el simétrico de int es J, y el simétrico de cl es A, no
deberia ser al revés?.

Es una muy buena pregunta, debido a la forma en que se ha presentado este
trabajo. En un principio se habria podido llegar a pensar que los abiertos
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formales serian los puntos fijos de J, y los cerrados formales los puntos fijos
de 2.

Recordando las adjunciones anteriormente mencionadas, lo més natural es la
definicién 13, por consiguiente la anterior proposicién debe ser aceptada.

Recapitulando, tenemos que:

= Los abiertos concretos son puntos fijos de int, los cerrados concretos
son los puntos fijos de cl.

= Los abiertos formales son los puntos fijos de 2, los cerrados formales
son los puntos fijos de J.

Tomando en cuenta que 2 = Oext,J = <rest, y recordando las adjun-
ciones anteriormente mencionadas, surge la siguiente pregunta de manera
natural.

., Qué pasa si restringimos O , ext , a los abiertos formales y abiertos concretos
respectivamente? Tomemos D un abierto concreto, sabemos que int D = D,
reescribiendo tenemos que ext 0 D = D, o sea que ext O es la identidad en
los abiertos concretos. Andlogamente tomando U un abierto formal, sabe-
mos que AU = U, lo cual con una reescritura se ve Oext U = U, es decir
Oext es la identidad en los abiertos formales, es decir que restringiéndonos
a los abiertos concretos y abiertos formales podemos concluir la siguiente
proposicion.

Proposicion 6.

» Los operadores ext, O restringidos a los abiertos concretos y a los
abiertos formales, respectivamente, son inversos uno del otro.

» Los operadores rest , & restringidos a los cerrados concretos y a los
cerrados formales, respectivamente, son inversos uno del otro.

Si tomamos los abiertos concretos, estos forman un reticulo completo, igual-
mente para los cerrados concretos, abiertos formales, y cerrados formales. La
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razon por la cual son completos no la trataremos aqui pues no la necesita-
mos. Llamemos a dichos reticulos Sat[int |, Sat[cl], Sat[2], Sat[J ] respecti-
vamente.

Por la proposicion anterior, tenemos una biyeccion entre Sat[int]
y Sat[A], la pregunta natural seria acerca de la preservacion de la estructura
a través de dicha biyeccion, es decir, jes dicha biyeccion un isomorfismo?
Muy bien, pero primero recordemos que si tomamos U; € Sat[2l],i € I una
familia, las operaciones del reticulo estan definidas por:

" Ve AU =2 (UielmUi);

" N, AU =2 (mielmUi);

Igualmente para Sat[int ], tenemos que dados D; € Sat[int ], € I definimos,

» Vo int D; = int (U, int D;);

s Asesint D; = int ()., int D;);

Las definiciones para Sat|cl], Sat[J] son andlogas.

Queremos ver que las biyecciones anteriormente encontradas son un isomor-
fismo entre reticulos completos, esto es, ver que ext preserva las uniones e
intersecciones entre reticulos.
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Tomemos U;, i € I una familia contenida en Sat[2l], tenemos que

o (1) o (x (2

= ext (U Ui> , U, son abiertos yext2l = ext;

iel
= U ext U, ext distribuye sobre uniones;
iel
= int (U ext Ui> , union de abiertos es abierto;
iel
= \/ ext U;.
iel

O sea que ext conserva las uniones entre los dos reticulos.
Veamos que ademas ext preserva las intersecciones,

= () o (+(02))

= ext ﬂQlUZ), ext = ext;

el

definicién de A ;

= ext ﬂl:\ext U;

oo}
)

=extOd (ﬂ ext U;

el

, O distribuye sobre interseciones;

= int (ﬂ ext Ui> , definicién de int ;

el

= /\ ext U;.

En conclusion ext preserva la estructura. Similarmente se puede ver que
O también preserva la estructura. Tanto ext como su inversa preservan la
estructura, por lo tanto tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 2 (Teorema de isomorfismo). En toda pareja bdsica

(X,IF,S) el reticulo Sat|A] (los abiertos formales) es isomorfo al reticulo
Satlint] (los abiertos concretos ).

Simétricamente el reticulo Sat[J ] (los cerrados formales) es isomorfo a Sat[cl ]
(los cerrados concretos).

Hasta aqui, todo lo dicho se puede resumir en el siguiente diagrama,

abiertos concretos cerrados formales
extUD =D =int D OrestU =U =3U
operadores simétricos
de interior ext U D
O
rest|
) o,
E 3
S 2
O
ext
operadores rest U oD
de clausura simétricos
rest0D=D=clD OextU =U =AU
cerrados concretos abiertos formales
Figura: 4

1.6. De las Parejas Basicas a los Espacios Concretos

Nuestro trabajo hasta este punto ha estado enfocado en traducir lo hecho en
la parte concreta a la parte formal. Esto queda en gran medida terminado
con el teorema de isomorfismo. Ahora queremos ver que lo hecho en la parte
concreta es equivalente a lo hecho clasicamente.
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Tomemos 7 = {extU : U C S}, éste es un conjunto cerrado para uniones
arbitrarias, pero en principio la interseccién de dos elementos de 7 no es un
elemento de 7.

¢ Pero ext preserva las intersecciones entre Sat[] y Sat[int | ?
No es cierto, ain cuando ext preserve las intersecciones entre Sat[2] y
Satlint |, debemos recordar que la definicién de interseccién en estos reticulos
no es la interseccion entre conjuntos.

Por otra parte, demostramos que ext () = (), luego ) € 7, pero no podemos
afirmar X € 7, pues decir esto es lo mismo que decir X = ext U para algin
U C S, para lo cual necesitariamos que para todo elemento x € X, se tuviera
x € extU « Ox () U. Pero nada en la definicién de pareja bésica nos dice
que < x sea habitado en todos los casos. En conclusion, para que 7 sea una
topologia le falta ser cerrado para intersecciones y tener a X como elemento.

El segundo problema es facilmente solucionable. Si queremos que X = ext U
para algin U C S, lo mas sencillo es pedir X = ext S, o sea
Axioma 1. BI (Vz € X)(z - S).

Pedir que 7 sea cerrado para intersecciones finitas es un poco mas complicado.
Escribamos en simbolos la propiedad de intersecciones finitas:

(VU,V C S)(IW C S)(extUNextV =extW).

Luego lo que necesitamos hacer es describir un método que a cada par de
conjuntos U,V les asigne un conjunto W tal que extU NextV = ext V.
Para ello lo mas natural seria tomar el conjunto de los abiertos concretos
contenidos en ext U Next V', o sea tomar

W={YCS:extY CextUnNextV}

Ampliando esta idea hasta los elementos de S, no es tan descabellado pedir
lo siguiente:

Axioma 2. B2 extanNextb=ext(a|b);
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donde a | b={ce€ S:extcC extanextb}.
Tomemos U,V C S, gracias a las propiedades de ext tenemos

extU NextV = U extan U ext b;

aclU beV

~ext (YU 10).

acU beV

Por consiguiente lo méas natural es definir

viv=_JJalb

aclU beV
Por definicion a | b es abierto por ser la uniéon de abiertos, igualmente lo es

U | V, es decir que pidiendo los axiomas B2y B1 podemos decir que 7 es
una topologia para X. En resumen, podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 3. Una pareja basica (X,IF,S) define un espacio topoldgico, si y
solo si cumple,
B1: (Vx € X)(z I+ S);

rlFa xzIFD
B2: ——M—
zlFalb ’

donde a | b={c:extcCextanextb}.

A las parejas bésicas que cumplen B1 y B2 las llamaremos espacios concre-
tos. Para terminar esta seccion, recalcamos que pedir B1 y B2 es pedir que
el conjunto {exta : a € S} sea una base para una topologia.
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1.7. Topologia Formal

Peter Johnstone, en su articulo The Point of Pointless Topology [12] decia
algo como esto.

“Un topdlogo clasico no se preocuparia si las demostraciones de
sus teoremas son o no constructivas. Esto es valido para un hom-
bre que no ve problema en utilizar el Axioma de Eleccién, siempre
que lo necesite. No es para nada obvio que la topologia sin pun-
tos es para topdlogos, y no mas bien para légicos; sin embargo,
aun el més pragmatico de los topdlogos podria llegar a ganar al-
go aprendiendo a hacer topologia constructivamente. El punto es
que hay contextos, en el universo de las matematicas clasicas, en
los cuales uno quisiera hacer topologia, pero no tenemos la ley
del Tercio Excluso o el Axioma de Eleccion. Dichos contextos,
se llaman Topoi. Para nuestros propdsitos no es necesario saber
exactamente qué es un topos basta con saber que un topos es
una categoria, lo suficientemente parecida a la categoria de los
conjuntos, como para tratar de hacer las construcciones conjun-
tistas en estas categorias usando logica intuicionista. Ejemplos de
Topos abundan en matematicas, y es curioso que las matematicas
hechas internamente en un topos, tienen en general una intere-
sante interpretacion externa.

Entonces la pregunta que surge es: jcual es la formulacién del
concepto “topologia”’para poder hacer topologia en estos contex-
tos? ”

Intentar dar una respuesta a tal pregunta es el objetivo de esta seccion. El
problema de los espacios concretos consiste, como dice Johnstone, en que
ciertos espacios en contextos no clasicos no se pueden acomodar a dicha
definicién, por hechos tales como la referencia directa a sus puntos en el mo-
mento de hacer las definiciones.
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Gracias al trabajo que hemos hecho en este texto, podemos dar una defini-
cién de topologia sin referirnos a los puntos. Gran parte de este trabajo fue
hecho con el Teorema de Isomorfismo. En la seccién anterior regresamos a
los espacios topolégicos clasicos. Luego la idea es pasar el concepto de espa-
cio concreto al contexto formal y hablar de espacios formales, a los cuales
llamaremos topologias formales balanceadas.

En S tenemos dos operadores 2 y J y, como ya hemos dicho, los abiertos
y cerrados formales son los puntos fijos de estos operadores. En teoria de
tipos, el operador 2 es llamado un operador de clausura, y el operador J es
llamado un operador de interior. Formalmente tenemos:

Definicién 14.

» Un operador € : P(X) — P(X) es llamado un operador de clausura si
y solo si para todo D, E C X se cumple lo siguiente:

Reflexividad D C €D;
DCE

¢D CCE’

Idempotencia €€D C €D.

Monotonia

» Un operador € : P(X) — P(X), es llamado un operador de interior si
y solo si para todo D, E C X se cumple lo siguiente:

co-Reflexividad €D C D;
DCE

¢D CCE’

co-Idempotencia ¢D C €CD.

Monotonia

Es facil ver que 2 es un operador de clausura, y que J es un operador de
interior.

40 sea que int es un operador de clausura y cl un operador
de interior?.
Al contrario de lo que se podria llegar a pensar por lo que hemos hecho, int
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no es un operador de clausura, ni cl es un operador de interior, sino al revés:
int es un operador de interior y ¢l es un operador de clausura, como sus nom-
bres lo preveian. En nuestro caso, debido a que 21, J provienen de la misma
relacion I+, dados U,V C S,a € S, para los cuales tenemos a € AU, a € JU,
por definicién concluimos exta C extU, y exta () rest V', luego podemos
afirmar ext U () rest V', lo cual en simbolos es 3b(b € U Ab € JV). Es decir
que tenemos U () V. A esta propiedad la llamaremos compatibilidad de los
operadores.

¢No deberia ser 3b(b € extx U Nbe JV) ¢
No, pues b € extU no tiene sentido, recuerde que ext es un abierto concreto.

Definicién 15. Dados dos operadores O1,0y : P(X) — P(X), donde Oy
es de clausura y Oq es de interior, decimos que son compatibles si y solo si
dados U,V C P(X), tenemos

01U () OV

Compatibilidad 0G0

Gracias a esto, podemos decir que una topologia formal bésica es una tripla
(S,20,3), donde S es un conjunto, A un operador de clausura, J es un
operador de interior, los cuales son compatibles.

Para ayudar a nuestra intuicién usaremos la siguientes notacion,

a<1U siysolosiaeAU, ax UsiysolosiaeJU.

Usando esta notacién podemos escribir nuestra definicion de la siguiente ma-
nera:

Definicién 16 (Topologia formal basica). Una topologia formal bdsica
es una tripla (S, <, x), donde <, X son relaciones entre elementos de S y
subconjuntos de S tales que dados a,b € S;U, yV C S se cumple lo siguien-
te:

Reflexividad ¢ U;
a<1U

aD<U’
acU’

co-Reflexividad
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aclU UQV
a<aV ’

axU (W)bxU—beV)
axV ’

axV a<U
UxV ’

Transitividad

co-Transitividad

Compatibilidad

donde U x V significa (3b) (b € UNb x V), y U<V significa
(WO)(beU —baV).

Fécilmente se ve que de una relacion <1 entre elementos de .S y subconjuntos
de S, la cual es reflexiva y transitiva se puede definir un operador de clausura.

Tomando en cuenta lo hecho en la seccién anterior, en la cual concluimos que
debiamos pedir B2 sobre la pareja basica, de tal manera que recuperabamos
un espacio topoldgico, lo natural es hacer una transcripcion formal de B2
para tener en el lado formal el andlogo a la definicién de espacio concreto.
La traduccién es plenamente natural, pues tomando a,b € S teniamos, a |
b={c:extcCextanextb}, locual en términos de cubrimientos se puede
expresar,

alb={c:c<{a} Nc<{b}};
de lo cual se sigue que la generalizacién para U,V C S es simplemente,
UlV=A{d: (FbeU)(d<{b}) N(BeceV)(d<{c})}.

Como en las topologias bésicas formales no hemos hablado de ninguna relacion
IF nuestra traduccion de B2 estara dada por,

a<U aQV‘
a<lU |V

| —Derecha

¢ Qué pasa con B1 ?

Podemos pedir un elemento maximal para <1, pero en general no aporta mu-
cho asi que lo omitiremos.

Resumiendo tenemos la siguiente definicién,
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Definicién 17 (Topologia formal balanceada). Una topologia formal
balanceada es una estructura (S, <1, X), donde <, x son relaciones compa-
tibles entre elementos de S y subconjuntos de S; X es co-reflexiva 1y co-
transitiva, <1 es reflexiva, transitiva y cumple,

adU a<V
a1U |V

| —Derecha

Esta tltima es una de las mejores definiciones de topologia formal (balancea-
da) que se encuentra en la literatura, debido a que nos permite una caracte-
rizacion clara y precisa de los abiertos y cerrados formales, y es la ideal para
hacer caracterizaciones formales que se refieran a cerrados.

Con respecto al operador J, podriamos tener J impropio, es decir JU = ()
para todo subconjunto U C S, pero este caso no lo trataremos aqui.
Podriamos tener que los tinicos cerrados fueran J (S), (), en tal caso diremos
que J es trivial. Cuando J es trivial, tomando H = {a : ax S}, para cualquier
cerrado U tenemos que,

aceJU —-ac HANH CU,

pues U = S. H es llamado un conjunto mondtono.

Karla: ¢ Qué es un conjunto mondtono?

Un conjunto mondtono es un conjunto tal que,
ac HNa<U— H(U.
Reciprocamente, si para algin conjunto monétono H se tiene,
aceJU —-ac HANH CU,

entonces tenemos que J es trivial. Pues tomando U cerrado tendriamos
JU = U, luego si U es habitado, tendriamos U = H, luego necesariamente
tenemos U = J .9, de donde concluimos que J es trivial.

Fécilmente se ve que H cumple las siguientes dos propiedades:
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a€H a<U
(IbelU)be H)

Monotonia

a€H—a<xU

Positividad
ositivida U

La idea de la positividad es la de considerar inicamente los a tales que ext a
es habitado. Podemos debilitar un poco la definicién de topologia formal
balanceada, diciendo que el operador de interior es trivial, es decir definiendo
lo siguiente:

Definicién 18 (Topologia formal positiva). Una topologia formal posi-
tia es una tripla (S, <1, POS), donde < es una relacion entre elementos de
S y subconjuntos de S, la cual es reflexiva, transitiva y cumple | -Derecha.
POS es un predicado sobre elementos de S tal que paraa € S, yU C S se
tiene,

POS(a) a<U
(I € U)YPOS(b)’

Monotonia

POS(a) —» a<U

Positividad
ositivida Tl

Para ayudar a nuestra intuicién y a las concepciones preestablecidas, pode-
mos pedir que S tenga asociada una operacién de monoide conmutativo, con
la idea de simular las intersecciones, debido a que con | no se ven claramente.
Haciendo esto, podemos dar una nueva definicién como sigue.

Definicién 19 (Topologia Formal). Una topologia formal es una estruc-
tura (S, *, <1, POS) donde (S,*) es un monoide conmutativo, <\ es una rela-
cion, llamada cubrimiento, entre elementos y subconjuntos de S tal que, para
todo a,be S yU,V C S se cumple:

Reflexividad ¢ U;
a<1U
U Uav
Transitividad 22 — V< donde U 4V = (Yu € U)(u < V);
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U
*-Izquierda %M;
a
U Vv
*-Derecha GQQU(L‘? donde U xV ={uxv:ueclUwveV};
a *

Y POS, es un predicado para elementos de S, llamado positividad, tal que:

, POS(a) a<U
Monot :
onotoma 3b e U) (POSD))’
Positividad ~25W) —a<U

a<1U

Nuestras herramientas de trabajo van a ser las topologias formales, aunque
menos agradables que las topologias formales balanceadas, considero que para
lo que haremos aqui, el trabajo con las topologias formales es mas claro y
natural que con las topologias formales balanceadas. Una proposicién que
ayuda a ver que dicho cambio no es tan radical y arbitrario es,

Proposicion 7. En una topologia formal S, U xV es equivalente a U | 'V,
estoesUxV aqU [ VU | VaUxV.

O sea que, a los ojos del cubrimiento de la topologia, | y * son iguales.

1.7.1. Puntos Formales

Para terminar esta seccion, recordemos que en una pareja bésica tomando
r € X, teniamos que < x eran los abiertos en los cuales x era un punto, y
ya que <& es una funcién, cada x define un tnico Gz C S. Debido a esto,
podemos recuperar los puntos en nuestra parte formal. Dados a,b € O x
tenemos que a | b € O,

Sizlka, &x CU, por definicion tenemos a x U.

O sea que podemos dar la siguiente definicién.

Definicién 20 (Puntos formales). En una topologia formal balanceada
S, un subconjunto o C S es un punto formal de S st y solo si dados
a,be S, yU C S tenemos que,

453



MEMORIAS XIV ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y II DE ARITMETICA

« es habitado «a () S;

¢ aca bea
«a es convergente ————
& albea ’
. aca a<U
a elimina < —————
a()U

aca aCU
ax U )

« introduce X

Con esta definicion, podemos retornar a las parejas basicas, pues si tenemos
S una topologia formal balanceada podemos definir una pareja béasica que
coincide con la topologia tomando

S=S5  X={aCS:aespunto formal }, IF=€

Como trabajaremos en topologias formales, explicitaremos la definicién de
punto en éstas:

Definicién 21. Sea (S, *, <1, POS) una topologia formal. Un subconjunto o
de S se dice un punto formal si y solo si para todo a,b € S, yU C S se
cumple:

(Ja € 95) (a € a);

a €« be&’

axbea ’

ac€a a<U ’
(EIbGU)(bG@)’

a €«

" POS(a)’

Como veremos mas adelante, no toda topologia formal tiene puntos. Este
hecho marca una diferencia importante con el tratamiento clasico: dado que lo
fundamental en nuestro tratamiento son los abiertos, no hay ningin problema
en trabajar con topologias sin puntos.
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1.8. Notas y Referencias

El trabajo acerca de las parejas basicas fue principalmente hecho por Gio-
vanni Sambin. Las secciones 2.2 - 2.5 son esencialmente tomadas de [25],
una presentacion rapida pero demasiado técnica se encuentra en [27]. Uno
de los primeros articulos sobre los espacios formales es [29]. En el se hace
una primera presentacion de la topologia formal, una presentacion mas accse-
quible y completa esta en [28]. Del mismo [28] se toma los axiomas necesarios
para que una pareja basica defina un espacio topoldgico.

En la seccién 2.7 se copian algunas definiciones dadas en [28] y se ha-
cen mas detalladamente los argumentos para llegar a la definicién final de
topologia formal incluyendo algunas definiciones intermedias que son dadas
por nosotros como elementos didéacticos, la definicién de topologia formal
es tomada de los articulos mencionados. Los ejemplos presentados en este
capitulo son de nuestra propia autoria.

Para entender més a fondo el trabajo en teoria de tipos se puede consultar
directamente [?] o para una presentacién mas pragmética en [24].

El por que de la notacion usada en este capitulo se ve mas claramente en el
momento de trabajar continuidad formal [26].
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